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e presentes 


Prefacio 


Uma  grande  descoberta  envolve  a solugao  de  um  grande  problema, 
mas  ha  uma  semente  de  descoberta  na  solugao  de  qualquer 
problema.  Seu  problema  pode  ser  modesto;  porem,  se  ele  desafiar 
sua  curiosidade  e fizer  funcionar  sua  capacidade  inventiva,  e caso 
voce  o resolva  sozinho,  entao  voce  podera  experimentar  a tensao  e o 
prazer  do  triunfo  da  descoberta. 

George  Polya 


A arte  de  ensinar,  segundo  Mark  van  Doren,  e a de  tornar  parte  em  descobertas.  Tentei  esc  re - 
ver  um  livro  que  tome  parte  na  descoberta  do  calculo  pelos  estudantes  - por  seu  aspecto 
pratico,  bem  como  por  sua  surpreendente  beleza.  Nesta  edigao,  como  nas  quatro  anteriores, 
pretendi  transmitir  aos  estudantes  um  sentido  de  utilidade  do  calculo  e desenvolver  com- 
petence tecnica,  mas  tambem  me  empenhei  em  dar  uma  avaliagao  da  beleza  intnnseca  do 
assunto.  Newton  sem  diivida  experimentou  uma  sensagao  de  triunfo  no  momento  de  suas 
grandes  descobertas.  Eu  gostaria  que  os  estudantes  partilhassem  dessa  emogao. 

A enfase  esta  na  compreensao  dos  conceitos.  Penso  que  todos  concordam  que  essa  deve 
ser  a meta  principal  no  ensino  do  calculo.  De  fato,  o impeto  para  o atual  movimento  de 
reforma  do  calculo  vern  da  Conferencia  de  Tulane,  de  1986,  que  formulou  como  recoinem 
dagao  fundamental: 


Focalizar  na  compreensao  conceitual 

Tentei  implementar  essa  meta  atraves  da  Regra  de  Tres:  "Topicos  devem  ser  apresentados 
geometrica,  numerica  e algebricamente".  Visualizagao,  experimentagao  numerica  e grafica  e 
outras  abordagens  mudaram  radicalmente  a forma  de  ensinar  o raciocmio  conceitual.  Mais 
recentemente,  a Regra  de  Tres  foi  expandida  tornando-se  a Regra  de  Quatro  com  o acres- 
cimo  do  ponto  de  vista  verbal  ou  deseritivo. 


Wi-  O Que  E Novo  Nesta  Edigao 

Enquanto  prepara va  a quinta  edigao  deste  livro,  passei  um  ano  na  Universidade  de  Toronto 
ensinando  Calculo  utilizando  a edigao  anterior.  Eu  ouvia  atentamente  as  perguntas  de  meus 
alunos  e as  sugestoes  de  meus  colegas.  E,  cada  vez  que  preparava  uma  aula,  ficava  pensando 
se  algum  exercicio  a mais  era  necessario  ou  se  uma  frase  deveria  ser  melhorada  ou,  ainda,  se 
uma  segao  deveria  ter  mais  exercfcios  de  um  certo  tipo,  Alem  disso,  prestei  muita  atengao  as 
sugestSes  enviadas  por  varios  leitores  e aos  comentarios  dos  meus  revisores. 

Uma  fonte  nao  muito  comum  de  problemas  novos  foi  um  telefonema  de  um  amigo 
meu,  Richard  Armstrong.  Richard  e socio  de  uma  firma  de  consultoria  em  engenharia  e 
orienta  os  clientes  que  controem  hospitals  e hotels.  Ele  me  disse  que,  em  certas  partes  do 
mundo,  os  sistemas  de  sprinklers  de  predios  grandes  sao  abastecidos  de  agua  por  comparti- 
mentos  localizados  nos  tetos  desses  predios.  Naturalmente  ele  sabia  que  a pressao  da  agua 
diminui  quando  o nfvel  de  agua  decresce,  mas  queria  quantificar  esse  decrescimo  de  maneira 
que  seus  clientes  pudessem  garantir  uma  certa  pressao  durante  um  dado  penodo. 
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viii  O CAICULG 


Editcra  Thomson 


Exercicios  Conceituais 


Conjuntos  Gradativos  de  Exercicios 


Eu  the  disse  que  poderia  resolver  esse  problema  usando  as  equa9oes  diferenciais  sepa- 
raveis,  porem  ocorreu-me  que  esse  problema  poderia  gerar  um  bom  projeto  de  pesquisa 
quando  combinado  com  outras  ideias.  (Veja  o projeto  na  pagina  605). 

A estrutura  desta  edi^ao  permanece  praticamente  a mcsma  da  anterior,  no  entanto,  ha 
varios  melhoramentos,  pequenos  e grandes: 

0 Duas  se^oes  no  Capitulo  10  foram  combinadas  eni  uma  so. 

9 Eu  reescrevi  a Se?ao  12.2  para  dar  mais  enfase  a descr^ao  geometrica  dos  vetores. 

• Novas  frases  e notas  de  rodape  foram  inseridas  no  texto  para  dar  mais  clareza  a 
exposiqao. 

* Varios  trabalhos  de  arte  foram  redesenhados. 

* Os  dados  em  exemplos  e os  exercicios  foram  atualizados  no  tempo. 

• Foram  incluidos  alguns  sites  a mais  em  alguns  dos  exemplos  ja  existentes. 

9 Cerca  de  25%  dos  exercicios  em  cada  capitulo  sao  novos.  Aqui  estao  alguns  dos 
meus  favoritos: 


Exercicios 

Pagina 

Exercicios 

Pagina 

Exercicio 

Pagina 

9.1  11-12 

588 

10.3  47-48 

674 

11.9  40 

758 

11.12  35 

782 

13.3  32-34 

868 

14.3  5-6 

918 

14.5  15-16  936 


Foram  adicionados  novos  problemas  nas  seqoes  Problemas  Quentes.  Veja,  por  exemplo, 
os  Problemas  20  e 22  na  pagina  790. 


Caracteristicas 


A maneira  mais  importante  de  encorajar  a compreensao  conceitual  e por  meio  dos  proble- 
mas que  prescrevemos.  Com  essa  finalidade,  delineei  varios  tipos  de  novos  problemas. 
Alguns  conjuntos  de  exercicios  come^am  com  questoes  exigindo  a explica^ao  do  signifi- 
cado  do  conceito  basico  da  se^ao.  (Veja,  por  exemplo,  os  exercicios  nas  Se^oes  1 1.2,  14.2 
e 14.3.)  Analogamente,  todas  as  se^oes  de  revisao  come^am  por  uma  verifica^ao  con- 
ceitual e um  teste  do  tipo  verdadeiro-falso.  Outros  exercicios  testam  a compreensao 
conceitual  atraves  de  graficos  e tabelas.  Veja  os  Exercicios  1-2  na  Se^ao  13.2,  Exercicio  27 
na  Se^ao  13.3,  Exercicios  1,  2,  5 e 31-34  na  Se9ao  14.1,  Exercicios  1,  2 e 36  na  Se9ao  14.6, 
Exercicios  3-4  na  Se9ao  14.7,  Exercicios  5-10  na  Se9§o  15.1,  Exercicios  1 1-18  na  Se9§o 
16.1,  Exercicios  17,  18  e 43  na  Se9ao  16.2  e Exercicios  1,  2,  11  e 23  na  Se9ao  16.3.  Eu 
particularmente  valorizo  problemas  que  combinam  e comparam  abordagens  graficas, 
numericas  e algebricas  (veja  o Exercicio  2 na  Se9§o  9.5). 

Mais  do  que  30%  dos  exercicios  sao  novos.  Cada  conjunto  de  exercicios  e cuidadosamente 
graduado,  progredindo  desde  exercicios  conceituais  basicos  e problemas  destinados  a 
desenvolvimento  de  habilidades  ate  problemas  mais  desafiantes  envolvendo  apliea9oes  e 
provas. 
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Dados  do  Munds  Rea!  Meu  assistente  e eu  gastamos  um  bom  tempo  era  bibliolecas,  contatando  companhias  e 
agendas  govemamentais  e procurando  na  Internet  por  dados  do  mundo  real  para  intro- 
duzir,  motivar  e ilustrar  os  conceitos  do  caleulo.  Como  resultado,  muitos  de  nossos  exem- 
plos  e exercfcios  tratam  de  funpoes  definidas  por  tais  dados  numericos  ou  graficos. 
Funpoes  de  duas  variaveis  sao  ilustradas  por  uma  tabela  de  valores  do  fetor  de  resfriamento 
do  vento  como  uma  funpao  da  temperatura  do  ar  e da  velocidade  do  vento  (Exemplo  2 da 
Sepao  14.1).  As  derivadas  parciais  sao  introduzidas  na  Sepao  14.3,  em  que  e examinada 
uma  coluna  na  tabela  de  valores  do  fndice  de  calor  (temperatura  do  ar  sentida)  como  uma 
funpao  da  temperatura  real  e da  umidade  relativa.  Esse  exemplo  e aprofundado  em 
conexao  coni  as  aproximapoes  lineares  (Exemplo  3 da  Sepao  14.4).  Derivadas  direcionais 
sao  introduzidas  nas  Sepoes  14.6  usando  curvas  de  nfvel  para  estimar  a taxa  de  variapao  da 
temperatura  em  Reno  em  direpao  a Las  Vegas.  Integrals  duplas  sao  usadas  para  estimar  a 
media  de  queda  de  neve  no  Colorado  durante  o dia  24  de  dezembro  de  1982  (Exemplo  4 
da  Sepao  15.1).  Campos  vetoriais  sao  introduzidos  na  Sepao  16.1  pela  representapao  do 
padrao  de  ventos  na  bafa  de  Sao  Francisco. 

Projetos  Uma  maneira  de  envolver  os  estudantes  e entao  toma-los  aprendizes  ativos  e feze-los  tra- 
balhar  (talvez  em  grupos)  em  projetos  de  extensao,  que  dao  um  grande  sentimento  de  rea- 
lizapao  quando  finalizados.  Isso  inclui  quatro  tipos  de  projetos:  a)  Projetos  Aplicados,  que 
envolvem  aplicapoes  destinadas  a apelar  para  a imaginapao  dos  estudantes.  O projeto  que 
segue  a Sepao  9.3  indaga  se  uma  bola  atirada  para  cima  leva  mais  tempo  para  atingir  sua 
altura  maxima  ou  para  cair  ate  sua  altura  original.  (A  resposta  podera  surpreende-lo.)  O 
projeto  que  segue  a Sepao  14.8  usa  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  as  mas- 
sas  dos  tres  estagios  do  foguete  de  tal  forma  a minimizar  a massa  total  enquanto  lhe  per- 
mite  atingir  a velocidade  desejada.  b)  Projetos  de  Laboratorio,  que  envolvem  tecnologia. 
O projeto  que  segue  a Sepao  10.2  mostra  como  usar  as  curvas  de  Bezier  para  desenliar  for- 
mas que  representam  letras  para  uma  impressao  a laser,  c)  Projetos  Escritos,  que  pedem 
aos  estudantes  que  comparem  metodos  atuais  com  aqueles  usados  pelos  fundadores  do 
calculo  - por  exemplo,  o metodo  de  Fermat  para  encontrar  tangentes.  Sao  fomecidas  refe- 
rencias.  d)  Projetos  Descobertas,  que  antecipam  resultados  que  serao  discutidos  posterior- 
mente  ou  encorajam  a descoberta  atraves  do  reconhecimento  do  padrao.  Outros  exploram 
aspectos  da  geometria:  tetraedro  (apos  a Sepao  12.4),  hiperesferas  (apos  a Sepao  15.7)  e a 
intersecpao  de  tres  cilindros  (apos  a Sepao  15.8). 

Tecnologia  A disponibilidade  de  tecnologia  toma  ainda  mais  importante  compreender  claramente  os 
conceitos  que  fundamentam  as  imagens  na  tela.  Quando  usados  adequadamente,  ealcu- 
ladoras  graficas  e computadores  sao  ferramentas  valiosas  na  descoberta  e compreensao 
desses  conceitos.  Este  livro  pode  ser  usado  com  ou  sem  tecnologia,  e usei  dois  sfmbolos 
espeoiais  para  indicar  quando  um  tipo  especial  de  maquina  for  necessario.  O fcone||  indi- 
ca  um  exemplo  ou  exercfcio  que  requer  o uso  de  tal  tecnologia,  mas  isso  que  nao  signifi- 
ca  que  ela  nao  possa  sex  usada  tambem  em  outros  exercfcios.  O sfmbolo  ;:;B  e reservado 
para  os  problemas  em  que  e requerida  toda  a capacidade  de  um  sistema  algebrico  com- 
putacional  (como  Derive,  Maple,  Mathematica  ou  TI-92).  Todavia,  a tecnologia  nao  toma 
obsoletos  o lapis  e o papel.  Calculos  a mao  e esbopos  sao  frequentemente  preferfveis  a tec- 
nologia para  ilustrar  e reforpar  alguns  conceitos.  Professores  e estudantes  precisam  desen- 
volver  a habilidade  para  decidir  quando  e mais  apropriado  a maquina  ou  a mao. 


□ CALCULO 


Editora  Thomson 


Conteudo 


Capitulo  9 Modelagem  e o tema  que  unifica  este  tratamento  introdutorio  das  equagoes  diferenciais. 

Equagoes  Diferenciais  Campos  de  diregao  e o metodo  de  Euler  sao  estudados  antes  das  equagoes  separaveis,  e as 
equates  lineares  sao  resolvidas  explicitamente;  assim,  e dado  o mesmo  peso  para  as  abor- 
dagens  qualitativa,  numerica  e analftica.  Esses  metodos  sao  aplicaveis  aos  modelos  expo- 
nential, logfstico  e outros  para  o crescimento  populacional.  As  cinco  primeiras  segoes 
deste  capitulo  servem  como  uma  boa  introdugao  as  equagoes  diferenciais  de  primeira 
ordem.  A segao  final,  opcional,  usa  os  modelos  predador-presa  para  ilustrar  os  sistemas  de 
equagoes  diferenciais. 


Capitulo  10  As  segoes  em  areas  e tangentes  para  curvas  parametricas  e comprimento  de  arco  e area  de 
Equagoes  Parametricas  e superffcie  ioram  alinhados  e combinados  como  Calculo  com  curvas  parametricas.  Projeto 
Coordenadas  Polares  de  laboratdrio;  os  dois  projetos  apresentados  aqui  envolvem  famflias  de  curvas  e as  curvas 
de  Bezier.  Um  breve  tratamento  de  segdes  conicas  em  coordenadas  polares  prepara  o canii- 
nho  para  as  Leis  de  Kepler  do  Capitulo  13. 


Capitulo  11  Agora  os  testes  de  convergence  tern  justificagoes  intuitivas  (veja  a pagina  723),  bem  como 

Seqiiencias  infinitas  e Series  provas  formats.  As  estimativas  numericas  das  somas  das  series  estao  baseadas  no  teste 

usado  para  provar  a convergencia.  A enfase  esta  em  series  de  Taylor  e polinomiais  e sua 
aplicagao  a ffsica.  Estimativas  de  erro  incluem  aquelas  para  recursos  graficos. 


Capitulo  12 
Vetores  e a Geometria  do  Espago 


O material  em  geometria  analftica  em  tres  dimensoes  e vetores  foi  dividido  em  dois  capf- 
tulos.  Este  capitulo  trata  dos  vetores,  dos  produtos  escalar  e vetorial,  retas,  pianos,  super- 
ficies e coordenadas  cilmdricas  e esfericas. 


Capitulo  13 
Fungoes  Vetoriais 


Capitulo  14 
Derivadas  Parciais 


Capitulo  15 
Integrals  Multiples 


Capitulo  16 
Calculo  Vetorial 


Capitulo  17 
Equagoes  Diferenciais 

de  Seganda  Ordem 


Este  capitulo  cobre  as  fungoes  a valores  vetoriais,  suas  derivadas  e integrais,  o compri- 
mento e a curvatura  de  curvas  espaciais  e a velocidade  e aceleragao  ao  longo  de  curvas 
espaciais,  culminando  nas  leis  de  Kepler. 

Fungoes  de  duas  ou  mais  variaveis  sao  estudadas  dos  pontos  de  vista  verbal,  numerico, 
visual  e algebrico,  Em  particular,  introduzi  derivadas  parciais  observando  uma  coluna 
especffica  em  uma  tabela  de  valores  do  fndice  de  calor  (temperatura  do  ar  sentida)  como 
uma  fungao  da  temperatura  real  e da  umidade  relativa.  Derivadas  direcionais  sao  estimadas 
a partir  de  curvas  de  nfvel  da  temperatura,  pressao  e precipitagao  da  neve. 

Curvas  de  nfvel  e Regra  do  Ponto  Medio  sao  utilizadas  para  estimar  a precipitagao  media 
de  neve  e a temperatura  media  em  uma  dada  regiao.  As  integrais  duplas  e triplas  sao  usadas 
para  computar  probabilidades,  areas  de  superficies  e (nos  projetos)  volumes  de  hiperes- 
feras,  e ainda,  o volume  da  intersegao  de  tres  cilindros. 

Sao  introduzidos  os  campos  vetoriais  atraves  de  graficos  de  velocidade  mostrando  os  padroes 
ae  ventos  da  Baia  de  San  Francisco.  As  similaridades  entre  o Teorema  Fundamental  para  os 
Integrais  de  Linhas,  o Teorema  de  Green,  o Teorema  de  Stokes  e o Teorema  da  Divergencia 
sao  enfatizadas. 

Como  as  equagoes  diferenciais  de  primeira  ordem  sao  estudas  no  capitulo  9,  este  ultimo  capf- 
tulo  trata  das  equagoes  diferenciais  lineares  de  segunda  ordem,  sua  aplicagao  as  cordas 
vibrantes  e circuitos  eletricos,  e solugoes  em  serie. 
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Ao  Estudante 


uma  diferen^a  entre  ler  um  texto  de  calculo  e um  jornal  ou  um  romance  ou  ate  mesmo 
um  livro  de  ffsica.  Assim,  nao  desanime  se  tiver  de  ler  uma  passagem  mais  de  uma  vez.  para 
poder  entende-la.  Voce  deve  ter  lapis,  papel  e uma  calculadora  a mao  para  esbogar  um  dia- 
grama  ou  fazer  um  calculo. 

Alguns  estudantes  comegam  a fazer  suas  tarefas  de  casa  e leem  o texto  somente  quan- 
do  empacam  em  algum  exercfcio.  Sugiro  que  leia  e tente  compreender  uma  se^ao  do  texto 
antes  de  comegar  os  exercicios.  Em  particular,  voce  deve  examinar  as  definicoes  para 
entender  o significado  exato  dos  termos.  E antes  de  ler  cada  exemplo,  sugiro  que  voce 
cubra  a solu^ao  e tente  resolver  o problema  por  seus  proprios  meios.  Fazendo  isto, 
voce  aprendera  muito  mais  do  que  simplesmente  olhando  para  a solu^ao. 

Parte  da  meta  deste  curso  e treina-lo  a pensar  logicamente.  Aprender  a escrever  a 
solu^ao  dos  exercicios  de  uma  forma  conexa,  passo  a passo  e com  sentencas  explicativas  - 
e nao  uma  fileira  de  equates  desconexas  ou  formulas. 

As  respostas  dos  exercicios  de  numero  fmpar  estao  no  fim  do  livro.  Alguns  deles  pedem 
uma  explica^ao  verbal,  uma  interpreta$ao  ou  uma  descri^ao.  Em  tais  casos,  nao  existe  uma 
maneira  unica  de  dar  a resposta;  logo,  nao  se  preocupe  em  obter  a resposta  definitiva.  Alem 
disso,  h3  varias  fonnas  de  expressar  uma  resposta  numerica  ou  algebrica;  assim,  se  sua 
resposta  for  diferente  da  minha,  nao  conclua  imediatamente  que  a sua  esta  errada.  Por 
exemplo,  se  a resposta  dada  no  fim  do  livro  for  ^2  ~ 1 evoceobtiver  l/(l  + V5),entao 
voce  esta  certo,  e racionalizando  o denominador  veremos  que  as  respostas  sao  iguais. 

O fcone  11  indica  que  definitivamente  um  exercfcio  requer  o uso  de  uma  calculadora 
grafica  ou  um  computador  com  software  grafico.  (A  Se9ao  1.4  do  Volume  I discute  o uso 
desses  recursos  e de  algumas  falhas  que  voce  podera  encontrax.)  Porem,  isso  nao  significa 
que  recursos  graficos  nao  possam  ser  usados  para  verificar  seu  trabalho  em  outros  exerci- 
cios. O sfmbolo  S esta  reservado  para  problemas  em  que  se  faz  necessario  o uso  de  um 
sistema  algebrico  computacional  (como  Derive,  Maple,  Mathematica  ou  T1  89-92).  Voce 
vai  encontrar  tambem  o sfmbolo  que  o adverte  sobre  a possibilidade  de  cometer  um 
erro.  Esse  sfmbolo  aparece  em  situagoes  nas  quais  obsen^ei  que  um  grande  numero  de 
estudantes  tende  a cometer  o mesmo  erro. 

O calculo  - muito  justamente  - e considerado  um  dos  maiores  feitos  do  intelecto  humano. 
Espero  que  voce  descubra  que  ele  nao  e somente  util,  mas  tambem  intrinsecamente  belo. 
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Erros  de  Aproxiroacao* 

Se  x'  for  uma  aproxima^ao  para  x,  entao: 

E = i x-x'\ 

O numero  E e chamado  de  erro  absolute  na  aproxima^ao. 

■ Se  ! x -x'  i < 10A  entao  x’  aproxima  x com  um  erro  de  no  maximo  10 

“ Se  lx  - xr  I < 5.10A  entao  x’  aproxima  x ate  a (p  + l)-esima  casa  decimal,  ou  ate  o 

1/(1 0)^  mais  proximo. 

Exemplos: 

a Se  I x ~x'  I < 0,5,  entao  x'  aproxima  x ate  o inteiro  mais  proximo. 

* Se  I x - x'  I <>  0,005,  entao  x'  aproxima  x ate  a segunda  casa  decimal,  ou  ate  o centesi- 

mo  mais  proximo. 

Alem  disso,  se  x'  aproxima  x ate  a (p  + l)~esima  casa  decimal,  dizemos  que  a 

aproxima^ao  x'  e correta  ate  a (p  4-  l)-esima  casa  decimal,  ou  que  a aproximafao  x' 

tem  (p  + 1 ) casas  decimals  de  precisao. 

Arredondamento’ 

Dado  um  numero  racional  b\b2b?,...bmbm+\ , entao  arredondamos  para  m 

casas  decimals  de  acordo  com  a regra: 

* Se  5 < bm+i<  9,  entao  o ntiraero  fica  aia2a3„. an,  bxb2b^...[{bm)  + 1], 

■ Se  0 < bm+l  < 4,  entao  o numero  fica  a{a2«3—a„,  bxb2b2>...bm. 

A expressao  "usado  correto  ate  determinada  casa  decimal  ” implica  que,  se  a corre^ao 
for,  por  exemplo,  at6  a decima  casa  decimal,  o erro  come^ara  na  decima  primeira  casa 
decimal. 

Exemplos: 

a 1,41  < v/2  < 1,42;  1 ,4  correta  com  uma  casa  decimal. 
a 1,414  < v‘2  < 1,415;  1,41  correta  com  duas  casas  decimals. 


*Nota  do  tradutor. 
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Equates 

Diferenciais 


Pela  analise  de  pares  de  equates 
diferenciais,  podemos  entender 
melhor  os  ciclos  populacionais  de 
predadores  e presas,  tais  como  o 
lince  canadense  e a lebre  da  neve. 


Talvez  a apiicagao  mais  importante  do  calcuio  sejam  as  equagoes  diferenciais. 
Quando  os  ffsicos  ou  cientistas  sociais  usam  o caiculo,  em  geral  o fazem  para 
snaiisar  uma  equagao  diferenclal  surgida  no  processo  de  modeiagem  de  aigum 
fenomeno  que  e!es  estao  estudando.  Embora  seja  frequentemente  impossivei 
encontrar  uma  formula  exph'cita  para  a soiugao  de  uma  equagao  diferencial,  veremos 
que  as  aproximagoes  graficas  e numericas  fornecem  a informagao  necessaria. 


Modeiagem  com  Equagoes  Diferenciais 


“ Agora  e uma  boa  hora  para  ler  (ou 
reler)  a discussao  sobre  o modelo 
matematico  da  pagina  25  do  Volume  !. 


Na  descrigao  do  processo  de  modeiagem  na  Secao  1.2  (Volume  I)  falamos  a respeito  da 
formulagao  de  um  modelo  matematico  de  um  problema  real  atraves  de  raciocmio  intuitive 
sobre  o fenomeno  ou  por  meio  de  uma  lei  fisica  baseada  em  evidencia  experimental.  O mo- 
delo matematico  frequentemente  tern  o formato  de  uma  equagao  diferencial  isto  e,  uma 
equagao  que  contem  uma  fungao  desconhecida  e algumas  de  suas  derivadas.  Isso  nao  sur- 
preende,  porque  em  um  problema  real  normaimente  notamos  que  as  mudangas  ocorrem  e 
queremos  predizer  o comportamento  futuro  com  base  na  maneira  como  os  valores  pre- 
sentes  variant.  Vamos  comegar  examinando  varios  exemplos  de  como  as  equagoes  dife- 
renciais aparecem  quando  modelamos  um  fenomeno  fisico. 


Modelos  de  Crescimento  Populacional 

Um  modelo  para  o crescimento  de  uma  populagao  baseia-se  na  premissa  de  que  uma  po- 
pulagao  cresce  a uma  taxa  proporcional  ao  tamanho  da  populagao.  E razoavel  presumir 
isso  para  uma  populagao  de  bacterias  ou  animais  em  condigoes  ideais  (meio  ambiente 
ilimitado,  nutrigao  adequada,  ausencia  de  predadores,  imunidade  a doencas). 

Vamos  identificar  e denominar  as  variaveis  nesse  modelo: 

t ~ tempo  (a  variavel  independente) 

P — numero  de  individuos  da  populagao  (a  variavel  dependente) 

A taxa  de  crescimento  da  populagao  e a derivada  dP/dt.  Assim,  nossa  premissa  de  que  a 
taxa  de  crescimento  da  populagao  e proporcional  ao  tamanho  da  populagao  e escrita  como 
a equagao 


dP 

dt 


kP 


onde  k 6 a constante  de  proporcionalidade.  A Equagao  1 e nosso  primeiro  modelo  para  o 
crescimento  populacional;  e uma  equagao  diferencial  porque  contem  uma  fungao  desco- 
nhecida P e sua  derivada  dP/dt. 

Tendo  formulado  um  modelo,  vamos  olhar  para  suas  conseqiiencias.  Se  desconside- 
rarmos  uma  populagao  nula,  entao  Pit)  > 0 para  todo  t.  Dessa  forma,  se  k > 0,  entao  a 
Equagao  1 mostra  que  P'{t)  > 0 para  todo  t.  Isso  significa  que  a populagao  esta  sempre 
aumentando.  De  fato,  quando  Pit)  aumenta,  a Equagao  1 mostra  que  dP/dt  toma-se  maior. 
Em  outras  palavras,  a taxa  de  crescimento  aumenta  quando  a populagao  cresce. 
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FiGURA  1 

A famflia  de  soluqoes  de  dP/dt  — kP 


0 t 


FIGURA  2 

A famflia  de  soluqoes  de  Pit)  = Cekl 
com  C > 0 e t ss  0 


0|  i 


FIGURA  3 

Soluqoes  da  equaqao  logfstica 


Vamos  tentar  pensar  em  uma  soluqao  para  a Equaqao  1 . Essa  equaqao  nos  pede  para 
achar  uma  funqao  cuja  derivada  e um  multiplo  constante  dela  mesma.  Sabemos  que  as 
funqoes  exponenciais  tem  essa  propriedade.  De  fato,  se  fizermos  P{t)  = Cek!,  entao 


P'(f)  - C(kekl ) - k(Cekt)  = kP(t) 

Portanto,  qualquer  funqao  exponencial  da  forma  P{t)  = Cekt  e uma  soluqao  da  Equaqao 
1.  Quando  estudarmos  essa  equaqao  em  detalhes  na  Seqao  9.4,  veremos  que  nao  existe 
outra  soluqao. 

Se  fizermos  C variar  em  todos  os  numeros  reais,  obtemos  uma  familia  de  solucdes 
Pit)  — Cekt  cujos  graficos  sao  mostrados  na  Figura  1.  Mas  as  populaqoes  tem  apenas  va- 
lores  positivos  e assim  estamos  interessados  somente  nas  soluqoes  com  C > 0.  E estamos 
provavelmente  preocupados  com  valores  de  t maiores  que  o tempo  inicial  t = 0.  A Figura 
2 mostra  as  soluqoes  com  significado  fisico.  Fazendo  t = 0,  temos  P{ 0)  = Cem>  — C; 
logo,  a constante  C toma-se  a populaqao  inicial,  P( 0). 

A Equaqao  1 e apropriada  para  a modelagem  do  crescimento  populacional  sob 
condiqoes  ideais,  mas  devemos  reconhecer  que  um  modelo  mais  realfstico  deve  refletir  o 
fato  de  que  um  dado  ambiente  tem  recursos  limitados.  Muitas  populaqdes  comeqam 
crescendo  exponencialmente,  porem  o nfvel  da  populaqao  estabiliza  quando  ela  se  apro- 
xima  sua  capacidade  de  suporte  K (ou  diminui  em  direqao  a K se  ela  excede  o valor  de  K). 
Para  um  modelo  considerar  ambos  os  casos,  estabelecemos  duas  premissas: 
dP 

■ = kP  se  P for  pequeno  (inicialmente  a taxa  de  crescimento  e proporcional  a P). 
dP 

■ — < 0 se  P > K (P  diminui  se  excede  K). 
dt 

Uma  expressao  simples  que  incorpora  ambas  as  premissas  e dada  pela  equaqao 


dP 

—r  = kP  1 
dt  \ K 


Note  que,  se  P 6 pequeno  quando  comparado  com  K,  entao  P/K  esta  proximo  de  0 e,  por- 
tanto, dP/dt  kP.  Se  P > K,  daf  1 — P/K  e negativo  e assim  dP/dt  < 0. 

A Equaqao  2 e chamada  equagdo  diferencial  logistica  e foi  proposta  pelo  matematico 
e bidlogo  holandes  Pierre-Franqois  Verhulst  na  decada  de  1840  como  um  modelo  para  o 
crescimento  populacional  mundial.  Desenvolveremos  tecnicas  que  nos  permitam  encontrar 
soluqoes  explfcitas  da  equaqao  logistica  na  Seqao  9.5,  mas,  enquanto  isso,  podemos 
deduzir  as  caracteristicas  qualitativas  das  soluqoes  diretamente  da  Equaqao  2.  Primeiro, 
obser\famos  que  as  funqoes  constantes  P{t)  = 0 e Pit)  — K sao  soluqSes,  porque,  em  qual- 
quer um  dos  casos,  um  dos  fatores  do  lado  direito  da  Equaqao  2 e zero.  (Isso  certamente 
tem  sentido  fisico:  se  a populaqao  for  0 ou  estiver  na  capacidade  de  suporte,  permanecera 
dessa  maneira.)  Essas  duas  soluqoes  constantes  sao  denominadas  solugoes  de  equilibria. 

Se  a populaqao  inicial  P(0)  estiver  entre  0 e K,  entao  o lado  direito  da  Equaqao  2 e po- 
sitivo;  assim,  dP/dt  > 0 e a populaqao  aumenta.  Se  a populaqao  ultrapassa  a capacidade 
de  suporte  (P  > K).  entao  1 — P/K  e negativo;  assim  dP/dt  < 0 e a populaqao  diminui. 
Note  que,  em  qualquer  um  dos  casos,  se  a populaqao  se  aproxlma  da  capacidade  de  suporte 
(P  K),  entao  dP/dt  — » 0,  o que  significa  que  a populaqao  estabiliza.  Dessa  forma, 
esperamos  que  as  soluqSes  da  equaqao  diferencial  logistica  tenham  graficos  que  se 
pareqam  com  aqueles  da  Figura  3.  Observe  que  os  graficos  se  distanciam  da  soluqao  de 
equilibria  P = 0 e se  aproximam  da  solucao  de  equilibria  P = K. 


James  Stewart  CAPITULO  9 EQUAQOES  DIFERENCIAIS 


585 


<%> 


posi9ao  de 
equilibrio 


Um  Modelo  para  o Movimento  de  uma  Mol  a 


Vamos  olhar  agora  para  um  modelo  ffsico.  Consideramos  o movimento  de  um  objeto  com 
massa  m na  extremidade  de  uma  mola  vertical  (como  na  Figura  4).  Na  Segao  6.4  do  Volume 
I discutimos  a Lei  de  Hooke,  que  diz  que,  se  uma  mola  for  esticada  (ou  comprimida)  x 
unidades  a partir  de  seu  tamanho  natural,  entao  ela  exerce  uma  for$a  que  e proporcional  a x: 


for§a  elastica  — —kx 


onde  k e uma  constante  positiva  (chamada  constante  da  mola).  Se  ignorarmos  qualquer 
FIGURA  4 forfa  externa  de  resistencia  (devido  a resistencia  do  ar  ou  ao  atrito),  entao,  pela  segunda 

Lei  de  Newton  (for$a  e igual  a massa  vezes  a aceleraqao),  temos 


= —lex 


Esse  e um  exemplo  do  que  chamamos  equagdo  diferencial  de  segunda  ordem , porque 
envolve  as  derivadas  segundas,  Vamos  ver  o que  podemos  deduzir  da  solu9§o  diretamente 
da  equagao.  Podemos  reescrever  a Equa^ao  3 na  forma 


d:x 

~df 


k 


— x 
m 


que  diz  que  a derivada  segunda  de  x e proporcional  a x,  mas  tem  o sinal  oposto. 
Conhecemos  duas  fungoes  com  essa  propriedade,  as  fun9oes  seno  e co-seno.  De  fato,  todas 
as  solu9oes  da  Equa9&o  3 podem  ser  escritas  como  combina9oes  de  certas  funqoes  seno  e 
co-seno  (veja  o Exercfcio  3).  Isso  nao  e surpreendente;  esperamos  que  a mola  oscile  ao 
redor  de  sua  posi9§o  de  equilibrio  e,  assim,  e natural  pensar  que  fun90es  trigonometricas 
estejam  envolvidas. 


Equates  Diferenciais  Gerais 


Em  geral,  uma  equa9ao  diferencial  e aquela  que  contem  uma  fun9§o  desconhecida  e uma  ou 
mais  de  suas  derivadas.  A ordem  de  uma  equa9ao  diferencial  e a mesma  da  derivada  mais  alta 
que  ocorre  na  equacao.  Dessa  maneira,  as  Equa9oes  1 e 2 sao  as  de  primeira  ordem  e a Equa9§o 
3 e uma  de  segunda  ordem.  Em  todas  as  tres  equa9oes,  a variavel  independente  e chamada  t e 
representa  o tempo,  mas,  em  geral,  a variavel  independente  nao  precisa  representar  o tempo. 
Por  exemplo,  quando  consideramos  a equa9ao  diferencial 


® y'  = xy 

entendemos  que  y seja  a fun9ao  desconhecida  de  x. 

Uma  fxmgaof  6 denominada  solu^ao  de  uma  equa9ao  diferencial  se  a equa9ao  e satis- 
feita  quando  y = f(x)  e suas  derivadas  sao  substituidas  na  equa9ao.  Assim,/ e uma  solu9ao 
da  Equa9ao  4 se 


fix)  = xf(x) 


para  todos  os  valores  de  x em  algum  intervalo. 
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Quando  nos  pedem  para  resolver  uma  equagao  diferencial,  espera-se  que  encontremos 
todas  as  solugoes  possfveis  da  equacao.  Ja  resolvemos  algumas  equagdes  diferenciais  par- 
ticularmente  simples;  a saber,  aquelas  da  forma 


y'  = /(*) 


Por  exemplo,  sabemos  que  a solugao  geral  da  equagao  diferencial 


e dada  por 


T 


+ c 


onde  C e uma  constante  arbitraria. 

Mas,  em  geral,  resolver  uma  equagao  diferencial  nao  e uma  tarefa  facil.  Nao  existe  uma 
tecnica  sistematica  que  nos  permita  resolver  todas  as  ec|uagoes  diferencias.  Na  Segao  9.2,  con- 
tudo,  veremos  como  esbogar  os  graficos  das  solugoes  mesmo  quando  nao  temos  uma  formula 
explfcita.  Tambem  aprenderemos  como  achar  as  aproximagoes  numericas  pai'a  as  solugoes. 

SXEMPL0  1 □ Mostre  que  todo  membro  da  famflia  de  fungoes 

1 + ce ' 


e uma  solugao  da  equagao  diferencial  y'  — |(_y2  ~ 1) . 

SOLUQAO  Usamos  a Regra  do  Quociente  para  diferenciar  a expressao  em  relagao  a y: 
, (1  — ce')(ce‘ ) — (1  + ce‘)(~ce!) 


ce'  ~ c2e2’  + ce!  + c2e2‘  __  Ice' 

(1  - ce! )2  (1  - ce O2 

O lado  direito  da  equagao  diferencial  toma-se 
l(y2  - 1)  = | 


1 4 ce' 2ce: 

2 (1  ~ce!)2  “a”-  ce1)2 


1 + ce1 
1 — ce 1 


1 (1  + ce!)2  — (1  — ce!f 

2 (1  — ce1)2 


Portanto,  para  todo  valor  de  c,  a fungao  dada  e uma  solugao  da  equagao  diferencial. 
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A Figura  5 i'ustra  os  graficos  de  sete 
membros  da  famfiia  do  Exernplo  1 . 

A equagao  diferenciaf  mostra  que 
se  y *»  rt  1 , entao  y'  ® 0.  isso  e 
apresentado  visivelmente  pelo 
achatamento  dos  graficos  proximo 
dev  = I ey=  -1. 


FiGURA  5 


Quando  aplicamos  as  equagoes  diferenciais,  geralmenfe  nao  estamos  lao  interessa- 
dos  em  encontrar  uma  famfiia  de  solugoes  (a  solugao  geral ) quanto  em  encontrar  uma 
solugao  que  satisfaca  aigumas  condigbes  adicionais.  Em  muitos  problemas  ffsicos  pre- 
cisamos  encontrar  uma  solugao  particular  que  satisfaga  uma  condigao  do  tipo 
>’0o)  « jo-  Esta  e chamada  condigao  inicial,  e o problema  de  achar  uma  solugao 
da  equagao  diferencial  que  satisfaga  a condigao  inicial  e denominado  problema  de 
valor  inicial. 

Geometricamente,  quando  impomos  uma  condigao  inicial,  olhamos  para  uma 
famfiia  de  curvas-solugao  e escolhemos  uma  que  passe  pelo  ponto  (f0,  Vo).  Fisicamente, 
isso  corresponde  a medida  do  estado  de  um  sistema  a um  tempo  f0  e ao  uso  da  solugao 
do  problema  de  valor  inicial  para  prever  o comportamento  futuro  do  sistema. 

EXEMPLO  2 c Encontre  uma  solugao  da  equagao  diferencial  / — |(y2 3  - 1)  que  satis- 
faga a condigao  inicial  y( 0)  = 2. 

S0LUQA0  Substituindo  os  vaJores  t = 0 e y — 2 na  formula 


>’ 


1 4-  ce: 
T~~ ce! 


do  Exemplo  1,  obtemos 


__  1 4-  ce°  _ 1 + c 
1 — ce°  1 — c 

Resolvendo  essa  equagao  para  c,  temos  2 — 2c  = 1 4-  c,  o que  fornece  c — I.  Assim,  a 
solugao  do  problema  de  valor  inicial  e 


1 "F  \e!  3 4-  e ’ 


Exercicios 


1.  Mostre  que  y = x — x 1 6 uma  solugao  da  equagao  diferencial 
xy ’ 4-  y — 2x. 

2.  Verifique  que  y — sen  x cos  x — cos  x e uma  solugao  para  o 
problema  de  valor  inicial 

y’  + (tg  x)  y — cosz  x >*  (0)  — — 1 

no  intervalo  - ir/2  <x<  nil. 

3.  (a)  Para  quais  valores  nao-nulos  de  k a fungao  y — sen  kt 

satisfaz  a equagao  diferencial  y"  4-  9 y = 0? 


(b)  Para  aqueles  valores  de  k,  verifique  que  todo  membro  da 
famfiia  de  funcoes 

y = A sen  kt  + B cos  kt 
6 tambem  uma  solugao. 

4.  Para  quais  valores  de  r a fungao  y — erl  satisfaz  a equagao 
diferencial  y"  4-  y'  — 6 y — 0? 
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Quais  das  seguintes  funcoes  sao  solugoes  da  equacao 
diferencial  y"  + 2y'  + y — 07 


(a)  y 
(c)  y 


(b)  y = € ' '' 
(d)  y ~re 


S.  (a)  Mostre  que  cada  membro  da  famflia  de  fungoes 
y = Cex±n  e uma  solugao  para  a equagao 
diferencial  y'  = xy. 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  plotando  varios  membros  da  famflia  de 
solugoes  na  mesma  tela. 

(c)  Encontre  a solugao  da  equagao  diferencial  y'  = xy  que 
satisfaga  a condigao  inicia!  y(0)  — 5. 

(d)  Encontre  a solugao  da  equagao  diferencial  y'  = xy  que 
satisfaga  a condigao  inicial  y(l)  — 2. 

';7S  (a)  O que  voce  pode  dizer  da  solugao  da  equagao  v'  — -y2 
apenas  olhando  a equacao  diferencial? 

(b)  Verifique  que  todos  os  membros  da  famflia 

y = \/(x  + c)  sao  solugoes  da  equagao  na  parte  (a). 

(c)  Voce  pode  pensar  em  uma  solugao  da  equagao  diferencial 
y'  ~ -y2  que  nao  seja  membro  da  famflia  na  parte  (b)? 

(d)  Encontre  uma  solugao  para  o problema  de  valor  inicial 

>■'  = -y2  y (0)  — 0,5 

8,  (a)  O que  voce  pode  dizer  sobre  o grafico  de  uma  solugao  da 
equacao  y'  ~ xy 3 quando  x esta  proximo  de  0?  E se  x for 
grande? 

(b)  Verifique  que  todos  os  membros  da  famflia 

y = — x1y'n  sao  solugoes  da  equagao  diferencial 

= xy3. 

(c)  Plote  varios  membros  da  famflia  de  solugoes  na  mesma 
tela.  Os  graficos  confirmam  o que  voce  predisse  na 
parte  (a)? 

(d)  Encontre  uma  solugao  para  o problema  de  valor  inicial 

/ - xy3  y(0)  = 2 

§jg  Uma  populagao  6 modelada  pela  equagao  diferencial 


dt  \ 4.200 


12.  A fungao,  cujo  grafico  e dado  a seguir,  e uma  solugao  de  uma 
das  seguintes  equagoes  diferenciais.  Decida  qual  e a equagao 
correta  e justifique  sua  resposta. 

(a)  y'  = 1 + xy 

(b) y'  = ~2xy 

(c)  y'  — 1 — 2 xy 


1131.  Os  psicologos  interessados  em  teoria  do  aprendizado  estudam 
as  curvas  de  aprendizado.  Uma  curva  de  aprendizado  e o 
grafico  de  uma  fungao  P(t),  o desempenho  de  alguem 
aprendendo  uma  habilidade  como  uma  fungao  do  tempo  de 
treinamento  t.  A derivada  dP/dt  representa  a taxa  na  qual 
o desempenho  melhora. 

(a)  Quando  voce  acha  que  P aumenta  mais  rapidamente?  O 
que  acontece  a dP/dt  quando  t aumenta?  Explique. 

(b)  Se  M e o nfvel  maximo  de  desempenho  do  qual  o aprendiz 
e capaz,  explique  a razao  pela  qual  a equagao  diferencial 

dp 

—■  — k(M  — P)  k uma  constante  positiva 

e um  modelo  razoavel  para  o aprendizado. 

(c)  Faga  um  esbogo  de  uma  possfvel  solugao  para  a equagao 
diferencial. 


(a)  Para  quais  valores  de  P a populagao  esta  aumentando? 

(b)  Para  quais  valores  de  P a populagao  esta  diminuindo? 

(c)  Quais  sao  as  solugoes  de  equilfbrio? 

10.  A fungao  y(r)  satisfaz  a equagao  diferencial 

~ = y4  ” 6y3  + 5y2 
dt 

(a)  Quais  sao  as  solucbes  constantes  da  equacao? 

(b)  Para  quais  valores  de  y a fungao  esta  aumentando? 

(c)  Para  quais  valores  de  y a fungao  esta  diminuindo? 

Ill  Explique  por  que  as  funcoes  cujos  graficos  sao  dados 
a seguir  nao  podetn  ser  solugoes  da  equagao  diferencial 


14.  Suponha  que  voce  tenha  acabado  de  servir  uma  xfcara  de  cafe 
recem-coado  com  uma  temperatura  de  95  °C  em  uma  sala 
onde  a temperatura  e de  20  °C. 

(a)  Quando  voc6  acha  que  o cafe  esfria  mais  rapidamente?  O . 
que  acontece  com  a taxa  de  resfriamento  com  o passar  do 
tempo?  Explique. 

(b)  A Lei  de  Newton  do  Resfriamento  estabelece  que  a taxa  de 
resfriamento  de  um  objeto  e proporcional  a diferenga  de 
temperatura  entre  o objeto  e sua  vizinhanga,  desde  que  essa 
diferenga  nao  seja  muito  grande.  Escreva  uma  equagao 
diferencial  para  expressar  a Lei  de  Newton  do  Resfriamento 
nessa  situagao  particular.  Qual  a condigao  inicial?  Tendo  era 
vista  sua  resposta  na  parte  (a),  voce  acha  que  essa  equagao 
diferencial  6 um  modelo  apropriado  para  o resfriamento? 

(c)  Faga  um  esbogo  para  o grafico  da  solugao  do  problema  de 
valor  inicial  na  parte  (b). 
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Infelizmente  e impossfvel  resolver  a maioria  das  equagoes  diferenciais  no  sentido  de  obter 
uma  formula  explicita  para  a solucao.  Nesta  secao,  mostraremos  que,  mesmo  sem  uma 
soiu?ao  explicita,  podemos  ainda  aprender  muito  sobre  uma  solucao  atraves  de  uma  abor- 
dagem  grafica  (campos  de  direcao)  ou  de  uma  abordagem  numerica  (metodo  de  Euler). 


Campos  de  Direcao 

Suponha  que  nos  pec  am  para  esbo^armos  o grafico  da  solucao  do  problema  de  valor  inicial 

y’  = x + y y(0)  = 1 

Nao  conhecemos  uma  formula  para  a solucao,  entao  como  e possivel  que  esbocemos  seus 
graficos?  Vamos  pensar  sobre  o que  uma  equaqao  diferencial  significa.  A equa^ao 
/ = x + y nos  diz  que  a inclinacao  em  qualquer  ponto  (x,  y)  no  grafico  (chamado  curva- 
solugdo ) e igual  a soma  das  coordenadas  xoy  no  ponto  (veja  a Figura  1).  Em  particular, 
como  a curva  passa  pelo  ponto  (0,  1),  sua  inclinacao  ali  deve  ser  0 + 1 = 1.  Assim,  uma 
pequena  por^ao  da  curva  de  solucao  proximo  ao  ponto  (0,  1)  parece  urn  segmento  de  reta 
curto  atraves  de  (0,  1)  com  inclinacao  1 (veja  a Figura  2). 


.Vi 

Inclinacao  em 

/ 

j Inclinacao  em 

V i 

x (*1.  >'i)  e 

/ (x2>y2)e 

yv 

//'  *2  + >2- 

(0,1)  - 

Inclinacao  em  (0, 1} 
e 0 + 1 = 1. 

0 

X 

0 

X 

FIGURA  1 FIGURA  2 

Uma  solucao  de  >•'  — x + _y  Inicio  da  curva  solucao  atraves  de  (0, 1} 


Como  um  guia  para  esbocar  o restante  da  curva,  vamos  desenhar  pequenos  segmentos 
de  reta  em  um  numero  de  pontos  (x,  >’)  com  inclinacao  x + y.  O resultado,  denominado 
campo  de  diregdes,  e mostrado  na  Figura  3.  Por  exemplo,  o segmento  de  reta  no  ponto  (1,2) 
tern  inclinacao  1 + 2 = 3.  O campo  de  direcoes  nos  permite  visualizar  o fomiato  geral  das 
curvas  de  solucao  pela  indicacao  da  direcao  na  qual  as  curvas  prosseguem  em  cada  ponto. 


y> 
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,j  . . , 

'//  / / / i 
Uoi) <l  1 [ 1 

' 1 1 ' 0 

1 ' '2  ' x ' 1 ' N '0 

' 2 / 

\ \ \ \ \ 
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\ \ \ \ \ \ \ 
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FIGURA  3 

FIGURA  4 

Campo  de  diregdes  para  y'  — x + y A curva  de  solucao  atraves  de  (0,  1) 
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Agora  podemos  esbocar  a curva  de  solu?ao  pelo  ponlo  (0,  !)  seguindo  o campo  de 
dire^Ses  como  na  Figura  4.  Note  que  desenhamos  a curva  de  mode  a toma-la  paraleia  aos 
segmentos  de  reta  vizinhos. 

Em  geral,  suponha  uma  equa?ao  diferencial  de  primeira  ordem  do  tipo 

y'~F(x,y) 

onde  F(x,  y)  e alguma  expressao  em  x e y.  A equa?ao  diferencial  diz  que  a inclina^ao  da 
curva-soIu<jao  no  ponto  (x,  y)  na  curva  e Fix,  y).  Se  desenharmos  pequenos  segmentos  de 
reta  com  inclina^ao  Fix,  y ) em  varios  pontos  (x,  y),  o resultado  sera  chamado  campo  de 
di redoes  (ou  campo  de  inclinagoes).  Esses  segmentos  de  reta  indicam  a diregao  na  qual 
uma  curva~solu9ao  esta  seguindo,  assim  o campo  de  dire^des  nos  ajuda  a visualizar  o for- 
mato  geral  dessas  curvas. 

EXERUPLO  1 □ 

(a)  Esboce  o campo  de  direydes  para  a equa9ao  diferencial  y'  — x2  + y2  ~ 1. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  esbocar  a curva-solu^ao  que  passa  pela  origem. 

S0LUQA0 

(a)  Podemos  come^ar  calculando  a inclinacao  em  varios  pontos  na  seguinte  tabela: 


X 

-2 

rrr 

0 

1 

2 

-2 

— 1 



0 

? 

V 

0 

0 

0 

0 

0 
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1 

1 

1 

1 

v'  x'  4-  y-  — ] 

3 

n 

-l 

0 

3 

.. .. 

4 

1 

0 

1 

Agora  podemos  desenhar  pequenos  segmentos  de  reta  com  essas  inclinagoes  nesses 
pontos.  O resultado  e o campo  de  dire9oes  mostrado  na  Figura  5. 

(b)  Podemos  con^ar  na  origem  e mover  para  a direita  na  dire9ao  do  segmento  de  reta  (que 
tern  inclina9ao  -1).  Continuamos  a desenhar  a curva-solu9ao  de  maneira  que  ela  se  mova 
paraleia  aos  segmentos  de  reta  proximos.  A curv-a-solu9ao  resultante  e exposta  na  Figura  6. 
Voltando  para  a origem,  desenhamos  a curva-solu9-ao  para  a esquerda  da  mesma  maneira. 


Quanto  mats  segmentos  desenharmos  no  campo  de  diodes,  mats  clara  se  tomara  a 
figura.  E claro  que  e tedioso  calcular  as  inclina9oes  e desenhar  segmentos  de  reta  para  um 
numero  muito  grande  de  pontos  manualmente,  mas  os  computadores  sao  muito  bons  para 
essa  tarefa.  A Figura  7 apresenta  um  campo  de  didoes  mais  detalhado,  desenhado  por  um 
computador,  para  a equa9ao  diferencial  no  Exemplo  1.  Isso  nos  permite  desenhar,  com 
uma  precisao  razoavei,  as  curvas-solu9ao  exibidas  na  Figura  8 com  interceptos  y iguais  a 
-2,  -1,  0,  1 e 2. 
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FIGURA  7 


FIGURA  8 
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interruptor 


FfGURA  9 


Depots  disso  vamos  ver  como  campos  de  direcdes  dao  uma  compreensao  das  situacoes 
fisicas.  0 circuito  eletrico  simples,  mostrado  na  Figura  9,  content  uma  forga  eletromotriz 
(geralmente  uma  pilha  ou  gerador)  que  produz  uma  voltagem  de  E(t)  volts  (V)  e uma  cor- 
rente  de  /(/)  amperes  (A)  em  um  tempo  t.  O circuito  tambem  possui  um  resistor  com 
resistencia  de  R ohms  (Cl)  e um  indutor  com  indutancia  de  L henrys  (H). 

A Lei  de  Ohm  fomece  a queda  na  voltagem  devido  ao  resistor  como  Rl.  A queda  de 
voltagem  devido  ao  indutor  e Udl/dt).  Uma  das  leis  de  Kirchhoff  diz  que  a soma  das 
quedas  de  voltagem  e igual  a voltagem  fomecida  E(t).  Entao  temos 

r-,  dl 

QJ  L~~ERl^E(t) 

dt 


que  e uma  equagao  diferencial  de  primeira  ordem  que  modela  a corrente  / no  tempo  t. 


EXEMPLO  2 c Suponha  que  no  circuito  simples  da  Figura  9 a resistencia  seja  12  Cl,  a 
indutancia  de  4 H e a pilha  fomega  uma  voltagem  constante  de  60  V. 

(a)  Desenhe  um  campo  de  diregdes  para  a Equagao  1 com  esses  valores. 

(b)  O que  voce  pode  dizer  sobre  o valor  limitante  da  corrente? 

(c)  Identifique  quaisquer  solugoes  de  equilfbrio. 

(d)  Se  o interruptor  for  fechado  quando  / — 0 de  forma  que  a corrente  comece  com 
1(0)  = 0,  use  o campo  de  diregdes  para  esbogar  a curva  solugao. 

SOLUgAO 

(a)  Se  fizermos  L ~ 4,  R — 12  e E(t)  ~ 60  na  Equagao  1,  obteremos 

dl  dl 

4 — + 1 2/  = 60  ou  —-15-3/ 
dt  dt 


O campo  de  diregdes  para  essa  equacao  diferencial  e mostrado  na  Figura  10. 


FIGURA  10 


(b)  Do  campo  de  diregoes  parece  que  todas  as  solugoes  se  aproximam  do  valor  5 A,  isto  e, 

lim  /(/)  = 5 

f— 

(c)  Parece  que  a fungao  constante  lit)  = 5e  uma  solugao  de  equilfbrio.  De  fato, 

~r  - is  - 3/  poderaos  verificar  isso  diretamente  da  equacao  diferencial.  Se  Hi)  = 5,  entao  o lado 

esquerdo  e dl/dt  = 0eo  lado  direito  6 15  - 3(5)  ==  0. 
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(d)  Usamos  o campo  de  direpSes  para  esbopar  a curva-solupao  que  passa  por  (0,  0), 
como  indicado  na  Figura  1 1 . 


FIGURA  11 


Note  que  na  Figura  10  os  segmentos  de  reta  ao  longo  de  qualquer  reta  horizontal  sao 
paralelos.  Isso  ocorre  porque  a variavel  independente  t nao  aparece  do  lado  direito  da 
equapao  /'  = 15  — 3/.  Em  geral,  uma  equapao  diferencial  do  tipo 

y'  =/(>’) 

em  que  a variavel  independente  nao  aparece  do  lado  direito,  e chamada  autonoma.  Para 
tal  equapao,  as  inclinapoes  correspondentes  a dois  pontos  diferentes  com  a mesma  coor- 
denada  y devem  ser  iguais.  Isso  significa  que,  se  conhecermos  uma  solucao  para  uma 
equapao  diferencial  autonoma,  entao  poderemos  obter  infinitas  outras  apenas  pelo  deslo- 
camento  do  gralico  da  solupao  conhecida  para  a esquerda  ou  para  a direita.  Na  Figura  11, 
mostramos  as  solupoes  que  resultant  do  deslocamento  da  curva-solupao  do  Exemplo  2, 
uma  ou  duas  unidades  em  segundos  para  a direita.  Eias  correspondent  ao  fechamento  do 
interruptor  quando  t = 1 ou  t = 2. 


Metodo  de  Euler 


A ideia  basiea  por  tras  dos  campos  de  direpoes  pode  ser  usada  para  encontrar  aproxi- 
mapSes  numericas  para  as  solupoes  das  equapoes  diferenciais,  Ilustramos  o metodo  no 
problema  de  valor  inicial  que  utilizamos  para  introduzir  os  campos  de  direpSes: 


y 


curva  solupao 


0 


x 


FIGURA  12 

Primeira  aproximapao  de  Euier 


y'  = x + y T'(O)  — 1 

A equapao  diferencial  nos  conta  que  }?'(0)  — 0 + 1 = 1;  dessa  forma,  a curva-solupao  tem 
inclinapao  1 no  ponto  (0,  1).  Como  uma  primeira  aproximapao  para  a solupao,  poderfamos 
usar  uma  aproximapao  linear  L{ x)  — x + 1 . Em  outras  palavras,  poderfamos  usar  a reta  tan- 
gente  em  (0,  1)  como  uma  aproximapao  grosseira  para  a curva-solupao  (veja  a Figura  12). 

A ideia  de  Euler  era  melhorar  essa  aproximapao  prosseguindo  apenas  uma  pequena  dis- 
tancia  ao  longo  da  reta  tangente  e,  entao,  fazer  uma  correpao  no  meio  do  caminho,  mudando 
a direpao,  como  indicado  pelo  campo  de  direpSes.  A Figura  13  mostra  o que  acontece  se 
comepamos  ao  longo  da  reta  tangente,  mas  paramos  quando  x = 0,5.  (Essa  distancia  hori- 
zontal percorrida  e denominada  passo .)  Como  L(0,5)  = 1,5,  temos  v(0,5)  ~ 1,5  e 
tomamos  (0,5,  1,5)  como  o ponto  de  partida  para  um  novo  segmento  de  reta.  A equapao 
diferencial  nos  diz  que  /(0,5)  = 0,5  + 1,5  = 2,  assim,  usamos  a funcao  linear 

>■  = 1,5  + 2(x  - 0,5)  ==  2x  + 0,5 

como  uma  aproximapao  para  a solupao  para  a > 0,5  (veja  o segmento  azul  na  Figura  13). 
Se  diminuirraos  o passo  de  0,5  para  0,25,  obteremos  uma  aproximapao  de  Euler  melhor 
(veja  a Figura  14). 
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FIGURA  13  FtGURA  14 

Aproximacao  de  Euler  com  o passo  0,5  Aproximagao  de  Euler  com  o passo  0,25 


Em  geral,  o metodo  de  Euler  diz  para  comegarmos  no  ponto  dado  pelo  valor  inicial  e 
prosseguirmos  na  diregao  indicada  pelo  campo  de  diregdes.  Pare  apos  um  pequeno  espago 
de  tempo,  olhe  para  a inclinagao  na  nova  localizagao  e prossiga  naquela  diregao.  Continue 
parando  e mudando  de  diregao  de  acordo  com  o campo  de  diregdes.  O metodo  de  Euler  nao 
produz  a solugao  exata  para  um  problema  de  valor  inicial.  Mas,  pela  diminuigao  do  passo 
(e,  portanto,  aumentando  o numero  de  corregoes  no  meio  do  caminho),  obtemos  sucessiva- 
mente  melhores  aproximagoes  para  a solugao  exata.  (Compare  as  Figuras  12,  13  e 14.) 

Para  o problema  de  valor  inicial  de  primeira  ordem  geral  y'  — F(x,  y),  y( x(i)  — y(h 
nosso  objetivo  e encontrar  valores  aproximados  para  a solugao  em  numeros  igualmente 
espagados  x0,  xt  ~ xo  + h,  x2  = x\  F h, ...  , onde  he  o passo.  A equagao  diferencial  nos 
conta  que  a inclinagao  em  (xq,  )’o)  e y'  — F(xo>}'q)>  assim  a Figura  15  nos  mostra  que  o 
valor  aproximado  para  a solugao  quando  x — Xi  e 

yi=y0  + hF(x0,yo) 

Similarmente,  yi  ~ yi  + hF(xuy i) 

Em  geral,  yn  = yn-\  + hF(xn~u  y„-\) 

EXEI^PiO  3 c Use  o metodo  de  Euler  com  o passo  0,1  para  construir  uma  tabela  de 
valores  aproximados  para  a solugao  do  problema  de  valor  inicial 

/ = x + y y(  0)  = 1 

SOLUQAO  Nos  e dado  que  h = 0,1,  xo  — 0,  yQ  = 1 e F(x,  >;)  — x + y.  Desse  modo,  temos 

y\  ~ yo  + hF(xo,yo)  = 1 + 0,1(0  + 1)  = 1,1 

yi  = y\  + hF(x\,  yi)  = 1,1  + 0, 1(0,1  + 1,1)  = 1,22 

30  = yi  + hF(x2,y2)  = 1,22  + 0,1(0, 2 + 1,22)  - 1,362 

Isso  significa  que,  se  y(x)  e a solugao  exata,  entao  v(0,3)  = 1 ,362. 

Prosseguindo  com  calculos  similares,  temos  os  valores  na  tabela: 


n 

x„ 

y» 

n 

x» 

y>; 

1 

0,1 

1,100000 

6 

0,6 

1,943122 

2 

0,2 

1,220000 

7 

0,7 

2,197434 

3 

0,3 

1,362000 

8 

0,8 

2,487178 

4 

0,4 

1,528200 

9 

0,9 

2,815895 

5 

0,5 

1,721020 

10 

1,0 

3,187485 

Inclinacao  = F(x#,  v0) 


(A,  V,) 

I hF(x0,  v,,.» 


X,  I 


FIGURA  15 
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□ Pacotes  computacsonais  que 
produzem  aproximagoes  numericas 
para  as  solugbes  de  equagoes 
diferenciais  usam  metodos  que  sao 
refinamentos  do  metodo  de  Eufer. 
Embora  o metodo  de  Euler  seja 
simples,  ele  nao  e preciso,  mas  e a 
ideia  basica  na  qual  os  metodos  mais 
prectsos  se  baseiam. 


Para  uma  tabela  com  valores  mais  precisos  no  Exempio  3,  poderfamos  diminuir  o 
tamanho  do  passo.  Contudo,  para  urn  numero  grande  de  pequenos  passos  a quantidade  de 
calculos  e consideravel  e,  assim,  precisamos  programar  uma  calculadora  ou  um  computador 
paia  fazei  os  calculos.  A seguinte  tabela  mostra  os  resultados  da  aplicacao  do  metodo  de 
Euler  com  diminuicao  do  tamanho  do  passo  para  o probiema  de  valor  inicial  do  Exempio  3. 


Note  que  as  estimativas  de  Euler  na  tabela  parecem  estar  aproximando  limites,  a saber, 
os  valores  verdadeiros  de  y(0,5)  e >•(!).  A Figura  16  mostra  os  graficos  das  aproximagoes 
de  Euler  com  os  passos  0,5;  0,25;  0,1;  0,05;  0,02;  0,01  e 0,005.  Eles  estao  aproximando  a 
curva-solugao  exata  quando  o passo  h se  aproxima  de  0. 


FIGURA  16 

Aproximagoes  de  Euler 
tendendo  a solugao  exata 


EXEMPIO  % □ No  Exempio  2 discutimos  um  circuito  eletrico  simples  com  resistencia 
12  fl,  indutancia  4 H e uma  pilha  com  voltagem  60  V.  Se  o interrupter  estiver  fechado 
quando  t — 0,  modelamos  a corrente  I no  tempo  t pelo  probiema  de  valor  inicial 

ctl 

~ “ 15  - 3/  7(0}  - 0 

at 

Estime  a corrente  no  circuito  meio  segundo  apos  o fechamento  do  intemiptor. 

SOLUgAO  Usamos  o metodo  de  Euler  com  Fit,  /)  = 15  - 37,  tQ  = 0, 70  = 0 e o passo 
/t  — 0,1  segundo; 

7]  = 0 + 0,1(15  - 3 • 0)  = 1,5 
h = 1,5  + 0,1(15  - 3 * 1,5)  = 2,55 
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/,  - 2,55  + 0,1(15  - 3 • 2,55)  - 3,285 

14  = 3,285  + 0,1(15  - 3 * 3,285)  - 3,7995 

15  - 3,7995  + 0,1(15  - 3 ■ 3,7995)  - 4,15965 
Assim  a corrente  apos  0,5  s e 

7(0,5)  « 4,16  A 


1,  Um  campo  de  dire^oes  para  a equa§ao  diferencial 
y'  — y(l  •“  |y2)  e raostrado. 

(a)  Esboce  os  graficos  das  solu<joes  que  satisfazem  as 
condi?oes  iniciais  dadas. 

(i)  y( 0)  = 1 (ii)  y(0)  - - 1 

(iii)  v(0)  - ~3  (iv)  >>(0)  - 3 

(b)  Ache  todas  as  equates  de  equilibrio. 
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2.  Um  campo  de  dire^oes  para  a equa^ao  diferencial 
y'  = x sen  y e mostrado. 

(a)  Esboce  os  graficos  das  solitudes  que  satisfazem  as 
condi^oes  iniciais  dadas. 

(i)  y( 0)  - 1 (ii)  y( 0)  - 2 (iii)  y(Q)  = it 

(iv)y(0)  = 4 (v)  y(0)  = 5 

(b)  Ache  todas  as  solucoes  de  equilibrio. 
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3-6  □ Ligue  a equacao  diferencial  a seu  campo  de  dire^des  (I-IV). 
De  as  razoes  para  sua  resposta. 


3.  y'  = y — 1 
5.  >■'  = y2  - x2 


4.  y’  - y - * 

6.  /-y3-*3 
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7.  Use  o campo  de  diregoes  I (para  os  Exercicios  3-6)  para 
esbo^ar  os  graficos  das  soiu9oes  que  satisfazem  as  condiqoes 
iniciais  dadas. 

(a)  y(0)  - 1 (b)  y(0)  = 0 (c)  y(0)  - -1 

8.  Repita  o Exercfcio  7 para  o campo  de  direqoes  in. 

9-10  □ Esboce  o campo  de  direqoes  para  a equacao  diferencial. 
Use-o  para  esbogar  tres  curvas-solu^ao. 

g v'  “ 1 + y 1G.  y'  ~ x2  — y2 

11-14  □ Esboce  o campo  de  dire^oes  das  equaqoes  diferenciais 
dadas.  Use-os  para  esbo^ar  a curva-solu^ao  que  passa  pelo 
ponto  dado. 
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11.  y'  = y - 2x  (1,  0)  12.  y'  = 1 - xy  (0,  0) 

13.  y'  — y 4-  xy  (0,  1)  . 14.  v'  — x — xy  (i,  0) 

1S-46  c Use  um  sistema  algebrico  computational  para  desenhar 
um  campo  de  dire^oes  para  a equafao  diferencial  dada.  Obtenha 
uma  impressao  e esboce  uma  curva-soluijao  que  passe  por  (0,  1). 
Use  o CAS  para  desenhar  a curva-solu^ao  e compare  o 
resultado  com  seu  esbo^o. 

15.  y’  ~ y sen  2x  16.  y'  — sen(x  4-  y) 


17.  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  desenhar  um 
campo  de  direcoes  para  a equa^ao  diferencial  v'  = y:<  ~~  4y. 
Obtenha  uma  impressao  e esboce  as  solucoes  que  satisfazem  a 
condiyao  inicial  v(0)  — c para  os  diversos  valores  de  c.  Para 
quais  valores  de  c o limite  lim  ,,-*>’(/)  existe?  Quais  sao  os 
possiveis  valores  para  esse  limite? 

18.  Faca  o esbo^o  de  um  campo  de  direcoes  para  a equa9§o 
diferencial  autdnoma  y’  — f(y),  onde  o grafico  de/e  como  o 
exibido.  Como  o comportamento-limite  das  solupoes  depende 
do  valor  de  y(0}? 


fiy ) 


Al  0 


1\  /2  y 

\ / 

V / 


19.  (a)  Use  o metodo  de  Euler  com  cada  um  dos  passos  dados 

para  estimar  o valor  de  y(0,4),  onde  yea  solugao  do 
problema  de  valor  inicial  y'  — y,  y(0)  ~ 1. 

(i)  h — 0,4  (ii)  h ~ 0,2  (iii)h  = 0,I 

(b)  Sabemos  que  a solu^ao  exata  do  problema  de  valor  inicial 
na  parte  (a)  ty~  ex.  Desenhe,  o mais  preciso  que  voce 
puder,  o grafico  de  y = ex,  0 x «£  0,4,  junto  com  as 
aproximacoes  de  Euler  usando  os  passos  da  parte  (a). 
(Seus  esbopos  devem  se  parecer  com  as  Figuras  12,  13  e 
14.)  Use  seus  esbo^os  para  decidir  se  suas  estimativas  na 
parte  (a)  estao  abaixo  ou  acima. 

(c)  O erro  no  metodo  de  Euler  e a diferenpa  entre  o valor 
exato  e o valor  aproximado.  Caicule  os  erros  na  parte  (a) 
usando  o metodo  de  Euler  para  estimar  o verdadeiro  valor 
de  y(0,  4);  a saber,  O que  acontece  com  o erro  cada 
vez  que  o passo  cai  pela  metade? 

20.  Um  campo  de  direcoes  para  uma  equapao  diferencial  e 
apresentado.  Desenhe,  com  uma  regua,  os  graficos  das 
aproximacoes  de  Euler  para  a curva-soluijao  que  passa 
pela  origem.  Use  os  passos  h~\th~  0,5.  As  estimativas 
de  Euler  estarao  acima  ou  abaixo?  Explique. 


21.  Use  o metodo  de  Euler  com  o passo  0,5  para  caicular  os 
valores  aproximados  de  y,  y,,  y7,  y-  e yA  para  a solu^ao  do 
problema  de  valor  inicial  y'  ~ y - 2x,  y(I)  = 0. 

22.  Use  o metodo  de  Euler  com  o passo  0,2  para  estimar  y(l), 
onde  y(x)  e a solusao  para  o problema  de  valor  inicial 

v'  ~ 1 - xy,  y(0)  — 0. 

23.  Use  o metodo  de  Euler  com  o passo  0, 1 para  estimar  y(0,  5), 
onde  y(x)  e a solu^ao  do  problema  de  valor  inicial 

y'~  y + xy.  y(0)  — 1. 

24.  (a)  Use  o metodo  de  Euler  com  o passo  0,2  para  estimar 

y(l,  4),  onde  y(x)  e a solu^ao  do  problema  de  valor  inicial 
y'  = x ~ xy,  y(l)  = 0. 

(b)  Repila  a parte  (a)  com  o passo  0,1. 

ii  25.  (a)  Programe  uma  calculadora  ou  um  computador  para  usar  o 
metodo  de  Euler  para  caicular  y(  1 ),  onde  y(x)  e a solu^ao 
para  o problema  de  valor  inicial 

~~~  + 3x2y  = 6x2  y(0)  = 3 

(0  h — 1 (ii)  /t  = 0, 1 

(iii)  h - 0,01  (iv)  h = 0,001 

(b)  Verifique  que  y — 2 + e~x 5 6 a solu^ao  exata  da  equacao 
diferencial. 

(c)  Encontre  os  erros  ao  usar  o metodo  de  Euler  para  caicular 
y(l)  com  os  passos  da  parte  (a).  O que  acontece  com  o erro 
quando  o passo  e dividido  por  10? 

Iii  26.  (a)  Programe  seu  sistema  algebrico  computacional  usando  o 
metodo  de  Euler  com  o passo  0,01  para  caicular  y(2),  onde 
yea  solu^ao  do  problema  de  valor  inicial 

y “ *3  ~ >’3  y(0)  - I 

(b)  Verifique  seu  irabalho  usando  o CAS  para  desenhar  a 
curva-solugao. 

27,  A figura  mostra  um  circuito  contendo  uma  for^a  eletromotriz, 
um  capacitor  com  capacitancia  de  C farads  (F)  e um  resistor 
com  resisteneia  de  R ohms  (id).  A queda  de  voltagem  no 
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capacitor  e Q/C,  onde  Q t a carga  (em  coulombs); 
nesse  caso  a Lei  de  Kirchhoff  fornece 

Q 

R1  + = £’(/) 


Mas  / = dQ/dt , assim  temos 


R 


dO 

dt 


+ C ~ 


E(f) 


Suponha  que  a resistencia  seja  5fl.a  capacitancia  seja  0,05  F 
e a pilha  fomega  uma  voltagem  constante  de  60  V. 

(a)  Desenhe  um  campo  de  direcoes  para  essa  equacao  diferencial.. 

(b)  Qual  e o valor-limite  da  carga? 


(c)  Existe  uma  soiugao  de  equilibrio? 

(d)  Se  a carga  inicial  for  0(0)  — 0 C,  use  o campo  de  direcoes 
para  esbogar  a curva-solugao. 

(e)  Se  a carga  inicial  for  Q{  0)  = OC  use  o metodo  de 
Euler  com  o passo  0,1  para  estimar  a carga  depots 
de  meio  segundo. 

28.  No  Exercfcio  14  na  Segao  9.1  consideramos  uma  xicara  de 
cafe  a 95  °C  em  uma  sala  com  temperatura  de  20  °C. 

Suponha  que  o cafe  esfrie  a uma  taxa  de  1 °C  por  minute 
quando  sua  temperatura  for  70  °C. 

(a)  Como  se  toma  a equacao  diferencial  nesse  caso? 

(b)  Desenhe  um  campo  de  direcoes  e use-o  para  esbogar  a 
curva-solugao  para  o problema  de  valor  inicial. 

Qual  e o valor-limite  da  temperatura? 

(c)  Use  o metodo  de  Euler  com  o passo  h = 2 minutos  para 
estimar  a temperatura  do  cafe  apos  10  minutos. 


Equates  Separaveis 


Temos  olhado  para  as  equagoes  diferenciais  de  primeira  ordem  a partir  de  um  ponto  de  vista 
geometiico  (campos  de  diregoes)  e a partir  de  um  ponto  de  vista  numerico  (metodo  de  Euler). 
E do  ponto  de  vista  simbolico?  Seria  bom  ter  uma  formula  explicita  para  uma  solugao  de  uma 
equagao  diferencial.  Infelizmente  isso  nao  e sempre  possivel.  Mas,  nesta  segao,  examinare- 
mos  um  tipo  de  equagao  diferencial  que  pode  ser  resolvida  explicitamente. 

Uma  equagao  separavel  e aquela  diferencial  de  primeira  ordem  na  qual  a expressao 
para  dy/dx  pode  ser  fatorada  como  uma  fungao  de  x vezes  uma  fungao  de  y.  Em  outras 
palavras,  pode  ser  escrita  na  forma 


9(x)f(y) 


O nome  separavel  vem  do  fato  de  que  a expressao  do  lado  direito  pode  ser  “separada”  em 
uma  fungao  de  jc  e uma  fungao  de  y.  De  modo  equivalente,  se  /(y)  ^ 0,  podemos  escrever 

dy  = g(x) 
dx  h(y) 

onde  h(y)  = 1 //(>’)•  Para  resolver  essa  equagao  a reescrevemos  na  forma  diferencial 


h(y)  dy  = y{x)  dx 


□ A tecnica  para  resolver  as  equagoes 
diferenciais  separaveis  foi  primetro 
usada  por  James  Bernoulli  (em  1690} 
para  resolver  um  problema  sobre 
pendulos  e por  Leibniz  (em  uma 
carta  para  Huygens  em  1691).  John 
Bernoulli  explicou  o metodo  geral  em 
um  artigo  pubiicado  em  1694. 


assim  todos  os  y estao  em  um  lado  da  equagao  e todos  os  x estao  do  outro  lado.  Bntao  inte- 
gramos  ambos  os  lados  da  equacao: 

SO  ) h(y)  dy  = [ g(x)  dx 

A Equagao  2 define  y implicitamente  como  uma  fungao  de  x.  Em  alguns  casos,  poderemos 
resolver  para  y em  termos  de  x. 
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C A Figura  1 ilustra  o grafico  de  varios 
membros  da  familia  de  solugoes  da 
equagao  diferenciai  do  Exemplo  1 . 

A soiugao  do  problema  com  valor 
iniciai  da  parte  (b)  e mostrada  em  azul. 


3 


-3 

FIGURA  1 


A justificativa  para  o passo  na  Equagao  2 vem  da  Regra  de  Substituigao:  se  h 
satisfazem  (2),  entao 

^(j am*) -■£(/**)*) 

=»w 

, dy 

h(y)  — = g(x) 

Portanto,  a Equagao  1 e satisfeita. 

EXEMPLO  1 o ^ 2 

(a)  Resolva  a equagao  diferenciai  — = — . 

ax  y~ 

(b)  Ache  a soiugao  dessa  equagao  que  satisfaga  a condigao  iniciai  v(0)  - 2. 

SOLUQAO 

(a)  Escrevemos  a equagao  em  termos  diferenciais  e integramos  os  dois  lados: 

y2dy  — x 2 dx 
( y2dy  — j. ktcLk 

i Aisle 

onde  C e uma  constante  qualquer.  (Poderiamos  ter  usado  uma  constante  C}  no  lado 
esquerdo  e outra  constante  Ci  no  lado  direito.  Mas  decidimos  combina-los  em  uma  so 
constante  no  lado  direito,  fazendo  C — Ci  - Ci.) 

Resolvendo  para  >’,  obtemos 


logo 


e 


y * + 3 C 

Poderiamos  deixar  a soiugao  dessa  maneira  ou  podemos  escreve-la  na  forma 

y __  3^3  _j_  £ 

onde  K = 3 C.  (Pois  C e uma  constante  qualquer  e assim  sera  K .) 

(b)  Se  fizermos  x = 0 na  equagao  geral  da  parte  (a),  temos  j(0)  = \iK.  Para  satisfazer  a 
condigao  iniciai  y( 0)  = 2,  devemos  fazer  IjK  e assim  temos  K ~ 8. 

Portanto,  a soiugao  do  problema  com  valor  iniciai  e 


y ~ lix*  + 8 

EXEMPLO  2 u d ? 2 

Resolva  a equagao  diferenciai  — — — . 

dx  2 y + cos  >! 
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□ Aiguns  sistemas  aigebrlcos 
computacionais  podem  plotar  as 
curvas  aefinidas  per  equagbes 
imph'citas.  A Figura  2 mostra  os 
graficos  de  varios  membros  da  famtlia 
de  soiugoes  da  equagao  diferencial  no 
Exemplo  12.  Olhando  as  curvas  da 
esquerda  para  a direita,  os  valores 
de  C sao  3,  2,  1.  0,  -1.  -2  e -3. 


4 


FIGURA  2 


□ Se  uma  solugao  y e uma  fungao  que 
saiisfaga  y(x)  # 0 para  afgum  x, 
ela  provem  de  um  teorema  de 
existdneia  e unidade  para  soiugoes 
de  equagoes  diferertciais  em  que 
y(x)  # 0 para  todo  x. 


a A Figura  3 aponts  o campo  de 
diregoes  para  a equagao  diferencial  do 
Exemplo  3.  Compare-o  com  a Figura  4, 
na  qual  utilizamos  a equagao  y = Aex'n 
para  mostrar  as  soiugoes  com  valores 
diferentes  de  A.  Se  usar  os  campos  de 
diregoes  para  esbogar  as  curvas- 
solugao  com  as  abcissas  5,  2,  1,  — 1 e 
-2,  voed  obtera  as  curvas  da  Figura  4. 


S01UCA0 

Escrevendo  a equagao  em  uma  forma  diferencial  e integrando  ambos  os  lados,  temos 


(2v  + cos  v)  dy  — 6x 2 dx 
| (2 y + cos  y)  dy  — J 6 x2dx 

[Ij  y2  + sen  v = 2x3  + C 

onde  C e uma  constante.  A Equagao  3 fornece  uma  solugao  geral  implicita.  Nesse 
caso  e impossfvel  resolver  a equagao  para  expressar  y explicitamente  como  uma 
fungao  de  x. 


EXEMPLO  3 o Resolva  a equagao  y'  — x2y. 

SOLU 5 AO  Primeiro  reescrevemos  a equagao  usando  a notagao  de  Leibniz: 


dx 


x-y 


Se  y # 0,  podemos  reescreve-la  em  uma  notagao  diferencial  e integra-la: 


= x 2 dx 

if- 

11 

to 

3 

In \y  \ = 

= — — F C 
3 

Essa  equagao  define  >’  implicitamente  como  uma  fungao  de  x.  Mas,  nesse  caso,  podemos 
resolver  explicitamente  para  y,  como  a seguir 

\y\^  e*\y\  ^ ^ ece*3/i 

Assim  y = ±ecex  ^ 


Notamos  que  a fungao  y = 0 e tambem  uma  solugao  da  equagao  diferencial  dada.  Dessa 
forma,  podemos  escrever  a solugao  geral  na  forma 

y _ ^XV3 


onde  A e uma  constante  arbitr£ria  (A  = ec  ou  A — ~ec  ou  A = 0). 


rj 
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R 


interruptor 


FSGURA  5 


□ A Figura  6 reveia  como  a solugao  no 
Exempio  4 {a  corrente)  aproxima  seu 
valor-limite.  A comparagao  com  a 
Figura  1 1 na  Segao  9.2  mostra  que 
pudemos  desenhar  uma  curva-solugao 
bem  precisa  a partir  do  campo  de 
diregoes. 

6 


FIGURA  6 


EXEMPIO  4 □ Na  Segao  9.2,  modelamos  a corrente  I(t)  no  circuito  eletrico  mostrado  na 
Figura  5 pela  equagao  diferencial 


dl 

L — + RI  = E(t) 
dt 

Encontre  urn  a expressao  para  a corrente  em  um  circuito  onde  a resistencia  e 12  ft,  a 
indutancia  e 4 H,  a pilha  fomece  uma  voltagem  constante  de  60  V e o interruptor  e 
ligado  quando  t = 0.  Qual  o valor-limite  da  corrente? 

SOLUQAO  Com  L = 4,  R ~ 12e  E(t)  = 60,  a equagao  toma-se 

dl 

4 — + 12/=  60 
dt 

dl 

ou  — —15—3/ 

dt 

e o problema  de  valor  inicial  e 

dl 

— *=15  -3/  /(0)  = 0 

dt 


Reconhecemos  essa  equagao  como  separavel  e a resolvemos  da  seguinte  forma: 


f 


dl 

15  - 3/ 


05  - 3/  J*  0) 


— | In  1 15  - 3/|  = t + C 
1 15  - 3/|  = e~3(r+c} 

15  — 3 / ==  ±e~3Ce~3t  = Ac-3' 
/ = 5 - 

Como  1(0)  ~ 0,  temos  5 — |A  = 0,  assim  A = 15  e a solugao  e 

l(t)  = 5 - 5c”"3' 


A corrente-limite,  em  amperes,  € 

lira  l{t)  — lim  (5  — 5e~3r)  = 5 — 5 lim  e~3' 

=5—0=5  O 

L-.-J  Trajetorias  Ortogonais 

Uma  trajetoria  orfogonal  de  uma  famflia  de  curves  e uma  curva  que  intercepta  cada  eurva 
da  famflia  ortogonalmente,  isto  e,  com  angulos  retos  (veja  a Figura  7).  Por  exempio,  cada 
membro  da  famflia  y = nix  de  retas  que  passa  pela  origem  e uma  trajetoria  ortogonal  da 
famflia  x2  + j2  = r 2 de  cfrculos  concentricos  com  o centro  na  origem  (veja  a Figura  8). 
Dizemos  que  as  duas  famflias  sao  trajetorias  ortogonais  uma  da  outra. 
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FfGURA  7 


FIGURA8 


EXEMPIG  S □ Encontre  as  trajetorias  oriogonais  da  famflia  de  curvas  x — ky\  onde  k e 
uma  constante  arbitraria. 

SOLU^AO  As  curvas  x — ky2  formam  uma  famflia  de  parabolas  cujo  eixo  de  simetria  e o 
eixo  x.  A primeira  etapa  e encontrar  uma  equacao  diferencial  unica  que  e satisfeita  per 
todos  os  membros  da  famflia.  Se  diferenciarmos  x ~ ky2,  obteremos 


1 = 2 ky  SL  ou 

dx 


dy  = 1 

dx  2 ky 


Essa  e uma  equagao  diferencial  que  depende  de  k,  mas  precisamos  de  uma  equacao  que 
seja  valida  para  todos  os  valores  k simultaneamente.  Para  eliminar  k notamos  que,  da 
equacao  geral  da  parabola  dada  x — ky2,  temos  k — x/y2,  e assim  a equacao  diferencial 
pode  ser  escrita  como 


dy  _ 1 _ 1 

dx  2 ky  x 

2 r-  v 
y " 

dy  y 

dx  2x 

Isso  significa  que  a inclinafao  da  reta  tangente  em  qualquer  ponto  (a;  y)  em  uma  das 
parabolas  e y'  — v/( 2x).  Em  uma  trajetoria  ortogonal  a inclinacao  da  reta  tangente  deve 
ser  o inverso  dessa  inclinacao.  Portanto,  as  trajetorias  ortogonais  devem  satisfazer  a 
equacao  diferencial 

dy  _ 2x 
dx  y 


Essa  equacao  diferencial  e separavel  e a resoivemos  como  segue: 

| y dy  — — | 2 xdx 


[4 1 x~  + = C 

onde  C e uma  constante  arbitraria  positiva.  Entao  as  trajetorias  ortogonais  sao  a famflia 
de  elipses  dada  pela  Equagao  4 e esbocada  na  Figura  9.  u 

As  trajetorias  ortogonais  ocorrem  em  varios  ramos  da  ffsica.  Por  exemplo,  em  um 
campo  eletrostatico,  as  linhas  de  forga  sao  ortogonais  as  linhas  de  potencial  constante. 
Tambem  as  linhas  de  fluxo  em  aerodinamica  sao  trajetorias  ortogonais  as  curvas  de  veloci- 
dade  equipotenciais. 


Problemas  de  Misturas 


Um  problema  tfpico  de  mistura  envolve  um  tanque  de  capacidade  fixa  preenchido  com 
uma  solugao  completamente  misturada  de  alguma  substancia  (digamos,  sal).  A solugao 
de  uma  dada  concentragao  entra  no  tanque  a uma  taxa  fixa  e a mistura,  bem  agitada,  sai  a 
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uma  taxa  fixa,  que  pode  ser  diferente  da  taxa  de  entrada.  Se  y(t)  denota  a quantidade  de 
substancia  no  tanque  no  tempo  t,  entao  y'(t)  e a taxa  na  qual  a substancia  esta  sendo  adi- 
cionada  menos  a taxa  na  qual  eia  esta  sendo  retirada.  A descrigao  matematica  da  situagao 
freqiientemente  leva  a uma  equagao  diferencial  de  primeira  ordem  separavel.  Podemos  usar 
o mesmo  tipo  de  raciocfnio  para  modelar  uma  variedade  de  fenomenos:  reagoes  qufraicas, 
descarga  de  poluentes  em  urn  lago,  injegao  de  medicamentos  na  corrente  sangiitnea. 

EMEMPLO  6 □ Urn  tanque  contem  20  kg  de  sal  dissolvido  em  5.000  L de  agua.  A agua 
salgada  com  0,03  kg  de  sal  por  litro  entra  no  tanque  a uma  taxa  de  25  L/min.  A solugao 
e misturada  completamente  e sai  do  tanque  a mesma  taxa.  Qual  a quantidade  de  sal  que 
permanece  no  tanque  depois  de  meia  hora? 

SOLUQAO  Seja  >>(r)  a quantidade  de  sal  (em  quilogramas)  depois  de  / minutos.  Nos  foi 
dado  que  >-(0)  = 20  e queremos  encontrar  >’(30).  Fazemos  isso  encontrando  uma 
equagao  diferencial  que  e satisfeita  por  y(i).  Note  que  dy/dt  e a taxa  de  variagao  da 
quantidade  de  sal,  assim 


[Sj  = (taxa  de  entrada)  — (taxa  de  saida) 

at 

onde  (taxa  de  entrada)  e a taxa  na  qua!  o sal  entra  no  tanque  e (taxa  de  saida)  e a taxa  na 
qual  o sal  deixa  o tanque.  Temos 


taxa  de  entrada  = ( 0,03  j ( 25  — — 

\ L / \ min 

O tanque  sempre  contem  5.000  L de  lfquido,  entao  a concentra9ao  no  tempo  t e 
y(/)/5.000  (medida  em  quilogramas  por  litro).  Como  a agua  salgada  sai  a uma  taxa 
de  25  L/min,  obtemos 


□ A Figura  10  mostra  o grafico  da 
fungao  >•(/)  do  Exemplo  6.  Note  que, 
com  o passar  do  tempo,  a quantidade 
de  sal  se  aproxima  de  150  kg. 


taxa  de  saida  — 


yfr)  L \ y(0  kg 

5.000  L / \ min  / 200  min 


Entao,  da  Equa9ao  5,  temos 


0 75  _ = 150  - y(t) 

dt  ’ 200  200 


Resolvendo  essa  equa9ao  diferencial  separavel,  obtemos 


150 


•— +— 
200 


400  t 


f ^ _ r dt 

J 150  - >>  “ i 200 

—In  I 150  — y j — — F C 

1 ‘ 1 200 

Como  v(0)  = 20,  temos  —In  130  = C,  logo 


FIGURA  10 


-In  1 150  -y\ 


t 

200 


- In  130 


Portanto 


150  -y\=*  130e~,/200 
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Como  >•(/)  e contmua,  y(0)  — 20  e o lado  di.rei.to  nunca  e zero,  deduzimos  que 
150  - y{/)  e sempre  positiva.  Entao,  1 150  - y | = 150  — y e dal 

y(t)  = 150  — 130e~ 1/200 

A quantidade  de  sal  depois  de  30  minutos  e 

y(30)  - 150  - 130e-30/2m  « 38,1  kg 


Exerclcios 


Resolva  a equagao  diferencial. 


3.  (x2  + 1 )y'  = xy 

5.  (1  + tgy)y'  = x2  + 1 
dy  te! 
dt  yyfl  + y2 
du 

9.  — — 2 + 2u  + / 4 tu 
dt 


2. 

4. 

6, 

8. 

to. 


*Lm 

e"x 

dx 

* V 

y2  sen  x 

du 

1 4 gr 

dr 

1 + Ju 

, 

xy 

2 In  y 


11-18  G Ache  a solugao  da  equagao  diferencial  que  satisfaga  a 
condigao  inicial  dada. 

it.  ™~  = y2  + l,  y( 0-0 

dx 


12. 

13. 


dy  y cos  x 

dx  1 + y2 ’ 


y(0)  - 1 


x cos  x = (2y  + e3>')>’\  y(0)  — 0 


14. 


P{  1)  = 2 


Hi 


du  2 1 4 sec2/ 
dt  2 u 


u(0)  = —5 


16.  = te\  >■(!)-=  0 
dt 

17.  y'  tg  x = a + y,  >'(tt/3)  = a,  0 < x < nil 

18.  xy’  4-  y — y 2,  y(l)  — \ 


19.  Encontre  uma  equacao  da  curva  que  satisfaga  dyjdx  = 4x3y  e 
cujo  intercepto  y 6 1. 

20.  Determine  uma  equacao  da  curva  que  passa  pelo  ponto  (1,  1)  e 
cuja  inclinagao  em  (x,  y)  e y2/x3. 

21.  (a)  Resolva  a equagao  diferencial  y'  = 2x  /l  — yK 

li  (b)  Resolva  o problema  de  valor  inicial  y*  = 2x  v 1 - y2, 

y (0)  = 0 e faga  um  grafico  de  solugao.  

(c)  O problema  de  valor  inicial  y’  - lx  V/1  - y 2,  y (0)  = 2 
tern  solucao?  Explique. 

||  22.  Resolva  a equagao  e~yy'  4-  cos  x — 0 e plote  varios  membros 
da  famflia  de  solugoes.  Como  a curva-solugao  muda  quando  a 
constante  C van  a? 


23.  Resolva  o problema  de  valor  inicial  / — (sen  x)/sen  v, 
v(0)  — tt/2.  e plote  a solugao  (se  seu  CAS  fizer  graficos 
implicitos). 

24.  Resolva  a equagao  y'  = xjx1  4 l/(y<?>’)  e plote  varios 
membros  da  famflia  de  solugoes  (se  seu  CAS  fizer  graficos 
implicitos).  Como  muda  a curva-solugao  quando  a constante 
C varia? 


(a)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  desenhar 

um  campo  de  diregoes  para  a equagao  diferencial.  Imprima-o 
e esboce  algumas  curvas-solugao  sem  resolver  a equagao 
diferencial. 

(b)  Resolva  a equagao  diferencial. 

(c)  Use  o CAS  para  desenhar  varios  membros  da  famflia  de  solugoes 
obtida  na  parte  (b).  Compare  com  as  curvas  da  parte  (a). 

25.  y'  — Ijy  26.  y'  **  x2/y 

||  27-38  O Encontre  as  trajetorias  ortogonais  da  famflia  de  curvas. 

Usando  uma  calcuiadora  (ou  um  computador),  desenhe  varios 

membros  de  cada  famflia  na  mesma  tela. 

27.  y = kx2  28.  x2  - y2  = k 

lUi  y = (x  4 k)~l  30.  y = ke~* 

31 . Resolva  o problema  de  valor  inicial  no  Exercfcio  27  na  Segao 
9.2  para  encontrar  uma  expressao  para  a carga  no  tempo  t. 
Encontre  o valor-limite  da  carga. 

32.  No  Exercfcio  28  na  Segao  9,2,  discutimos  uma  equagao 
diferencial  que  modela  a temperatura  de  uma  xfcara  de  cafe 
a 95  °C  ern  uma  sala  a 20  °C.  Resolva  a equagao  diferencial 
para  encontrar  uma  expressao  para  a temperatura  do  cafe  no 
tempo  t. 

.m  No  Exercfcio  13,  na  Segao  9.1,  formulamos  um  modelo  para  o 
apreodizado  na  forma  da  equagao  diferencial 

dP 

onde  P{t)  mede  o desempenho  de  alguem  aprendendo  uma 
habilidade  depois  de  um  tempo  de  treinamento  t,  M 6 o nfvel 
maximo  de  desempenho  eke  uma  constante  positiva.  Resolva 
essa  equagao  diferencial  para  encontrar  uma  expressao  para 
P(f).  Qual  e o limite  dessa  expressao? 
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34.  Em  uma  rea?ao  quirnica  elementar,  as  moleculas  unicas  de 
dots  reagentes  A e B formam  a molecula  do  produto  C: 

A + B C.  A lei  de  aqao  das  maxsas  estabelece  que  a taxa  de 
reaqao  e proporcional  ao  produto  das  concentra^oes  de  A e B; 
d[C] 
dt 


*[A][B] 


(Veja  o Exemplo  4 na  Seqao  3.3.  no  Volume  I.)  Entao,  se  as 
concentraqoes  iniciais  forem  [A]  = a mols/L  e [B]  = b mols/L 
e escrevermos  x = [C],  entao  teremos 

“ k(a  — x)(b  — x ) 
dt 


(a)  Assumindo  que  a ^ b,  encontre  x como  uma  fun?ao  de  t. 
Use  o fato  de  que  a concentracao  inicial  de  C seja  0. 

(b)  Encontre  x(f)  assumindo  que  a — b.  Como  essa  expressao 
para  x(t)  e simplificada  se  soubermos  que  [C]  — a/2 
depois  de  20  segundos? 


35.  Em  contraste  com  a situa^ao  do  Exercfcio  34,  as  experiencias 
mostram  que  a rea?ao  H2  + Br2  2 HBr  satisfaz  a lei  de  troca 


4HBr] 

dt 


*[H2][Br2;p 


e,  portanto,  para  essa  rea^ao  a equacao  diferencial  toma-se 

==  k(a  - x){b  - x)m 
dt 

onde  x = [HBr]  e at  b sao  concen  tra^oes  iniciais  de 
hidrogenio  e bromo. 

(a)  Escreva  x como  uma  fun9ao  de  t no  caso  onde  a - b. 

Use  o fato  de  que  x (0)  = 0. 

(b)  Se  a > h,  escreva  t como  uma  frn^ao  de  x.  (Pica:  ao 
efetuar  a integraqao,  fa?a  a substitunjao  u — jb  - x .) 

36.  Uma  esfera  com  raio  de  1 m esta  a uma  temperatura  de  15°C. 
El  a esta  dentro  de  uma  esfera  concentrica  com  raio  de  2 m e 
temperatura  de  25  °C.  A temperatura  T{r)  a uma  distancia  r do 
centre  comum  das  duas  esferas  satisfaz  a equacao  diferencial 


d2T 
dr 2 


+ 


2_dT_ 
r dr 


Se  ftxarmos  S - dT/dr , entao  S satisfaz  uma  equacao 
diferencial  de  primeira  ordem.  Encontre  uma  expressao 
para  a temperatura  T(r)  entre  as  duas  esferas. 

37.  Uma  solu^ao  de  glicose  e administrada  por  via  intravenosa  na 
cotrente  sangiifnea  a uma  taxa  constante  r.  A medida  que  a 
glicose  e adicionada,  ela  e convertida  em  outras  substancias  e 
removida  da  corrente  sanglifnea  a uma  taxa  que  e proporcional 
a concentra9ao  naquele  instante.  Entao  um  modelo  para  a 
coneentra9ao  C = C(t)  da  soIu9ao  de  glicose  na  corrente 
sangiii'nea  e 

dC 

— ~ r — kC 
dt 

onde  k 6 uma  constante  positiva. 

(a)  Suponha  que  a concentra9§o  no  tempo  t — 06  C0. 
Determine  a concentracao  em  um  tempo  qualquer  t 
para  resolver  a equacao  diferencial. 


(b)  Assumindo  que  Cq  < r/k , calcuie  iimf^«  C(/)  e inteiprete 
sua  resposta. 

38.  Um  pequeno  pats  tern  $ 10  bilhoes  em  papel-moeda  em 
circulacao  e a cada  dia  S 50  milhoes  chegam  nos  bancos 
daquele  lugar.  O govemo  decide  introduzir  uma  nova  moeda, 
fazendo  que  os  bancos  troquem  notas  velhas  por  novas  sempre 
que  a moeda  antiga  entrar  nos  bancos.  Denote  por  x ~ x (/) 

a quantidade  de  moeda  nova  em  circuIa9ao  no  tempo  /, 
com  x(0)  = 0. 

(a)  Formule  um  modelo  matematico  na  forma  de  um  problema 
de  valor  inicial  que  represente  o “fluxo,T  da  nova  moeda 
em  circula9ao. 

(b)  Resolva  o problema  de  valor  inicial  encontrado  na  paite  (a). 

(c)  Quanto  tempo  levara  para  a nova  moeda  representar  90% 
da  moeda  em  circula9ao? 

39.  Um  tanque  content  1.000  L de  agua  salgada  com  15  kg  de  sal 
dissolvido.  A agua  pura  entra  no  tanque  a uma  taxa  de 

10  L/min.  A solu9§o  e mantida  bem  misturada  e sai  do  tanque 
na  ntesma  taxa.  Quanto  sal  pemtanece  no  tanque  (a)  depois  de 
t minutos  e (b)  depois  de  20  minutos? 

40.  Um  tanque  content  1000  L de  agua  pura.  A agua  salgada  com 
0,05  kg  de  sai  por  litro  de  agua  entra  no  tanque  a uma  taxa  de 
5 L/min.  A agua  salgada  com  0,04  kg  de  sal  por  litro  de  agua 
entra  no  tanque  a uma  taxa  de  10  L/min.  A solu9ao  e mantida 
completamente  misturada  e sai  do  tanque  a uma  taxa  de 

15  L/min.  Quanto  sal  esta  no  tanque  (a)  depois  de  t minutos  e 
(b)  depois  de  uma  hora? 

41.  Quando  uma  gota  de  chuva  cai,  ela  aumenta  de  tamanho;  assint. 
sua  massa  em  um  tempo  1 6 uma  fun9ao  de  t,  m(t).  A taxa  do 
aumento  da  massa  e km(t)  para  alguma  constante  positiva  k. 
Quando  aplicamos  a Lei  do  Movimento  de  Newton  a gota  de 
chuva,  obtemos  (mv)'  — gm,  onde  v 6 a velocidade  da  gota 

de  chuva  (dirigida  para  baixo)  e g e a acelera9ao  da  gravidade.  A 
velocidade  terminal  da  gota  de  chuva  e lim,^K  v(t).  Encontre 
uma  expressao  para  a velocidade  terminal  em  termos  deg  e k. 

42.  Um  objeto  de  massa  m esta  se  movendo  horizontalmente 
atraves  de  um  meio  que  resiste  ao  movimento  com  uma  for9a 
que  e uma  fun9§o  da  velocidade;  isto  e. 


d2s 

lit2 


dv 

dt 


■f(v) 


onde  v — v(t)  e s = sit)  representam  a velocidade  e a posi9ao 
do  objeto  no  tempo  t,  respectivamente.  Por  exemplo,  pense  em 
um  btii'co  se  movendo  pela  dgua. 

(a)  Suponha  que  a for9a  de  resistencia  seja  proporcional  h. 
velocidade,  isto  e,  f{v)  — ~~kv,  k uma  constante  positiva. 
(Esse  modelo  e apropriado  para  os  valores  pequenos  de  v) 
Sejam  i>(0)  — v0  e x(0)  — s0  os  valores  iniciais  de  v e s. 
Determine  vest  m um  tempo  qualquer  t Qual  6 a distancia 
total  que  o objeto  percorre  a partir  do  tempo  t — 0? 

(b)  Suponha  que  a for9a  de  resistencia  seja  proporcional  ao 
quadrado  da  velocidade,  isto  e,  f(v)  = -kvzy  k > 0.  (Este 
modelo  foi  pela  primeira  vez  proposto  por  Newton.)  Sejam 
v0  e sq  os  valores  iniciais  dev  es.  Determine  v es  em  um 
tempo  qualquer  t.  Qual  6 a distancia  total  que  o objeto 
percorre  nesse  caso? 


43.  Seja  A(t)  a area  de  uma  cuitura  de  tecido  era  um  tempo  t e seja 
M a area  final  do  tecido  quando  o crescimento  esta  completo. 

A maioria  das  divisoes  celulares  ocorre  na  periferia  do  tecido, 
e o numero  de  celulas  11a  periferia  e proporcional  a gA(t). 
Assim,  um  modelo  razoavel  para  0 crescimento  de  tecido  e 
obtido  assumindo-  se  que  a taxa  de  crescimento  da  area  seja 
proporcional  a em  conjunto  com  M — A(t). 

(a)  Formuie  uma  equa$ao  diferencial  e use-a  para  mostrar 
que  o tecido  cresce  mais  rapido  quando  A(t)  = M/3. 

(b)  Resolva  a equa9&o  diferencial  para  encontrar  uma 
expressao  para  Ait).  Use  um  sistema  algebrico 
computacional  para  fazer  a integra?ao. 

44.  De  acordo  com  a Lei  de  Newton  da  Gravita^ao  Universal,  a 
for^a  gravitacional  de  um  objeto  de  massa  m que  tenha  sido 
lan^ado  verticalmente  para  cima  da  superficie  da  Terra  e 

__  mgR2 
^ (x  + R)2 
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onde  x — x(t)  e a distSncia  do  objeto  acima  da  superficie  no 
tempo  t]  R,  o raio  da  Terra;  eg,  a acelera^ao  da  gravidade. 
Tambem,  pela  Segunda  Lei  de  Newton,  F = ma  = m(dv/dt)  e 
dessa  forma 


dv  _ mgR 2 

dt  (x  + Rf 


(a)  Suponha  que  um  foguete  seja  lamjado  verticalmente  para 
cima  com  uma  velocidade  inicial  v0.  Seja  h a altura  maxima 
acima  da  superficie  alcan^ada  pelo  objeto.  Mostre  que 


Vq  = 


f~2gRh 
V R + h 


[Dica:  Pela  Regra  da  Cadeia,  m ( dv/dt ) = mv  (dv/dx).} 

(b)  Calcule  ve  = lim;,-^*,  vQ.  Esse  Iimite  e chamado 
velocidade  de  escape  da  Terra. 

(c)  Use  R = 3.960  milhas  eg  -32  pes/s2  para  calcular  ve  em 
pes  por  segundo  e em  milhas  por  segundo. 


Guao  Rapido  um  Tanque  l 

Sc  aeua  (ou  outro  h'quido)  estd  vaza 
corneqo  (quando  o tanque  estiver  m; 

0 fluxo  decresce  a fim  de  responder 

mm • v*  . „ „ 


iuxo  seja  maior  no 

i j: „ 


iecomo 


(b)  Resolva  esta  equa^ao  para  encontrar  a altura  da  £gua  no  tempo  t,  supondo  que  o tanque 

(c)  Quanto  tempo  iria  demorar  para  o tanque  ficar  completamente  vazio? 

2.  O modelo  teorico  dado  pela  Equagao  1 nao  e muito  prectso,  se  levarmos  em  conta  a rota^ao 
viscosidade  do  liquido.  Ao  contr^no,  o modelo 


e o mais  usado  e a constants  k (a  qual  depende  das  propriedades  fisicas  do  Ifquido)  e determinada 
a partir  dos  dados  relacionados  com  o vazamento  do  tanque. 
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a£s|a  parte  do  projeto  e melhor 


v v * • > — ■ J . yg”;  -yy  ^V, 

grupo  com  tres  estudantes  em  - I 
cada  grupo:  urn  para  marcar  o tempo, 
outro  para  esttmar  a altura  a cada  ■ , 

10  segundos  eumterceiro  para 
registrar  esses  valores. 


(a)  Suponha  que  o buraco  esteja  posicionado  na  lateral  de  uma  garrafa  e que  a altura  A ida  agua 
(acima  do  buraco)  decresga  de  10  cm  para  3 cm  em  68  segundos.  Use  a Equagao  2 para 

y 2 gencomrai  uma  expressao  para  hit).  Ayalie  h(t)  para  t — 10,  20,  30.  40.  50.  60. 

(b)  Perfure  um  buraco  de  4 mm  perto  do  fundo  de  uma  garrafa  pIAstica  de  um  refrigerante  de 
2 litros.  Faga  marcas  de  0 a 10,  com  “0”  correspondendo  ao  topo  do  buraco.  Com  um 
dedo  Lampando  o buraco,  encha  a garrafa  com  agua  ate  a rnarca  de  10  cm.  Tire  seu  dedo 
do  buraco  e registre  os  valores  de  hit)  para  t — 10,  20,  30,  40,  50,  60  segundos. 

/ (Provavelmente,  voce  vai  descobrir  que  dexnorara  cerca  de  68  segundos  para  o mvel 

chegar  a h = 3 cm.)  Compare  seus  dados  com  os  valores  de  h(t)  da  parte  (a).  Quao  bem  o 
modelo  previu  os  valores  reais? 

3.  Em  muitas  partes  do  mundo,  a agua  para  os  sistemas  sprinkler  em  grandes  hotels  e hospitals 
e fomecida  sob  agao  da  gravidade.  por  tanques  cih'ndricos  colocados  nos  telhados  desses 
predios.  Suponha  que  tanque  tenha  um  raio  de  10  pes  e o diametro  de  sua  saida  de  agua  seja 
de  2,5  polegadas.  Uni  engenheiro  tem  de  garantir  que  a pressao  da  agua  seja,  no  minimo,  de 
2.160  lb/pes  por  um  penodo  de  10  minutos.  (Quando  um  incendio  acontece,  o sistema  eletrico 
pode  falhar  e pode  levar  cerca  de  10  minutos  para  que  o gerador  de  emergencia  e bombas 
antiincendio  sejam  ativados.)  Qua!  a altura  que  o engenheiro  deve  especificar  para  o tanque  a 
fim  de  garantir  essa  exigencia?  (Use  o fato  de  que  a pressao  da  agua  a uma  profundidade  de  d 
pes  e P — 62,5  d.  Veja  a Segao  8.3.) 

4.  Nem  todos  os  tanques  tem  a forma  de  cilindros.  Suponha  que  um  tanque  tenha  uma 
Area  A(h)  para  um  corte  seccional  em  uma  altura  h.  Entao,  o volume  de  Agua 

ate  a altura  heV—fy  A(u ) du  e,  portanto,  o Teorema  Fundamental  do  Calculo  nos 

da  _ _ De  maneira  que  temos 
dh 


e assim  a Lei  de  Torriclelli  toma-se 


dt 

(a)  Suponha  que  o tanque  tenha  o formato  de  uma  esfera  de  raio  igual  a 2 m e esta  cheia, 
inicialmente,  com  a metade  de  sua  capacidade  de  agua.  Se  o raio  do  buraco  circular  e 
1 cm  e assumimos  que  g — 10  m/s2,  mostre  que  h satisfaz  a equagao  diferencial 

(4 h - h1)  ~ = -0,0001  ^20h 
dt 

(b)  Em  quanto  tempo  o tanque  ficara  completamente  vazio? 
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□ Na.  moaeiagem  cia  ,forga  devfdo  a 
resistencia  do  ar,  varias  fungoes  tem 
sido  usadas,  dependendo  das 
caracteristicas  fssicas  e da  velocidade 
da  bola.  Aqui  nos  usamos  urn 
modelo  linear,  -pv,  mas  urn  modelo 
quadratico  {-pv2  na  subida  e pv2  na 
descida)  e outra  possibiiidade  para 
velocidades  mass  alias  (veja  Exercicio 
42  na  Segao  9.3).  Para  uma  bola  de 
golfe,  experimentos  tern  mostrado 
que  um  bom  modelo  e - pv 
na  ascend^ncia  e p\  v | u na 
descenddncia.  Mas  nao  importa  qual 
fungao  forga  -/<»  seja  usada  [Aqui 
f{v)  > 0 para  »>0e  fiv ) < 0 para 
v < 0],  a resposta  para  a questao 
permanece  a mesma.  Veja  f.  Brauer, 
"What  Goes  Up  Must  Come  Down, 
Eventually"  Amer.  Math.  Monthly 
108  (2001),  p.  437-440. 


grandeza  p i v(f)  I onde  p e uma  constante  positiva  e v(t)  6 a velocidade  da  bola  no  tempo  t. 

Na  subida  e na  descida,  a forga  total  agindo  nahola  e - pv  - mg.  (Durante  a subida,  v(i)  € 
positiva  e a resistencia  age  para  baixo;  durante  a descida,  v{t)  e negativa  e a resistencia  age 
para  cima.)  Assirn,  pela  Segunda  Lei  de  Newton,  a equagao  de  movimento  e 

. . mv'  = —pv  ~mg  , ' 

Resol va  essa  equagao  diferencial  para  mostrar  que  a velocidade  e 

i i m,  (,,  , 

2.  Mostre  que  a altura  da  bola,  ate  ela  atingir  o chao,  €. 

V p/p  p 

3.  Seja  A o tempo  que  a bola  leva  para  alcangar  sua  altura  maxima.  Mostre  que 

+ pvo\ 
mg  ) 

Calcule  esse  tempo  para  uma  bola  com  massa  1 kg  e velocidade  inicial  20  m/s.  Suponha  que  a 
forga  de  resistencia  do  ar  seja  ^ da  velocidade. 


ii  4.  Seja  t2  o tempo  no  qual  a bola  volta  para  a Terra.  Para  a bola  do  Problema  3,  estime  h usando 
um  grafico  da  fungao  altura  y(t).  O que  e mats  rapido:  ir  para  cima  ou  voltar  para  baixo? 


5.  Em  geral,  nao  e facil  encontrar  t2  porque  e impossfvel  resolver  a equagao  y(j)  = 0 
explicitamente.  Podemos,  entretanto,  usar  um  metodo  indireto  para  estabelecer  se  a 
subida  ou  a descida  e mais  rapida;  detenninamos  se  y(2/j ) e positivo  ou  negativo. 
Mostre  que 

_ . m2g  ( 1 

y{2t\ ) — — lx 2 In  x 

P \ ^ 


onde  x — ep:,/m.  Entao  determine  que  x > 1 e a fungao 

1 

f(x)  ~ x 21n^ 

x 


e crescente  para  x > 1 . Use  esse  resultado  para  decidir  se  y(2 1\ } e positiva  ou  negativa.  O que 
voc6  pode  concluir?  A subida  ou  a descida  6 mais  r&pida? 


Crescimento  e Decaimento  Exponencial 


Um  dos  modelos  para  o crescimento  populacional  que  consideramos  na  Segao  9.1 
baseava~se  na  premissa  de  que  a populagao  cresce  a uma  taxa  proporcional  ao  tamanho  da 
populagao: 


Essa  e uma  premissa  razoavel?  Suponha  uma  populagao  (de  bacterias,  por  exemplo)  com 
tamanho  P — 1.000  que  esteja  crescendo  a uma  taxa  de  P'  = 300  bacterias  por  hora. 
Agora  tomemos  outras  1 .000  bacterias  do  mesmo  tipo  e as  coloquemos  com  a primeira 
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populafao.  Cada  metade  da  nova  popula?ao  estava  crescendo  a uma  taxa  de  300  bacterias 
por  hora.  Esperanamos  que  a populate  total  de  2.000  aumentasse  a uma  taxa  de  600  bac- 
terias por  hora  inicialmente  (desde  que  houvesse  espaco  e nutrientes  suficientes).  Assim, 
se  dobrarmos  o tamanlro,  dobraremos  a taxa  de  crescimento.  Em  geral,  parece  razoavel  que 
a taxa  de  crescimento  deva  ser  proporcional  ao  tamanho. 

A mesma  premissa  tambem  se  aplica  em  outras  situaqoes.  Na  fisica  nuclear,  a massa  de 
uma  substancia  radioativa  decai  a uma  taxa  proporcional  a massa.  Na  qufmica,  a taxa  de  uma 
reagao  de  primeira  ordem  unimolecular  e proporcional  a concentra?ao  da  substancia.  Em 
fman^as,  o valor  de  uma  conta  de  poupan^a  com  juros  compostos  continuamente  aumenta 
a uma  taxa  proporcional  aquele  valor. 

Em  geral,  se  y(t)  e o valor  de  uma  quantidade  j a um  tempo  tesea  taxa  de  mudanqa 
de  >•  em  rela^ao  a t e proporcional  a seu  tamanho  y{t)  era  um  tempo  qualquer,  entao 


onde  k e uma  constante.  A Equa^ao  1 e algumas  vezes  chamada  lei  do  crescimento  na- 
tural (se  k > 0)  ou  lei  do  decaimento  natural  (se  k < 0).  Uma  vez  que  essa  e uma 
equaqao  diferencial  separavel,  podemos  resolve-la  pelos  metodos  da  Sepao  9.3: 


r = 

= f k dt 

J y 

J 

In  \y\  = 

= kt  + C 

M- 

= = 

y = 

~Aekt 

onde  A (=  ±ec  ou  0)  6 uma  constante  arbitraria.  Para  vermos  o significado  da  constante 
A,  observamos  que 


y(  0)  = Aek'°  =A 

Portanto  Aeo  valor  inicial  da  fun?ao. 

Como  a Equa9ao  1 ocorre  muito  freqiientemente  na  natureza,  resumimos  o que 
acabamos  de  provar  para  uso  futuro. 


|JJ  A soluqao  do  problema  de  valor  inicial 

dy 


dt 


ky 


}<0)  = jo 


y(t)  = Joe’ 


. Crescimento  Populacional 

Qual  o significado  da  constante  de  proporcionalidade  k?  No  contexto  de  crescimento  po- 
pulacional, podemos  escrever 
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dP_ 

dt 


- kP 


ou 


j dF 
P dt 


= k 


A quantidade 

1 dP 
P dt 

e a taxa  de  crescimento  dividida  pelo  tamanho  da  populacao;  e denominada  taxa  de  cres- 
cimento  relativo.  De  acordo  com  (3),  em  vez  de  dizermos  “a  taxa  de  crescimento  e pro- 
porcional  ao  tamanho  da  populacao”,  poderfamos  dizer  “a  taxa  de  crescimento  relativo  e 
constante”.  Entao  (2)  diz  que  uma  populacao  com  uma  taxa  de  crescimento  relativo  cons- 
tante  deve  crescer  exponencialmente.  Note  que  a taxa  de  crescimento  relativo  k aparece 
como  o coeficiente  de  t na  funcao  exponencial  yoekt.  For  exemplo,  se 


dP_ 

dt 


omp 


ere  medido  em  anos,  entao  a taxa  de  crescimento  relativo  e k - 0,02  e a populacao  cresce 
a uma  taxa  de  2%  ao  ano.  Se  a populaqao  no  tempo  0 for  P0,  entao  a expressao  para  a po- 
pulaqao  e 


P{t)  = P0eomr 


TABELA  1 


Ano 

Popuiagao 

i 900 

] ,650 

i y i u 

i.750 

r.-^p 

: ✓ z,  • 

j cn  “• 

r)  cpt) 

1940  ; 

7 qqp 

i 9^U 

2.560 

i you  • 

•j  -fin 

4.450 

i y vu 

r<  ^ 

c:  no  A 

Bt  iVlf  • 'D  0 ::::  Presumindo  que  a taxa  de  crescimento  seja  proporcional  ao  tamanho  da 
populaqao,  use  os  dados  da  Tabela  1 para  modelar  a populaqao  do  mundo  no  seculo  XX. 
Qual  e a taxa  de  crescimento  relativo?  Como  o modelo  se  ajusta  aos  dados? 

SGLUQAO  Medimos  o tempo  t em  anos  e fazemos  t ~ 0 no  ano  1900.  Medimos  a 
populaqao  Pit)  em  mil  hoes  de  pessoas.  Entao  P(0)  = 1.650.  Estamos  pressupondo  que  a 
taxa  de  crescimento  e proporcional  ao  tamanho  da  populaqao;  assim,  o problema  de  valor 
rnicial  e 


dP 

dt 


kP 


De  (2)  sabemos  que  a soluqao  e 


P(0)  - 1.650 


Pit)  = 1.650c*7 

Uma  maneira  de  estimar  a taxa  de  crescimento  relativo  k e usar  o fato  de  que  a 
populaqao  em  1910  era  de  1.750  milhoes.  Portanto 


P(10)  = 1 ,650c  *(!0)  = 1.750 


Resolvemos  essa  equaqao  para  k: 


e 


10i 


1.750 

1.650 


k « 


L750 
10  ln  1.650 


0,005884 
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TABELA  2 


FIGURA  1 
Um  modelo  possiVel  para  o 
crescimento  da  populagao  mundial 


c:  Na  Segao  1 .5,  do  Volume  I, 
modelamos  os  mesmos  dados  com 
uma  fungao  exponencial,  mas  la 
usamos  o metodo  dos  mfnimos 
quadrados. 


TABELA  3 


Entao  a taxa  de  crescimento  relativo  e cerca  de  0,6%  ao  ano  e o modelo  torna-se 

Pit)  = 1.650cao05884' 

A Tabela  2 e a Figura  1 nos  permitem  comparar  as  previsoes  desse  modelo  com  os  dados 
reais.  Voce  pode  ver  que  as  previsdes  tomam-se  imprecisas  depots  de  cerca  de  30  anos  e 
estao  subestimadas  por  um  fator  de  quase  2 em  2000. 


p. 

6.000  - 

- 

Popufacao 

(em  milhoes) 

L— ' P = 1 . 650<?°'005884' 

0 

20  40  60  SO  100  t 

Anos  a panir  de  1900 

Outra  possibilidade  para  estimar  k seria  usar  a populagao  dada  para  o ano  de  1950, 
por  exemplo,  em  vez  de  1910.  Entao 

P(50)  = 1650c50*  ==  2560 

, 1 , 2560 

* = 50  " 1650  ~ °'0087846 

A estimativa  para  a taxa  de  crescimento  relativo  e agora  0,88%  ao  ano,  e o modelo  e 

Pit)  = 1.650c  00087846' 

As  previsoes  com  esse  segundo  modelo  sao  mostradas  na  Tabela  3 e na  Figura  2.  Esse 
modelo  exponencial  e mais  preciso  ao  longo  de  um  perfodo  maior. 


P, 

6.000  - 

- 

Populagao 
(em  milhoes) 

...r  ; P=\.650e°mimt 

0 

1 j | . ...| | ^ 

20  40  60  80  100 

Anos  a partirde  1900 

FIGURA  2 Outre  modelo  para  o crescimento  da  populagao  mundial 
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£ ■-  Use  os  dados  da  Tabela  1 para  modelar  a populacao  do  mundo  na 
segunda  metade  do  seculo  XX.  Utilize  o modelo  para  estimar  a populacao  em  1993  e 
para  prever  a popula^o  no  ano  2010. 

SOLUf AO  Aqui  temos  t — 0 ern  1950.  Entao  o problema  de  valor  inicial  e 

dP 

P( 0)  - 2.560 

e a soluqao  e 


Pit)  = 2.560ek? 


Vamos  estimar  k usando  a populacao  em  1960: 


P(10)  *=  2.560c !W 
k 


3.040 


1 3040 

ln-r^rr  ~ 0,017185 


10  2560 


A taxa  de  crescimento  relativo  6 cerca  de  1,7%  ao  ano  e o modelo  e 

P(t)  = 2.560c 0,01 7 185f 

Estimamos  que  a populagao  mundial  em  1 993  era 

F(43)  — 2.560c0,017fS5W3-  **  5.360  milhoes 
O modelo  prediz  que  a populacao  em  2010  sera 

P( 60)  - 2.560c°'017 185(605  - 7.179  milhoes 

O grafico  na  Figura  3 mostra  que  o modelo  e bem  preciso;  assim,  para  1993,  a estimativa 
e bem  confiavel.  Mas  a previsao  para  2010  e mais  arriscada. 


p 

6.000" 

- 

■ J P = 2.560eao,7i85' 

Populacao 

(em  milhoes) 

FIGURA  3 

— | t 

Um  modelo  para  o crescimento 

20  40  * 

populacional  na  segunda  metade 

Anosa  partirde  1950 

do  seculo  XX 


Decaimento  Radioativo 


As  substancias  radioativas  decaera  pela  emissao  espontanea  de  radiaqao.  Se  m{t)  e a massa 
remanescente  da  massa  inicial  nta  da  substancia  depois  de  um  tempo  t,  entao  a taxa  de 
decaimento  relativo 


1 dm 
m dt 


foi  determinada  experi mental mente  corao  constante.  (Como  dmjdt  e negativo,  a taxa  de 
decaimento  e positiva.)  Segue-se  que 

dm 

— km 

dt 

onde  k e uma  constante  negativa.  Em  outras  palavras,  as  substancias  radioativas  decaem  a 
uma  taxa  proporcional  a massa  remanescente.  Isso  significa  que  podemos  usar  (2)  para 
mostrar  que  a massa  decai  exponencialmente: 

m(t)  = mi)Ck! 

Os  fisicos  expressam  a taxa  de  decaimento  em  termos  de  meia-vida,  o tempo  neces- 
sario  para  metade  de  qualquer  quantidade  decair. 

EXEMPLO  3 c A meia-vida  do  radio-226  ("IgRa)  e de  1.590  anos. 

(a)  Uma  amostra  de  radio-226  tern  uma  massa  de  100  mg.  Encontre  uma  formula  para  a 
massa  de  2j|Ra  que  permanece  apos  t anos. 

(b)  Calcule  a massa  depois  de  1.000  anos,  com  precisao  de  1 miligrama. 

(c)  Quando  a massa  sera  reduzida  a 30  mg? 

S0LU?A0 

(a)  Seja  m{t)  a massa  de  radio-226  (em  miligramas)  que  permanece  apos  t anos.  Entao 
dmjdt  — km  e >'(0)  = 100;  logo,  (2)  fornece 

m(t)  - m(0)ek'  **  100eif 

Para  determinar  o valor  de  k,  usamos  o fato  de  que  y(  1.590)  — |(100).  Entao 
100eL590t  = 50  assim  e1'590*  = I 


1.590*  « In  5 = —In  2 

In  2 
1.590 

Portanto  m(t)  - 100e“(l,,2/!590)r 

Poderiamos  usar  eln  2 — 2 para  escrever  a expressao  m(t)  em  uma  forma  alternativa 

m(t)  = 100  X 2_£/L59° 

(b)  A massa  depois  de  1 .000  anos  e 

m(1000)  = 100e"(ifl  2/1590)1000  * 65  mg 

(c)  Queremos  encontrar  um  valor  de  t tal  que  m(t ) = 30,  isto  e, 

100e“(]n2/L590)r  = 30  ou  e-{in2/i.59°k  ^ o,3 


Resolvemos  essa  equaqao  para  t tomando  o logaritmo  natural  em  ambos  os  lados: 
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150 


30 


0 

FIGURA4 


Entao 


-1.590 


In  0,3 
In  2 


2.762  anos 


Para  verificar  nosso  trabalho  no  Exeraplo  3,  usamos  uni  dispositivo  graftco  para 
desenhar  o grafico  de  m(t)  na  Figura  4 junto  com  a reta  horizontal  m = 30.  Essas  curvas 
se  interceptam  quando  t 2.800  e isso  esta  de  acordo  com  a resposta  na  parte  (c). 

4.000 

_ Lei  do  Resfriamento  de  Newton 

A Lei  do  Resfriamento  de  Newton  para  estabelece  que  a taxa  de  resfriamento  de  um  objeto 
e proporcional  a diferen?a  de  temperatura  entre  o objeto  e sua  redondeza,  dado  que  essa 
diferen^a  nao  seja  muito  grande.  (Essa  lei  tambem  se  aplica  ao  aquecimento.)  Se  denotar- 
mos  T(t)  como  temperatura  do  objeto  no  tempo  t e Ts  como  a temperatura  em  sua 
redondeza,  entao  podemos  formular  a Lei  de  Newton  para  resfriamento  como  uma 
equa^ao  diferencial 


dT 

dt 


= k(T  - 


Ts) 


onde  k e uma  constante.  Podemos  resolver  essa  equa9§o  como  uma  equatjao  diferencial 
separavel  usando  o metodo  da  Se^ao  9.3,  mas  um  metodo  mais  facii  seria  fazer  uma  troca 
de  variavel  y(t)  = T{t)  — Ts.  Como  Ts  e constante,  temos  y'(t)  — T'(t)t  assim  a equa^ao 
toma-se 


dy_ 

dt 


ky 


Podemos  usar  (2)  para  encontrar  uma  expressao  para  y,  da  qual  acharemos  T. 


EXEMP10  4 o Uma  garrafa  de  soda  limonada  em  temperatura  ambiente  (72  °F)  e 
colocada  em  um  refrigerador  onde  a temperatura  e de  44  °F.  Depois  de  meia  hora  a soda 
esta  resfriada  a uma  temperatura  de  61  °F. 

(a)  Qual  e a temperatura  da  soda  depois  de  mais  30  minutos  na  geladeira? 

(b)  Quanto  tempo  demoraria  para  a soda  atingir  50  °F? 


SOLU5AO 

(a)  Seja  T(t)  a temperatura  da  soda  apos  / minutos.  A temperatura  da  redondeza 
e Ts  = 44  °F,  logo,  a Lei  de  Newton  para  Resfriamento  estabelece  que 


dy_ 

dt 


= k(T  - 


44) 


Se  fizermos  y = T - 44,  entao  >>(0)  ~ T( 0)  - 44  = 72  - 44  = 28,  portanto,  y € a 
solugao  do  problema  de  valor  inicial. 

dy 

~^  = ky  v(0)  = 28 


e por  (2),  temos 


y(t)  = y(  Q)eh  = 2%ekt 


Nos  foi  dado  que  7X30)  = 61,  assim  sendo,  >'(30)  = 61  — 44  = 17  e 


28e30*  - 17  e30*  - g 
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Aplicando  logaritmo  era  ambos  os  lados,  obtemos 


Portanto, 


-0,01663 


y(  0 = 28e-°’01663' 

T(t)  ~ 44  + 28<r°-0i663j 
7(60)  = 44  + 28e~°'01663(60)  54,3 

Logo,  apos  outra  meia  hora  a soda  tera  se  resfriado  a uma  temperatura  aproximada  de  54  °E 
(b)  Temos  T(t)  — 50,  quando 


44  + 28e~~G’0]mi  = 50 

0 -0,01 663  r _ A 
e 28 


ln(l) 

0,01663 


92,6 


FiGURA  5 


A soda  se  resfriara  a 50  °F  depois  de  1 hora  e 33  minutos. 

Observe  que  no  Exemplo  4,  temos 

lim  T{t)  = lim  (44  + 28e“°-0i663f)  - 44  + 28  * 0 - 44 


o que  ja  era  esperado.  O grafico  da  fungao  temperatura  e mostrado  na  Figura  5. 


Juros  Compostos  Continuamente 


EXEMPLO  5 □ Se  $ 1.000  sao  investidos  com  juros  de  6%,  compostos  anualmente, 
depois  de  um  ano  o investimento  vale  $ 1.000(1,06)  = $ 1.060,  depois  de  dois  anos 
vale  $ [1.000(1,06)]  1,06  = $ 1.123,60  e depois  de  t anos  vale  $ 1.000  (1,06)4  Em 
geral,  se  uma  quantidade  A0  e investida  com  uma  taxa  de  juros  r (r  = 0,06  neste 
exemplo),  entao  depois  de  t anos  vale  Aq(  1 + r)f.  Geralmente,  contudo,  os  juros  sao 
compostos  mais  frequentemente,  digamos,  n vezes  ao  ano.  Entao,  era  cada  periodo 
de  composi9§o,  a taxa  de  juros  e r/n  e existem  nt  periodos  de  composi^ao  em  t anos. 
Assim,  o valor  do  investimento  € 


1 + 


nt 
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For  exemplo,  depois  de  tres  anos  com  juros  de  6%  um  investimento  de  $ LOGO  valera 
$ 1.000(1,06)3  = $ 1.191,02  com  composigao  anual 

$ l.Q00(l,03)6  = $ 1.194,05  com  composigao  semestral 

$ 1.000(1,015)12  = $ 1.195,62  com  composigao  trimestral 

$ 1.000(1,005)36  = $ 1.196,68  com  composigao  mensal 

$1,197,20  com  composigao  diaria 


$1,000  1 + 


365 


Voce  pode  ver  que  os  juros  pagos  sobem  com  o aumento  do  numero  de  periodos  de 
composigao  in).  Se  fizemios  n — > <»,  entao  estaremos  compondo  os  juros  continuamente, 
e o valor  do  investimento  sera 


A(t)  = lira  Ao  1 + 


lim  At 


rl 


lim 


A o 


lim 


(onde  nt  ~ nj r) 


Mas  o limite  nessa  expressao  e igual  ao  numero  e (veja  a Equagao  3.8.6  no  Volume  i). 
Desse  modo,  com  composigao  continua  de  juros  a uma  taxa  r,  a quantidade  depois 
de  / anos  e 


Ait)  = A0erl 

Se  diferenciarmos  essa  equagao,  teremos 

dA 

—j ~ = rAoen  — rA(t) 
at 

que  diz  que,  com  a composigao  continua  de  juros,  a taxa  de  aumento  de  um  investimento 
e proporcional  a seu  tamanho. 

Retomando  ao  exemplo  de  $ 1.000  investidos  por  tres  anos  com  juros  de  6%,  vemos 
que,  com  a composigao  continua  de  juros,  o valor  do  investimento  sera 

A(3)  - $i.OOOe{0  06)3 

= $1.000e°’18  = $1,197,22 

Note  quao  proxima  essa  quantidade  esta  daquela  que  ealculamos  para  a composigao 
diaria,  $ 1.197,20.  Mas  a quantidade  e mais  facilmente  calculada  se  usarmos  a 
composigao  contmua.  Q 
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rcicios 


1.  Uma  popuia^ao  de  protozoan  os  se  desenvolve  com  uma  taxa 
de  crescimento  relativo  constante  de  0,7944  por  membro  por 
dia.  No  dia  zero,  a populacao  consiste  em  dois  membros. 
Calcule  o tamanho  da  populacao  depots  de  sets  dias. 

2.  Um  habitante  comum  do  intestino  humano  e a bacteria 
Escherichia  coli.  Uma  celula  dessa  bacteria  em  um  meio 
nutriente  se  divide  em  duas  celulas  a cada  20  minutos, 

A populacao  inicial  da  cultura  6 de  60  celulas. 

(a)  Encontre  a taxa  de  crescimento  relativo. 

(b)  Ache  uma  expressao  para  o numero  de  celulas  depots 
de  t horas. 

(c)  Calcule  o numero  de  celulas  depois  de  oito  horas. 

(d)  Estabele^a  a taxa  de  crescimento  depois  de  oito  horas. 

(e)  Quando  a populacao  alcan9ar4  20.000  cdlulas? 

3.  Uma  cultura  de  bacterias  come9a  com  500  bacterias  e cresce  a 
uma  taxa  proporcional  a seu  tamanho.  Depois  de  tres  horas 
existem  8.000  bacterias. 

(a)  Encontre  uma  expressao  para  o numero  de  bacterias  depois 
de  t horas. 

(b)  Calcule  o numero  de  bacterias  depois  de  quatro  horas. 

(c)  Estipule  a taxa  de  crescimento  depois  de  quatro  horas. 

(d)  Quando  essa  popula9ao  alcancara  30.000? 


8.  A tabela  fomece  a poputa9ao  dos  Estados  Unidos,  em  milhoes, 
para  os  anos  1900-2000. 


(a)  Use  o modelo  exponencial  e os  dados  do  censo  para  1900 
e 1910  para  prever  a populacao  em  2000.  Compare  com  os 
dados  reals  e tente  explicar  a discrepancia. 

(b)  Utilize  o modelo  exponencial  e os  dados  do  censo  para 
1980  e 1990  para  prever  a popula9ao  em  2000.  Compare 
com  a popula9ao  real.  Entao  use  esse  modelo  para  prever 
a popula9ao  nos  anos  2010  e 2020. 

(c)  Desenhe  um  grafico  mostrarido  ambas  as  fun9oes 
exponenciais  das  partes  (a)  e (b)  juntas  com  o grafico 
da  popula9ao  real.  Esses  modelos  sao  razoaveis? 

7.  ExperimentOS  mostram  que,  se  a rea9ao  qutmica 
N2O5  2NO? 


4.  Uma  cultura  de  bacterias  cresce  com  uma  taxa  de  crescimento 
relativo  constante.  A contagem  era  600  depois  de  duas  horas  e 
75.000  depois  de  oito  horas. 

(a)  Qual  a popula9ao  inicial  da  cultura? 

(b)  Encontre  uma  expressao  para  a popula9ao  depois  de  t horas. 

(c)  Ache  o numero  de  cdlula  apos  cinco  horas. 

(d)  Encontre  a taxa  de  crescimento  apos  cinco  horas. 

(e)  Quando  a populacao  sera  de  200.000? 

A tabela  fomece  estimalivas  da  popula9ao  mundial,  em 
milhoes,  por  dois  seculos: 


A no  Populacao  j A no 

Populacao 

1750  790  | 1900 

1 .650 

1 o00  i 980  j l 950 

2.560 

1850  i i .260  j iOOO 

6.080 

(a)  Utilize  0 modelo  exponencial  e os  ndmeros  da  populacao 
em  1750  e 1800  para  prever  a popula9ao  mundial  em  1900 
e 1950.  Compare  com  os  dados  reais. 

(b)  Use  o modelo  exponencial  e os  dados  populacionais  para 
1850  e 1900  para  prever  a popula9ao  mundial  em  1950. 
Compare  com  a populacao  real. 

(c)  Empregue  o modelo  exponencial  e os  dados  populacionais 
para  1900  e 1950  para  prever  a popula9§o  mundial  em 
2000,  Compare  com  a popuia9ao  real  e tente  explicar 

a discrepancia. 


for  realizada  a 45  °C,  a taxa  de  rea9ao  do  pentoxido  de 
nitrogenio  e proporcional  a sua  concentra9ao,  como  a seguir: 


d[NiQ5] 

dt 


0,0005[N20S] 


(Veja  0 Exemplo  4 na  Se9§o  3.3  no  Volume  I.) 

(a)  Encontre  uma  expressao  para  a concentra9ao  de  [N205] 
depois  de  i segundos  se  a concentra9ao  inicial  for  C. 

(b)  Quanto  tempo  de  rea9ao  levara  para  reduzir  a concentra9ao 
do  N2O5  para  90%  de  seu  valor  original? 

8.  O bismuto-210  tern  uma  meia-vida  de  cinco  dias. 

(a)  Se  uma  amostra  tem  massa  de  800  mg,  encontre  uma 
formula  para  a massa  que  restara  depois  de  t dias. 

(b)  Calcule  a massa  depois  de  30  dias. 

(c)  Quando  a massa  sera  reduzida  para  1 mg? 

(d)  Esboce  0 grafico  da  funcao  massa. 

Hi  A meia-vida  do  Cesio-137  £ de  30  anos.  Suponha  que  tenhamos 
uma  amostra  de  100  mg. 

(a)  Ache  a massa  que  restara  apos  t anos. 

(b)  Quanta  massa  a amostra  tera  apos  100  anos? 

(c)  Depois  de  quanto  tempo  teremos  apenas  1 mg  da  amostra? 

IS.  Depois  de  tres  dias  uma  amostra  de  radonio-222  decaiu  para 
58%  de  sua  quantidade  original. 

(a)  Qua!  a meia-vida  do  radonio-222? 

(b)  Quanto  tempo  levard  para  a amostra  decair  para  10%  de 
sua  quantidade  original? 
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11.  Os  cientistas  podem  determinar  a idade  de  um  objeto 
antigo  por  um  metodo  chamado  datagdo  de  carbono-14. 

O bombardeamento  da  atrnosfera  superior  por  raios  cosmicos 
convene  o nitrogenio  em  um  isotopo  radioativo  de  carbono, 
I4C,  com  uma  meia-vida  de  cerca  de  5.730  anos.  A vegeta^So 
absorve  o dioxido  de  carbono  pda  atrnosfera  e os  animais 
assimiiam  o MC  atraves  das  cadeias  alimentares.  Quando  uma 
planta  ou  animai  moire,  eie  para  de  repor  seu  carbono,  e a 
quantidade  de  i4C  diminui  atraves  do  decaimento  radioativo. 
Portanto  o nfvel  de  radioatividade  tambem  deve  decair 
exponencialmente.  Um  pedaco  de  tecido  foi  descoberto  tendo 
cerca  de  74%  de  i4C  radioativo  em  rela^ao  as  plantas  terrestres 
nos  dias  de  hoje.  Estime  a idade  do  pedaco  de  tecido. 

12.  Uma  curva  passa  pelo  ponto  (0,  5)  e tern  a propriedade  de  que 
a inciina§ao  da  curva  a cada  ponto  P e duas  vezes  a 
coordenada  y de  P.  Qual  e a equa<jao  da  curva? 

13.  Um  peru  assado  e retirado  do  fomo  quando  sua  temperatura 
alcanna  1 85  °F  e 6 colocado  em  uma  mesa  onde  a temperatura 
e de  75  °F. 

(a)  Se  a temperatura  do  peru  for  de  150  °F  depois  de  meia 
hora,  qual  sera  a temperatura  dele  apos  45  minutos? 

(b)  Quando  tera  o peru  se  resfriado  a uma  temperatura  de  100  °F? 

14.  Um  termometro  e fevado  de  um  comodo  no  qual  a temperatura 
e de  20  °C  para  o lado  de  fora  onde  a temperatura  e 5 °C. 
Depois  de  um  minuto  a leitura  do  termometro  e de  12  °C. 

(a)  Qual  sera  a leitura  do  termometro  depois  de  mais 
um  minuto? 

(b)  Quando  a leitura  do  termometro  sera  de  6 °C? 

15.  Quando  uma  bebida  gelada  6 retirada  de  um  refrigerador,  sua 
temperatura  e de  5 °C.  Depois  de  25  minutos  em  um  ambiente 
a 20  °C,  sua  temperatura  aumenta  para  10  °C. 

(a)  Qual  6 a temperatura  da  bebida  apos  50  minutos? 

(b)  Quando  sua  temperatura  serf  de  15  °C? 

16.  Uma  xtcara  de  cafe  fresco  tern  uma  temperatura  de  95  °C  em 
um  ambiente  de  20  °C.  Quando  sua  temperatura  for  de  70  °C 
sua  taxa  de  resfriamento  sera  de  1 °C  por  minuto.  Quando 
isso  ocorre? 

17.  A taxa  de  mudanfa  da  pressao  atmosferica  P em  rela^ao  a 
altitude  h e proporciona!  a P,  desde  que  a temperatura  seja 
constante.  A 15  °C  a pressao  e 101,3  kPa  ao  nfvel  do  mar  e 
87,14  kPa  a h - 1.000  m. 

(a)  Qual  e a pressao  a uma  altitude  de  3.000  m? 

(b)  Qual  6 a pressao  no  topo  do  monte  McKinley,  a uma 
altitude  de  6.187  m? 

18.  (a)  Se  $ 500  sao  emprestados  a 14%  de  juros,  calcule  as 

quantidades  devidas  no  final  de  dois  anos  se  os  juros  forem 
compostos 

(i)  anualmente,  (ii)  trimestralmente,  (iii)  mensalmenle, 

(iv)  diariamente,  (v)  por  hora  e (vi)  continuamente. 


| (b)  Suponha  que  S 500  sejam  emprestados  e os  juros  sejam 

compostos  continuamente.  Se  A(f)  for  a quantidade  devida 
depois  de  t anos,  onde  0 « / ^ 2,  plote  A(r)  para  cada  uma 
das  taxas  de  juros  14%,  10%  e 6%  na  mesma  tela. 

19.  (a)  Se  $ 3.000  sao  investidos  a uma  taxa  de  juros  de  5%, 

calcule  o valor  do  investimento  no  final  de  cinco  anos  se 
os  juros  forem  compostos  (i)  anualmente,  (ii) 
semestralmente,  (iii)  mensalmente,  (iv)  semanalinente,  (v) 
diariamente  e (vi)  continuamente. 

(b)  Se  A(»  for  a quantidade  de  investimento  no 
tempo  t para  o caso  de  composi^ao  continua, 
escreva  uma  equa^ao  diferencial  e uma  condi^ao  inicial 
satisfeita  por  A(t). 

20.  (a)  Quanto  tempo  levara  um  investimento  para  dobrar  seu 

valor  se  a taxa  de  juros  for  6%  composta  continuamente? 
(b)  Qual  e taxa  equivalente  de  juros  anual? 

21.  Considere  uma  popula^ao  P — P(t)  com  taxas  de  natalidade  e 
mortalidade  relativas  constantes  a e respectivamente,  e uma 
taxa  de  emigra^o  constante  m,  onde  a,  [j  e m sao  constantes 
positivas.  Assuma  que  a > (3.  Entao  a taxa  de  varia^ao  da 
popula^ao  em  um  tempo  t e modelada  pela  equa^ao  diferencial 

dP 

— — = kP  ~~  m onde  k — a — B 
dt  * 

(a)  Encontre  a solu?ao  dessa  equa^ao  que  satisfa^a  a condi^ao 
inicial  P{ 0)  — P0. 

(b)  Qual  condi5ao  sobre  m levara  a uma  expansao  exponencial 
da  popula^ao? 

(c)  Qual  condi^ao  sobre  m levara  a uma  populafao  constante? 

E ao  declinio  da  populagao? 

(d)  Em  1 847,  a populayao  da  Irlanda  era  cerca  de  8 milhoes,  e 
a diferen^a  entre  as  taxas  relativas  de  natalidade  e 
mortalidade  era  1,6%  da  popula^ao.  Por  causa  da  fome 

da  batata  nas  decadas  de  1840  e 1850,  cerca  de  210.000 
habitantes  por  ano  emigraram  da  Irlanda.  A popula^ao 
estava  crescendo  ou  diminuindo  naquela  epoca? 

22-  Seja  c um  numero  posilivo.  A equa§ao  diferencial,  do  tipo 


onde  k e uma  constante  positiva,  e chamada  equagao  do  jm'zo 
final  porque  o expoente  na  expressao  kyl+e  6 maior  que 
aquele  para  o crescimento  natural  (isto  6,  ky). 

(a)  Determine  a solu§ao  que  satisfa^a  a condicao  inicial 
y(0)  — y0- 

(b)  Mostre  que  existe  um  tempo  finite  t — T (jutzo  final),  de 
forma  que  limf_*r--  y(t)  = oo. 

(c)  Uma  ra§a  especialmente  prolffica  de  coelhos  tem  o tenno 
de  crescimento  Ary i ,0 1 . ge  dois  desses  coelhos  cruzaxn 
inicialmente  e a coelha  tern  16  coelhos  depois  de  tres 
meses,  quando  sera  o juszo  final? 
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Caixa  do  rebatedor 


Calcuio  e Beisebol 

Neste  projeto  exploraremos  tres  das  muitas  apli canoes  do  calcuio  ao  beisebol.  As  int 
fisicas  do  jogo,  especialmente  a colisao  da  bola  com  o taco,  sao  complexas  e seus  modelos  sao 
discutidos  em  detaihes  no  livro  de  Robert  Adair,  The  Physics  of  Baseball,  3.  ed.  (Nova  York: 
HarperPerennial,  2002).  s'.; 

1.  Pode  surpreende- lo  saber  que  a colisao  entre  bola  de  beisebol  e o taco  dura  apenas  cerca  de 
um  railesimo  de  segundo.  Aqui  estabeleceremos  a forqa  media  no  taco  durante  essa  colisao 
calculando  primeiro  a mudanqa  no  momento  da  bola. 

O momento  p de  um  objeto  6 o produto  de  sua  massa  m e sua  velocidade  v,  isto  e,  p — mv. 
Suponha  que  um  objeto  se  movendo  ao  longo  de  uma  linha  reta  seja  influenciado  per  uma 
forqa  F ~ Fit),  que  e uma  funqao  continua  do  tempo. 

(a)  Mostre  que  a nludanqa  no  momento  no  intervale  de  tempo  [r0,  h]  6 igual  a integral  de  F 
de  to  a tu  isto  6,  mostre  que 


p(t\)  - pf o)  =.f!  F{t)dt 


Essa  integral  e chamada  impulso  da  forqa  no  intervalo  de  tempo. 

(b)  Um  lanqador  joga  uma  bola  rapida  a 90  mi/h  para  o rebatedor,  que  a rebate  diretamente  de 
volta  ao  ianqador.  A bola  esta  em  contato  com  o taco  por  0,001  s e deixa  o taco  com  a 
velocidade  de  1 10  mi/h.  Uma  bola  de  beisebol  pesa  5 oncas  e,  em  unidades  imperials,  sua 
massa  e medida  em  slugs:  m — w/g  onde  g — 32  pes/s3. 

(i)  Calcule  a mudanca  no  momento  da  bola. 

(ii)  Determine  a forqa  media  no  taco. 


Uma  vista  superior  da  posiqao  de  um 
taco  de  beisebol,  mostrada  a cada 


qiiinquagesimo  de  segundo  durante 
um  movimento  tipico  (adaptado  de 
(The  Physics  of  Baseball). 


2.  Neste  problema  calculamos  o trabalho  necessario  para  um  lanqador  arremessar  uma  bola 
rapida  a 90  mi/h  primeiro  considerando  a energia  cinetica. 

A energia  cinetica  K de  um  objeto  de  massa  m e velocidade  v e dada  por  K — \mv2. 
Suponha  que  um  objeto  de  massa  m se  movendo  em  linha  reta  seja  influenciado  por  uma  forqa 
F — F(s)  que  depende  de  sua  posiqao  s.  De  acordo  com  a Segunda  Lei  de  Newton 


F(s)  = 


dv 

ma  = m — 
dt 


onde  a tv  denotam  a aceleraqao  e a velocidade  do  objeto. 

(a)  Mostre  que  o trabalho  realizado  para  mover  o objeto  de  uma  posiqao  $<>  para  uma  posiqao 
Si  e igual  a variaqao  na  energia  cinetica  do  objeto;  isto  e,  mostre  que 

W = ( F(s)  ds  — f mv [ — Imvo 

onde  vo  = v(sf)  evi  ~ v(si)  sao  as  velocidades  do  objeto  nas  posiqdes  -so  e^i.  Dica:  Pela 
Regra  da  Cadeia, 

dv  dv  ds  dv 

m — ~ m _ — _ = mv  — - 
dt  ds  dt  ds 

(b)  Quantas  libras-pes  de  trabalho  sao  necessdrias  para  jogar  uma  bola  de  beisebol  a 90  mi/h? 

3.  (a)  Um  outfielder  (jogador  que  ocupa  o eampo  extemo)  apanha  uma  bola  de  beisebol  a 2S0 
pes  do  home  plate  e a joga  diretamente  para  o pegador  com  uma  velocidade  inicial  de 
100  pes/s.  Presuma  que  a velocidade  v(t)  da  bola  depots  de  t segundos  satisfaqa  a equacao 
diferencia!  dv/dt  = ~~v/\Q  por  causa  da  resistencia  do  ar.  Quanto  tempo  leva  para  a bola 
atingir  o home  plate ? (Ignore  qualquer  movimento  vertical  da  bola.) 

(b)  O diretor  do  time  se  pergunta  se  a bola  alcanqaria  o home  plate  mais  rapido  se  ela  fosse 
revezada  por  um  infielder  (jogador  da  parte  central  do  campo).  O shortstop  (jogador  que 
flea  entre  a segunda  e a terceira  bases)  pode  se  posicionar  diretamente  entre  o outfielder  e 


James  Stewart  CAPiTULO  9 EQUATES  DSFERENCIAIS 


619 


o home  plate.,  pegar  a bola  jogada  pelo  outfielder , girar  e jog&-la  para  o pegador  com  uraa 
velocidade  inicial  de  105  pes/s.  O diretor  cronometxa  o tempo  de  revezamento  do  short- 
stop (pegar,  girar,  jogar)  em  metade  de  um  segundo.  A que  distancia  do  home  plate  deve 
se  posicionar  o shortstop  para  minimizar  o tempo  total  para  a bola  atingir  a base? 

O diretor  deve  encorajar  uma  jogada  direta  ou  unia  jogada  revezada?  O que  aconteceria  se 
o shortstop  pudesse  jogar  a bola  a 1 15  pes/s? 

| (c)  Para  qua!  velocidade  de  arremesso  do  shortstop  a jogada  revezada  leva  o mesmo  tempo 

que  a direta? 


A Equa^ao  Logistic  a 

Nesta  secao  discutiremos  em  detalhe  um  modeio  paxa  o crescimento  populacional,  o mo- 
delo  logistico,  que  e mais  sofisticado  que  o de  crescimento  exponencial.  Fazendo  isso, 
usamos  todas  as  fierramentas  a nossa  dispos^ao:  campos  de  dire9oes  e metodo  tie  Euler  da 
Se^ao  9.2  e a solupao  explicits  das  equacoes  diferenciais  separaveis  da  Se^ao  9.3.  Nos 
exercicios,  investigaremos  outros  modelos  posstveis  para  o crescimento  populacional, 
alguns  dos  quais  levam  em  conta  a colheita  e o crescimento  sazonal. 


fLjj  O Modeio  Logistico 


Como  discutimos  na  Se^ao  9.1,  uma  populacao  com  freqiiencia  cresce  exponencialmente 
em  seus  estagios  iniciais,  mas  eventualmente  se  estabiliza  e se  aproxima  de  sua  capacidade 
de  suporte  por  causa  dos  recursos  limitados.  Se  P(t)  for  o tamanho  da  populacao  no  tempo 
t,  assumimos  que 

dP  , 

—r  = kP  se  P for  pequeno 


Isso  diz  que  a taxa  de  crescimento  inicialmente  esta  prdxima  de  ser  proporcional  ao 
tamanho.  Em  outras  palavras,  a taxa  de  crescimento  relativo  e praticamente  constante 
quando  a populacao  e pequena.  Mas  tambem  queremos  refletir  sobre  o fato  de  que  a taxa 
de  crescimento  relativo  diminui  quando  a populacao  P aumenta  e torna-se  negativa  quando 
P ultrapassa  sua  capacidade  de  suporte  K,  a populacao  maxima  que  um  ambiente  e capaz 
de  sustentar  a longo  prazo.  A expressao  mais  simples  para  a taxa  de  crescimento  relativo 
que  incorpora  essas  premissas  e 


1 dP 
P dt 


Multiplicand©  por  P,  obtemos  o modeio  para  o crescimento  populacional  conhecido  como 
a equa^ao  diferencial  logistica: 


CD 


Note  na  Equapao  1 que,  se  P for  pequeno  comparado  com  K,  entao  P/K  e proximo  de  0, 
e dessa  forma  dPj dt  ~ kP.  Contudo,  se  P K (a  populacao  aproxima  sua  capacidade  de 
suporte),  entao  P/K  —>  1.  assim  dP/dt  0.  Podemos  deduzir  infomiapoes  sobre  quando 
as  soluyoes  aumentam  ou  diminuem  diretamente  da  Equacao  1 . Se  a populacao  P estiver 
entre  0 e K,  entao  o lado  direito  da  equapao  e positivo,  desse  modo  dP/dt  > 0 e a popu- 
Ia9ao  aumenta.  Mas  se  a populapao  exceder  a capacidade  de  suporte  IP  > K),  dai 
1 — P/K  e negative,  portanto  dP/dt  < 0 e a popula9ao  diminui. 
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E3  Campos  de  Di recces 

Vamos  comegar  nossa  analise  mais  detalhada  da  equagao  diferencial  logistica  olhando  para 
um  campo  de  direcoes. 

EXER/IPLO  1 □ Desenhe  um  campo  de  diregoes  para  a equagao  logistica  com  k ~ 0,08  e 
capacidade  de  suporte  K —■  1 .000.  O que  voce  pode  deduzir  sobre  as  solugoes? 


SOLUQAO  Nesse  caso  a equagao  diferencial  logistica  e 


dP 

dt 


0,08P  1 


-A.) 

1.000  / 


Um  campo  de  diregoes  para  essa  equagao  e mostrado  na  Figura  1.  Mostramos  apenas 
o primeiro  quadrante  porque  as  populagoes  negativas  nao  tern  significado  e estamos 
interessados  apenas  no  que  acontece  depois  de  t = 0. 


FIGURA  1 

Campo  de  direcoes  para  a equagao 
logistica  no  Exemplo  1 
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A equagao  logistica  e autonoma  (dP/dt  depende  apenas  de  P,  nao  de  t);  assim,  as 
inclinacSes  sao  as  mesmas  ao  longo  de  qualquer  reta  horizontal.  Como  esperado, 
as  inclinagoes  sao  positivas  para  0 < P < 1 .000  e negativas  para  P > 1 .000. 

As  inclinagoes  sao  pequenas  quando  P esta  proximo  de  0 ou  1.000  (a  capacidade  de 
suporte).  Observe  que  as  solugdes  se  distanciam  da  solugao  de  equilfbrio  P = 0 e se 
aproximam  da  solugao  de  equilibrio  P = 1.000. 

Na  Figura  2 usamos  o campo  de  diregoes  para  esbogar  as  curvas-solugao  com 
populagoes  iniciais  P(0)  = 100,  P{ 0)  = 400  e P(0)  = 1.300.  Note  que  as  curvas- 
solugao  abaixo  de  P — 1 .000  estao  aumentando,  e aquelas  que  comegam  acima  de 
P = 1.000  estao  diminuindo.  As  inclinagoes  sao  maiores  quando  P = 500,  portanto  as 
curvas-solugao  que  comegam  abaixo  de  P = 1000  tern  pontos  de  inflexao  quando 
P « 500.  De  fato,  podemos  provar  que  todas  as  curvas-solugao  que  comegam  abaixo  de 
P — 500  tern  um  ponto  de  inflexao  quando  P e exatamente  500  (veja  o Exercfcio  9). 

pt 


FIGURA  2 

Curvas-solugao  para  a equagao 
logistica  no  Exemplo  1 
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life!  Metodo  de  Euler 

A seguir  usaremos  o metodo  de  Euler  para  obter  estimativas  numericas  para  as  solucoes 
da  equa^ao  diferencial  logfstica  em  tempos  especfficos. 

EXEMPLO  2 o Use  o metodo  de  Euler  com  passos  20,  10,  5,  1 e 0,1  para  estimar  os 
tamanhos  da  populagao  P(40)  e P(80),  onde  Pea  solu^ao  do  problema  de  valor  inicial 

dP  ( P \ 

— = °,°8P^i  - Yomj  ^°)  = 100 

S0LUQA0  Com  o passo  de  tamanho  h — 20,  tQ  = 0 , P0  — 100  e 

F{t , P)  = 0,08P(  1 — | 

\ 1.000  / 

obtemos,  utilizando  a nota^ao  da  Sefao  9.2, 

P,  = 100  + 20F(0,  100)  = 244 
P2  = 244  + 20F(20,  244)  » 539,14 
P,  = 539,14  + 20F(40,  539,14)  « 936,69 
P,  = 936,69  + 20F(60,  936,69)  « 1.031,57 

Entao,  nossas  estimativas  para  os  tamanhos  da  popula5ao  nos  tempos  t — 40  e t — 80  sao 
P(40)  - 539  P(80)  * 1.032 

Para  os  passos  de  tamanhos  menores,  precisamos  programar  uma  calculadora  ou  um 
computador.  A tabela  fomece  os  resultados. 


Passo 

Estimativa  de  Euler  para  P(40) 

Estimativa  de  Euler  para  P(80) 

20 

539 

1.032 

10 

647 

997 

5 

695 

991 

1 

725 

986 

0,1 

731 

985 

A Figura  3 mostra  um  grafico  das  aproxima9oes  de  Euler  com  passos  h — 10  e h — 1. 
Vemos  que  a aproxima9ao  de  Euler  com  h = 1 se  parece  com  a curva-soli^ao  mais  baixa 
que  desenhamos  usando  um  campo  de  direpoes  na  Figura  2. 


FIGURA  3 

Aproxima^oes  de  Euler  para 
a curva-solucao  no  Exemplo  2 
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: • A Solucao  Analitica 

A equa^ao  logfstica  (1)  e separavel  e podemos  resolv6-Ia  explicitamente  usando  o metodo 
da  Se^ao  9.3.  Como 


dP_ 

di 


kP\  1 


temos 


dP 


^ J P(  1 - P/K)  J 

Para  avaliar  a integral  no  lado  esquerdo,  escrevemos 

1 K 


k di 


P(1  - P/K)  P(K  - P) 

Usando  frasSes  parciais  (veja  a Se9ao  7.4,  no  Volume  I)  temos. 


K 


1 1 

+ 


P(K  - P)  P K - P 
Isso  nos  permite  reescrever  a Equagao  2: 


1 


p+T=p)dp*)k* 

In  |P|  - In  | AT  - />|  = kt  + C 
K ~ P 


In 


P 

K-P 


-kt  ~ C 


m 


p i 

K-  P 


e kt  c = e ce  k! 


Ae 


onde  A — ±e  c.  Resolvendo  a Equa^ao  3 para  P,  obtemos 


I 


assim 


K p 

I = Ae~k!  =>  — = 

P K 1 + Ae~K! 


K 


1 + Ae  k‘ 


Encontramos  o valor  de  A colocando  t - 0 na  Equacao  3.  Se  t = 0,  entao  P — PQ  (a  po- 
pulagao  inicial);  portanto, 


K - P0 
Po 


= Ae° 


= A 
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Entao,  a solugao  para  a equagao  logistica  e 
0 PU)  K 


onde  A 


K - P0 


1 + Ae~Kt  P0 

IJsando  a expressao  para  P(t ) na  Equagao  4,  vemos  que 

lim  P(t)  = K 


que  e esperado. 


□ Compare  esses  vatores  com  as 
estimativas  de  Euler  do  Exemplo  2: 
P(40)  = 731  />(80)  = 985 


EXEMPLO  3 □ Escreva  a solugao  para  o problema  de  valor  inicial 


dP 

dt 


0,08?  1 


JL\ 
1.000  / 


P(0)  - 100 


e use-a  para  encontrar  os  tamanhos  da  populagao  P(40)  e P(80).  Quando  a populagao 
alcangara  900? 

S0LUQA0  A equagao  diferencial  e uma  equagao  logistica  com  k = 0,08,  capacidade  de 
suporte  K = 1.000  e populagao  inicial  P0  = 100.  Assim,  a Equacao  4 fomece  a 
populagao  no  tempo  t como 


P(t) 


1.000 

1 + Ae~° 


onde  A 


1.000  - 100 
100 


Entao 


Pit) 


1.000 


1 + 9e~om‘ 

Assim,  os  tamanhos  da  populagao  quando  t = 40  e 80  sao 

1.000  1.000 


P(40)-  1 + 9e~3,2 

A populagao  alcangara  900  quando 


731,6 


P{80) 


1 + 9e~6A 


985,3 


1.000 

1 + 9eomi 


= 900 


□ Compare  a curva  solugao  na  Figure  4 
com  a curva  solugao  mais  baixa  que 
desenhamos  no  campo  de  diregoes  na 
Figura  2. 


FiGURA  4 


Resolvendo  essa  equagao  para  t , temos 

1 + 

„-0,08;  __  j 
e — 81- 


-0,08r  = In  % = -In  81 


In  81 
0,08 


54,9 


Dessa  forma,  a populagao  atinge  900  quando  t € aproximadamente  55.  Como  uma 
verificagao  de  nosso  trabalho,  plotamos  a curva-populagao  na  Figura  4 e observamos 
onde  ela  intercepta  a reta  P = 900.  O cursor  indica  que  t ~ 55. 
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LJI  Comparacao  do  Crescimento  Natural  com  os  Modelos  Logisticos 

Nos  anos  1930,  o bidlogo  G.  F.  Gause  conduziu  urn  experiment  com  o protozoario 
Paramecio  e usou  uma  equatjao  logistica  para  modelar  seus  dados.  A tabeia  fornece  suas 
contagens  diarias  da  populacao  de  protozoarios.  Fie  estimou  a taxa  relativa  de  crescimento 
inicial  como  0,7944  e a capacidade  de  suporte  como  64. 


/ { CH  3,S  } 

0 

i 

3 

4 

_ 

0 

6 

7 

8 

9 

10 

II 

12 

1 3 

14 

15 

16 

P (observados) 

2 

3 

2? 

i 6 

39 

52 

O4^ 

47 

50 

76 

69 

51 

57 

70 

53 

59 

57 

GXEfiPLG  4 □ Encontre  os  modelos  exponencial  e Iogistico  para  os  dados  de  Gause. 
Compare  os  valores  previstos  com  os  valores  observados  e comente  o ajuste. 

S01UQA0  Dadas  a taxa  de  crescimento  relativo  k ~ 0,7944  e a popula?ao  inicial  Pq  = 2,  o 
modelo  exponencial  e 

Pit)  = P0ek'  = 2e  0,7944  r 

Gause  usou  o mesmo  valor  de  k para  seu  modelo  Iogistico.  [Isso  e razoavel  porque 
Pq  — It  pequeno  comparado  com  a capacidade  de  suporte  ( K — 64).  A equa^ao 


i 

dP 

-*(l- 

« k 

Po 

dt 

»-o  V 

64  / 

mostra  que  o valor  de  k para  o modelo  Iogistico  e muito  proximo  do  valor  para  o modelo 
exponencial.] 

Entao  a solu?ao  da  equa^ao  logistica  na  Equaqao  4 fornece 

K 64 

™ ~ 1 + Ae~k!  “ 1 + A^0-7944' 


onde 


Assim 


A = 


K~  Pq 
Po 


31 


Pit)  - 


64 

1 4-  31A'0-7944' 


Usamos  essas  equacoes  para  calcular  os  valores  previstos  (arredondados  para  o inteiro 
mais  proximo)  e os  comparamos  na  tabeia. 


t (dias) 

0 

D 

2 

T1 

4 

5 

1 

7 

* 

9 

10 

11 

1 2 

13 

15 

| 

P (observados) 

2 

3 

lie 

52 

54 

47 

50 

76 

69 

5! 

57 

70 

53 

59 

P (modelo  Iogistico) 

2 

4 



8 

17 

40 

51 

f 

61 

62 

63 

64 

64 

64 

04 

64 

0 

p (modelo  exponencial) 

<L 

. 

m 

22 

48 

106 

... 

Notamos  na  tabeia  e no  grafico  da  Figura  5 que,  para  os  primeiros  tres  ou  quatro  dias, 
o modelo  exponencial  fornece  resultados  comparaveis  aqueles  do  metodo  iogistico  mais 
sofisticado.  Para  t 2*  5,  contudo,  o modelo  exponencial  e muito  impreciso,  mas  o modelo 
Iogistico  se  ajusta  bem  as  observances. 
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FiGURA  5 

Os  modelos  exponenciai  e logistico 
para  os  dados  do  Paramecio 


L I Outros  Modelos  para  o Crescimento  Populacional 

A Lei  do  Crescimento  Natural  e a equagao  diferencial  logistica  nao  sao  as  unicas  equagoes 
propostas  para  modelar  o crescimento  populacional.  No  Exercicio  14  veremos  a fungao 
crescimento  de  Gompertz  e nos  Exercicios  15  e 16  investigaremos  os  modelos  de  cresci- 
mento sazonal. 

Dois  dos  outros  modelos  sao  modificagoes  do  modelo  logistico.  A equagao  diferencial 


1 


c 


tern  sido  usada  para  modelar  as  populagoes  que  estao  sujeitas  a “colheita”  de  uma  maneira 
ou  de  outra.  (Pense  em  uma  populagao  de  peixes  sendo  capturada  a uma  taxa  cons  tan  te.) 
Essa  equagao  e explorada  nos  Exercicios  1 1 e 12. 

Para  algumas  especies  existe  urn  nivel  mfnimo  populacional  m abaixo  do  qual  as  espe- 
cies  tendem  a se  extinguir.  (Os  adultos  podem  nao  encontrar  pares  adequados.)  Essas  po- 
pulagoes tem  sido  modeladas  pela  equagao  diferencial 


1 


onde  o fator  extra,  1 m/P , leva  em  conta  as  consequencias  de  uma  populagao  esparsa 

(veja  o Exercicio  13). 


Suponha  que  uma  populacao  se  desenvoiva  de  acordo  com  a 

equagao  logistica 

dP 

— « 0.05 P - 0,0005P‘ 
dt 

onde  1 6 medido  em  semanas. 

(a)  Qual  6 a capacidade  de  suporte?  Qual  e o valor  de  k? 

(b)  Um  campo  de  direcoes  para  essa  equagao  e mostrado  a 
direita.  Onde  as  inelinagoes  estao  proximas  de  0?  Onde 
elas  sao  maiores?  Quais  solugoes  sao  crescentes?  Quais 
solugoes  sao  decrescentes? 

(c)  Use  o campo  de  diregoes  para  esbogar  as  solugoes  para  as 
populacoes  inieiais  de  20,  40,  60,  80,  120  e 140.  O que  essas 
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solugoes  tem  em  comum?  Como  eias  diferem? 

Quais  solugoes  tem  pontos  de  inflexao?  A que  nivei 
populacional  eias  ocorrem  ? 

(d)  Quais  sao  as  solugoes  de  equilfbrio?  Como  as  outras 
solugoes  estao  relacionadas  a essas  solugoes? 

2.  Suponha  que  uma  popuiacao  cresga  de  acordo  com  o modelo 

logistico  com  capacidade  de  suporte  6.000  ek-  0,0015  por  ano. 

(a)  Escreva  a equacao  diferencial  logfstica  para  esses  dados. 

(b)  Desenhe  um  campo  de  diregoes  (ou  a mao  ou  com  um 
sistema  algebrico  computacional).  O que  ele  Ihe  diz  sobre 
as  curvas-solugao? 

(c)  Use  o campo  de  diregoes  para  esbogar  as  curvas-solugao 
para  as  populagoes  iniciais  de  1.000,  2.000,  4.000  e 8.000. 
O que  voce  pode  dizer  sobre  a concavidade  dessas  curvas? 
Qua!  o significado  dos  pontos  de  inflexao? 

(d)  Programe  uma  calculadora  ou  um  computador  para  usar  o 
metodo  de  Euler  com  passo  h = 1 para  estimar  a popuiacao 
depois  de  50  anos  se  a populagao  inicial  for  l .000. 

(e)  Se  a populagao  inicial  for  1.000,  escreva  uma  formula  para  a 
populagao  depois  de  t anos.  Use-a  para  calcular  a populagao 
depois  de  50  anos  e compare  com  sua  estimativa  na  parte  (d). 

(f)  Plote  a solugao  da  parte  (e)  e compare  com  a curva- 
solugao  que  voce  esbogou  na  parte  (c). 

3.  o cardume  de  alum  do  Pacifico  foi  modelado  pda  equacao 

diferencial 


onde  y(t)  6 a biomassa  (massa  total  dos  membros  da 
populagao)  em  quilogramas  no  tempo  t (medido  em  anos),  a 
capacidade  de  suporte  e estimada  como  K - 8 X IO7  kg,  e 
it  = 0,71  por  ano. 

(a)  Se  y(0)  = 2X  107  kg,  calcule  a biomassa  um  ano  depois. 

(b)  Quanto  tempo  levard  para  a biomassa  alcangar  4 X 10 ! kg? 

4.  A tabela  fomece  o numero  de  celulas  de  levedura  em  uma 


eultura  nova  de  laboratdrio. 


Tempo 

(horas) 

Celulas  de 
levedura 

tempo 

(horas) 

Celulas  de 
levedura 

0 

18 

10 

509 

2 

39 

12 

597 

6 

SO 

16 

664 

8 

336 

18 

672 

(a)  Plote  os  dados  e use  o grafico  para  estimar  a capacidade  de 
suporte  para  a populagao  de  levedura. 

(b)  Use  os  dados  para  estimar  a taxa  de  crescimento  inicial 
relativo. 

(c)  Encontre  um  modelo  exponential  e um  modeio  logistico 
para  esses  dados. 

(d)  Compare  os  valores  previstos  com  os  valores  observados, 
na  tabela  e nos  graficos.  Compare  como  seus  modelos  se 
ajustam  aos  dados. 


(e)  Utilize  seu  modelo  logistico  para  estimar  o numero  de 
celulas  de  levedura  depois  de  sete  horas. 

5.  A popuiacao  mundial  era  cerca  de  5,3  bilhdes  em  1990. 

A taxa  de  natalidade  na  decacla  de  1990  variou  entre  35  e 40 
milhoes  por  ano,  e a taxa  de  inortalidade  variou  entre  15 
e 20  milhdes  por  ano.  Vamos  supor  que  a capacidade  de 
suporte  para  a populagao  mundial  seja  100  bilhdes. 

(a)  Escreva  uma  equagao  diferencial  logfstica  para  esses 
dados.  (Como  a popuiacao  inicial  e pequena  eomparada 
a capacidade  de  suporte,  voce  pode  tomar  k como  uma 
estimativa  da  taxa  de  crescimento  relativo  inicial.) 

(b)  Utilize  o modelo  logistico  para  prever  a populagao  mundial 
em  2000  e compare  a populagao  real  de  6,1  bilhdes. 

(c)  Use  o modelo  logistico  para  prever  a popuiacao  mundial 
nos  anos  2100  e 2500. 

(d)  Quais  seriam  as  suas  previsoes  se  a capacidade  de  suporte 
fosse  de  50  bilhdes? 

6.  (a)  Faga  uma  suposigao  para  a capacidade  de  suporte  da 

populagao  dos  Estados  Unidos.  Use-a,  e tambem  o fato  de 
que  a popuiacao  era  de  250  milhoes  em  1990,  para  fonnular 
um  modelo  logistico  para  a populagao  norte-americana. 

(b)  Determine  o valor  de  k em  seu  modelo  usando  o fato  de  que 
a populagao  norte-americana  em  2000  era  de  275  milhoes. 

(c)  Use  seu  modelo  para  prever  a populagao  dos  Estados 
Unidos  nos  anos  2100  e 2200. 

(d)  Utilize  seu  modelo  para  prever  o ano  no  qual  a populagao 
ultrapassara  300  milhoes. 

Ilf!  Um  modelo  para  a propagagao  de  um  boato  e que  a taxa  de 
propagagao  e proporcional  ao  produto  da  fragao  y da 
populagao  que  ouviu  o boato  e a fragao  que  nao  ouviu  o boato. 

(a)  Escreva  uma  equagao  diferencial  que  seja  satisfeita  por  y. 

(b)  Resoiva  a equagao  diferencial. 

(c)  Uma  cidade  pequena  tem  1.000  habitantes.  As  8 horas 

80  pessoas  tinham  ouvido  o boato.  Ao  meio-dia  metade  da 
cidade  Unha  ouvido  o boato.  A que  horas  90%  da 
populagao  tera  ouvido  o boato? 

8.  Os  biologos  coiocaram  em  um  lago  400  peixes  e estimaram  a 
capacidade  de  suporte  (a  populagao  maxima  de  peixes  daquela 
especie  no  lago)  como  10.000.  O numero  de  peixes  triplicou 
no  primeiro  ano. 

(a)  Presumindo  que  o tamanho  da  populagao  de  peixes 
satisfaga  a equagao  logfstica,  encontre  uma  expressao 
para  o tamanho  da  populagao  depois  de  t anos. 

(b)  Quanto  tempo  levara  para  a populagao  aumentar  para 

s'ooo? 

18!  (a)  Mostre  que,  se  P satisfizer  a equagao  logfstica  (1),  entao 


(b)  Deduza  que  a populagao  cresce  mais  rapidamente  quando 
ela  atinge  a metade  de  sua  capacidade  de  suporte. 
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10.  Para  urn  valor  fixo  de  K (digamos  K = 10),  a familia  de 
fun^oes  logisticas  dada  pela  Equa^ao  4 depende  do  valor 
inicial  P0  e da  constante  de  proporcionalidade  k.  Piote  varios 
membros  dessa  famflia.  Como  muda  o grafico  quando  F\, 
varia?  Como  muda  o grafico  quando  k varia? 


11,  Vamos  modificar  a equaijao  logistica  do  Exemplo  1 como  a 


seguir: 


dP 

dt 


0,08P  1 


-U 

1.000  / 


- 15 


(a)  Suponha  que  Pit)  represente  uma  populacao  de  peixes  no 
tempo  t,  onde  t e medido  etn  semanas.  Explique  o 
significado  do  termo  -15. 

(b)  Desenhe  um  campo  de  dire^oes  para  essa  equa9ao  diferencial 

(c)  Quais  sao  as  solu?oes  de  equiltbrio? 

(d)  Use  o campo  de  direcoes  para  esbocar  varias  curvas- 
solucao.  Descreva  o que  acontece  a populacao  de  peixes 
para  varias  populates  iniciais. 

(e)  Resolva  essa  equaijao  diferencial  explicitamente,  usando 
frames  pareiais  ou  com  um  sistema  algebrico 
computacional.  Use  as  populafoes  iniciais  de  200  e 300. 
Piote  as  solu^oes  e compare  com  seus  esbo90s  na  parte  (d). 


12.  Considere  a equa9ao  diferencial 


dP 

dt 


0,08/M  1 


1.000  ) 


— c 


como  um  modelo  para  uma  populacao  de  peixes,  onde  t 6 

medido  era  semanas  ece  uma  constante. 

(a)  Use  um  CAS  para  desenhar  campos  de  didoes  para 
di  versos  valores  de  c. 

(b)  A partir  dos  campos  de  didoes  na  parte  (a),  determine  os 
valores  de  c para  os  quais  ha  pelo  menos  uma  solugao  de 
equiltbrio.  Para  quais  valores  de  c a popula9ao  de  peixes 
sempre  desaparece? 

(c)  Use  uma  equa9ao  diferencial  para  provar  o que  voce 
descobriu  graficamente  na  parte  (b). 

(d)  Qual  sua  recomenda9ao  para  o limite  de  pesca  semanal 
para  essa  popula9&o  de  peixes? 


;5|3.  Existe  evidencia  considered  para  apoiar  a teoria  de  que,  para 
algumas  especies,  existe  uma  popula9§o  minima  m de  forma 
que  as  especies  se  tomam  extintas  quando  o tamanho  da 
popula9ao  cai  abaixo  de  m.  Essa  eondi^ao  pode  ser  incorporada 
& equa9ao  logistica  pela  introdu9&o  do  fator  (1  — rn/P).  Entao  o 
modelo  logistico  modificado  6 dado  pela  equagao  diferencial 


(a)  Use  a equagao  diferencial  para  mostrar  que  qualquer 
solugao  e crescente  s t m < P < K e decrescente  se 
0 < P < m. 

(b)  Para  o caso  onde  k — 0,08,  K — 1 .000  e m = 200,  desenhe 
um  campo  de  diregoes  e use-o  para  esbo9ar  varias  curvas- 
solucao.  Descreva  o que  acontece  a populagao  para  varias 
populacoes  iniciais.  Quais  sao  as  soloes  de  equilibrio? 


(c)  Resolva  a equacao  diferencial  explicitamente,  usando 
fra9des  pareiais  ou  um  sistema  algebrico  computacional. 
Use  a populagao  inicial  /V 

(d)  Use  a solugao  na  parte  (c)  para  mostrar  que  se  P0  < m, 
entao  as  especies  se  tomarao  extintas.  [Dica:  Mostre  que 
o numerador  cm  sua  expressao  para  P(t)  e 0 para  aiguns 
valores  de  /.] 

14,  Outro  modelo  para  a fungao  crescimento  para  uma  populacao 
limitada  e dado  pela  fungao  de  Gompertz,  que  e uma  solugao 
da  equacao  diferencial 


onde  c e uma  constante  e /C  6 a capacidade  de  suporte. 

(a)  Resolva  essa  equagao  diferencial. 

(b)  Calcule  Sim 

(c)  Piote  a fungao  de  crescimento  de  Gompertz  para 

K — 1.000,  Pa  — 100  ec  = 0,05,  e compare-a  com  a 
fungao  logistica  no  Exemplo  3.  Quais  sao  as  simiiaridades? 
Quais  sao  as  diferencas? 

(d)  Sabemos  do  Exercfcio  9 que  a funcao  logistica  cresce  ntais 
rapidamente  quando  P — Kj2.  Use  a equagao  diferencial 
de  Gompertz  para  mostrar  que  a fungSo  de  Gompertz 
cresce  mais  rapido  quando  P = Kje. 

15.  Em  um  modelo  de  crescimento  sazonal,  uma  fungao  periodica 
de  tempo  & introduzida  para  considerar  variagoes  sazonais  na 
taxa  de  crescimento.  Essas  variagoes  podem,  por  exemplo,  ser 
causadas  por  mudan9as  sazonais  na  oferta  de  alimentos. 

(a)  Encontre  a solugao  do  modelo  de  crescimento  sazonal 
dP 

——  = kP  cos (rt  - <j>)  P( 0)  = P0 

dt 

onde  k,  re  4>  sao  constantes  positivas. 

11  (b)  Plotando  a solugao  para  varios  valores  de  k,  r e <£,  explique 

como  os  valores  de  &,  r e <fi  afetam  a solugao.  O que  voce 
pode  dizer  sobre  lim^oc  P(t)2 

16.  Suponha  que  alteremos  a equagao  diferencial  no  Exercicio  15 
como  a seguir: 

dP 

— = kP  cos'irt  —(b)  P( 0)  = Po 

dt 

(a)  Resolva  essa  equagao  diferencial  com  a ajuda  de  uma 
tabela  de  integrals  ou  um  CAS. 

!§J§  (b)  Piote  a solugao  para  varios  valores  de  k,  re  <f>-  Como  os 

valores  de  k,  r e (f>  afetam  a solugao?  O que  voce  pode 
dizer  sobre  limf  .>«,  Pit)  nesse  caso? 

17.  Os  graficos  das  fungoes  logisticas  (Figuras  2 e 4)  sao  respeitosa- 
mente  similares  ao  grafico  da  fungao  tangente 

hiperbolica  (Figura  3 na  Segao  3.9).  Explique  a similaridade, 
mostrando  que  a fungao  logistica  dada  pela  Equagao  4 pode  ser 
escrita  como 

P(t)  = |Ar[l  + tgh  {{k(t  - c)}] 

onde  c = (In  A)/k.  Portanto,  a funcao  logistica  e apenas  uma 
tangente  hiperbolica  translada. 
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Equates  Lineares 

Uma  equagao  diferencial  linear  de  primeira  ordem  e aquela  que  pode  ser  escrita  na  forma 
Lil  ~ + PU)y  = Q(x) 

ax 

onde  P e Q sao  fungoes  contmuas  em  urn  dado  intervalo.  Esse  tipo  de  equagao  ocorre  fre- 
qiientemente  em  varios  ramos  da  ciencia,  como  veremos. 

IJm  exemplo  de  uma  equagao  linear  e xy'  + y = 2x  porque,  para  x # 0,  esta  pode  ser 
escrita  na  foraia 

1 2 1 y'  + — y ~ 2 

X 

Note  que  essa  equagao  diferencial  nao  e separavel,  porque  e imposstvel  fatorar  a expressao 
para  >>'  como  uma  fungao  de  x vezes  uma  fungao  de  >’.  Mas  ainda  podemos  resolver  a 
equagao  notando  que,  pela  Regra  do  Produto, 

xy’  + y = (xy)' 

e assim  podemos  escrever  a equacao  como 

(xy)'  = 2x 

Se  integramaos  ambos  os  lados  dessa  equacao,  obteremos 

xy  — x~  + C ou  y ~ x 

x 

Se  nos  tivesse  sido  dada  a equagao  diferencial  na  forma  da  Equagao  2,  teriamos  de  fazer 
uma  etapa  preliminar  multiplicand©  cada  lado  da  equagao  por  x. 

Decorre  que  toda  equagao  diferencial  linear  de  primeira  ordem  pode  ser  resolvida  de 
uma  maneira  similar  pela  multipiicacao  de  ambos  os  lados  da  Equagao  1 por  uma  fungao 
adequada  /(x)  chamada  fator  integrante.  Tentamos  encontrar  / de  modo  que  o lado  es- 
querdo  da  Equagao  1,  quando  multiplicado  por  /(x),  toma-se  a derivada  do  produto  I(x)y: 

Lil  /(*)(/  + P(x)y)  = (I(x)y)' 

Se  pudermos  encontrar  tal  fungao  I,  a Equagao  1 ficara 

(J(x)yY  = Kx)Q(x) 

Integrando  ambos  os  lados  teriamos 

I(x)y  = f Itx)Q(x)  dx+  C 


assim  a solugao  seria 


y(x) 


/(x) 


l(x)Q(x)  dx  + C 
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Para  encontrarmos  esse  /,  expandimos  a Equaqao  3 e cancelamos  os  termos: 

I(x)y'  + !(x)P(x)y  « (/(x)y)'  = T\x)y  + /(x)v' 

IU)P(x)  = V(x) 

Essa  e uma  equacao  separavel  para  /,  que  resolvemos  como  a seguir: 

j ~~~  — j P(x)  dx 

In  j / 1 = \p{x)dx 

/ - Aei*x)dx 

onde  A = ±ec.  Estamos  olhando  para  um  fator  de  integragao  particular,  nao  o mais 
comum;  assim,  tomamos  A — 1 e usamos 

[§]  l(x)  - e^x)dx 

Entao,  a formula  para  a solucao  geral  da  Equagao  1 e fornecida  pela  Equagao  4,  onde  / e 
dado  pela  Equagao  5.  Em  vez  de  memorizar  essa  formula,  contudo,  apenas  lembramos  a 
fonna  do  fator  integrante. 


Para  resolver  a equacao  diferencial  linear  y'  + P(x)y  — Q(x ),  multiplique  ambos 
os  lados  pelo  fator  integrante  I(x)  ~ e-  p{x)dx  e integre  ambos  os  lados. 


EXEMPL0  1 □ Resolva  a equagao  diferencial 


dy 

dx 


+ 3x"y  ==  6 a”. 


SOLUQAO  A equagao  dada  e linear  porque  ela  tem  a forma  da  Equagao  1 com 
P(x)  — 3x2  e Q(x)  — 6a2.  Um  fator  integrante  e 


O A Figura  1 mostra  os  graficos  de 
varios  membros  da  famOia  de  solugoes 
no  Exempio  1 . Note  que  todos  eles  se 
aproximam  de  2 quando  x —*  x- 

6 


T\  r = 2 

C=F  . 

C = 0 

i £ „,„j 

\ ( C~~2 

-3 

/( x)  = e-:ix2dx  = ex' 

"3 

Multiplicando  ambos  os  lados  da  equagao  diferencial  por  ex  , obtemos 

ex  — + 3a  1ex%y  — 6x~ex 
dx 


ou 


d_ 

dx 


(ex  y)  = 6xV’ 


Integrando  ambos  os  lados,  temos 

e^y  — j 6x2ex>  dx  = 2ex  + C 


y*=2  + Ce™x?’ 


FIGURA  1 
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□ A solugao  do  problema  de  valor 
inicial  no  Exemplo  2 e mostrada  na 
Figura  2. 


EXEMPLO  2 □ Encontre  a solugao  para  o problema  de  valor  inicial 

x2y'  + xy  — 1 x > 0 j(l)  = 2 

SOLUQAO  Devemos  primei.ro  dividir  ambos  os  lados  pelo  coeficiente  de  y’  para  colocar  a 
equacao  diferencial  na  forma-padrao: 


, 1 1 

v H — ■ v ~ — x > 0 
X ' x~ 


O fator  integrante  e 


I(x)  = e 


\il/x)dx  O K. 


X 


A multiplicagao  de  ambos  os  lados  da  Equacao  6 por  x fornece 


Entao 


e assim 


xy'  + 


ou 


{xy}'  = 


1 

x 


xy 


In  x + C 


y — 


In  a + C 
x 


5 


Como  y(l)  = 2,  temos 


-5 

FIGURA  2 


Logo,  a solugao  para  o problema  de  valor  inicial  e 

In  x + 2 

y = 

X 

EXEMPLO  3 □ Resolvay'  + 2x>*  — 1. 


□ Embora  as  solugoes  da  equagao 
diferencial  no  Exemplo  3 sejam 
expressas  em  termos  de  uma  integral, 
elas  ainda  podem  ser  plotadas  por 
um  sistema  aigdbrico  computacional 
(Figura  3}. 


SOLUQAO  A equagao  dada  esta  na  forma-padrao  para  uma  equagao  linear.  Multiplicando 
pelo  fator  integrante 


Ixdx  „ ex7 

2 2 2 

obtemos  ex  y'  + 2xex  y = ex~ 

ou  (e*  y)'  = ex‘ 


2,5 


Portanto  ex'y  = J e*2  dx  + C 

Lembre-se  da  Segao  7.5,  do  Volume  I,  que  f ex~  dx  nao  pode  ser  expressa  em  termos  de 
fungoes  elementares.  Apesar  disso,  6 uma  fungao  perfeitamente  boa  e podemos  deixar  a 
resposta  eomo 

y — e~x ' | ex  dx  + Ce~x~ 
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interruptor 

FiGURA  4 


□ A equagao  diferencial  no  Exemplo  4 
e linear  e separavel;  assim,  um  metodo 
alternative  e resolv£-la  como  uma 
equagao  separavel  {Exemplo  4 na 
Segao  9.3).  Se  trocarmos  a pilha  por 
um  gerador,  contudo,  obteremos  uma 
equagao  que  e linear,  mas  nao  e 
separavel  {Exemplo  5). 
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Outra  maneira  de  escrever  a solugao  e 

v = e~x  I e‘  dt  + Ce~x' 

Jo 

(Qualquer  niimero  pode  ser  escolhido  para  o limite  inferior  de  integragao.) 


Aplicagao  a Circuitos  Eletricos 


Na  Secao  9.2  consideramos  o circuito  eletrico  simples  mostrado  na  Figura  4:  uma  forca 
eletromotriz  (geralmente  uma  pilha  ou  gerador)  produz  uma  voltagem  de  E(t)  volts  (V)  e 
uma  corrente  de  /(/)  amperes  (A)  em  um  tempo  t.  O circuito  tambem  content  um  resistor 
com  uma  resistencia  de  R ohms  (ft)  e um  indutor  com  uma  indutancia  de  L henries  (H). 

A Lei  de  Ohm  diz  que  a queda  na  voltagem  devido  ao  resistor  e Rl.  A queda  de  vol- 
tagem devido  ao  indutor  e lidljdt).  Uma  das  Leis  de  Kirchhoff  diz  que  a soma  das  quedas 
de  voltagem  e igual  a voltagem  fomecida  E(t).  Entao  temos 


[T]  L—~+RI  = E(t) 

dt 

que  e uma  equagao  diferencial  linear  de  primeira  ordem.  A solugao  fomece  a corrente  7 no 
tempo  t. 


EXEMPLO  4 □ Suponha  que  no  circuito  simples  da  Figura  4 a resistencia  seja  12  ft  e a 
indutancia  seja  4 H.  Se  uma  pilha  fomecer  uma  voltagem  constante  de  60  V e o interruptor 
for  fechado  quando  t = 0,  entao  a corrente  comega  com  7(0)  = 0.  Encontre  (a)  7(f),  (b) 
a corrente  depots  de  1 s e (c)  o valor-limite  da  corrente. 

SOLUQAO 

(a)  Se  colocarmos  L = 4,  R = 12  e E(t)  = 60  na  Equagao  7,  obteremos  o problema  de 
valor  inicial 


4-^-+i2/  = 60  1(0)  = 0 

dt 

dl 

ou  — + 3/  = 15  7(0)  - 0 

dt 

Multiplicand©  pelo  fator  integrante  c-1'3'*'  = e3\  obtemos 

.dl  „ . 
e3'  — + 3eJ7  = 15c3 
dt 

— (ex‘I)  — 15c3f 
dt 

e37  - J I5e3:dt  = 5c3'  + C 
lit)  = 5 + Ce~31 


Como  7(0)  — 0,  temos  5 -f  C = 0,  assim  C = ~ 5 e 

7(f)  = 5(1  - c~'3r) 
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□ A Figure  5 mostra  como  a corrente  (b)  Depois  de  um  segundo  a corrente  e 
no  Exempio  4 se  aproxima  de  seu 

va lord i mite.  /(])  ~ 5(1  — e J)  5=3  4,75  A 


6 


□ A Figure  6 mostra  o grafico  da 
corrente  quando  a piiha  e trocads  por 
um  gerador. 


-2 

F1GURA  6 


(c)  lim  /(/)  — lim  5(1  — e ,f) 

/ — * x r x 

— 5 — 5 lim  e~3t 
=5-0=5 

EXEMPLO  S □ Suponha  que  a resistencia  e a indutancia  permane^am  as  mesmas  como 
no  Exempio  4,  mas,  em  vez  de  uma  piiha,  usaremos  um  gerador  que  produz  uma 
voltagem  variavel  de  E(t)  = 60  sen  30?  volts.  Encontre  /(/). 

S0LUQA0  Dessa  vez  a equaqao  diferenciai  toma-se 

dl  dl 

4 + 12/  = 60 sen  30?  ou  + 3/  = 15  sen  30/ 

dl  dt 

O mesmo  fator  de  integraqao  ey'  fomece 

"7 ~(ey,I)  — <?3f F 3c37  = 15<r3'sen  30/ 

dl  dt 

Usando  a Formula  98  da  Tabela  de  Integrals,  obtemos 

f , c3f 

e3,I  — [ 15e3'sen  30 1 dt  = 15  - — (3  sen  30/  — 30  cos  30?)  + C 
j 909 

/ ~ r5i(sen  30/  — 10  cos  30?)  4-  Ce"M 

Como  1(0)  ~ 0,  temos 

-m+c-o 

assim  /(/)  = -^-(sen  30/  - 10 cos  30/)  + 


1-4  □ Determine  se  a equacao  diferenciai  e linear. 

1.  y'  + exy  = x2y2  2.  y -F  sen  x = x3y' 

3.  xy'  + In  x ~ x2y  = 0 4.  y'  -F  cos  y - tg  x 


5-14  □ Resol va  a equacao  diferenciai. 


my>  +2y-2e> 

7.  xy‘  — 2y  — x2 
10,  I + xy  = xy' 


8,  y'  — x + 5>’ 

8.  xV  + 2 xy  = cos2x 


11.  + 2xy  = x2 

ax 


12.  — - — x sen  2x  + y tg  x,  - 7r/2  < x < 7t/2 
dx 

13.  ! 1 + /)  — 4-  « ~ 1 + /,  t > 0 

dt 

dr 

14.  / In  / — + r — te 

dt 

15-20  □ Resolva  o problema  de  valor  inicial. 

15.  y’  — x + y,  y(0)  =*  2 

18.  /-=-  + 2v  = t\  t>  0,  ><1)  - 0 
dt 

17.  2 tv  = 3 t2e!\  v(Q)  = 5 

dt 
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18.  2xy!  + y = 6x,  x > 0,  v(4)  - 20 

19.  xy'  - y + x2  sen  x,  v(tt)  = 0 


20. 


— - — - — x,  v(l)  — 0,  x > 0 

X + 1 


§!  21-22  O Resolva  a equagao  diferencial  e use  uma  calculadora 
grafica  ou  um  computador  para  plotar  varios  rnembros  da  familia 
de  solugoes.  Como  a curva-solugao  muda  quando  C varia? 

21.  xy‘  + y — x cos  x,  x > 0 

22.  y'  + (cos  x)y  = cos  x 

23.  Uma  equagao  diferencial  de  Bernoulli  fern  homenagem  a 
James  Bernoulli  (1654-1705)]  e da  forma 

~~  + Hx)y  ~ Q(x)y“ 

ax 

Observe  que,  se  n ~ 0 ou  1,  a equagao  de  Bernoulli  e linear. 
Para  outros  valores  de  n,  mostre  que  a substituigao  u — y1 "" 
transforma  a equagao  de  Bernoulli  na  equacao  linear 

— + f'l  — n)Pix)u  — (l  — n)Q(x) 
dx 


24-26  □ Use  o metodo  do  Exercicio  23  para  resol  ver  a equagao 
diferencial. 

2 v * 

24.  xy’  + y — -xy2  ’0M  y'  + — y — —y 

XX 

26.  y’  4 - y — xy3 

27.  No  circuito  apresentado  na  Figura  4,  uma  pilha  fomece  uma 
voltagem  constante  de  40  V,  a indutancia  e 2 H,  a resistencia  e 
10  ft  e 1(0)  - 0. 

(a)  Encontre  /(/). 

(b)  Calcule  a corrente  apos  0,1  s. 

28.  No  circuito  mostrado  na  Figura  4,  um  gerador  fomece  uma 
voltagem  de  E(t)  = 40  sen  60?  volts,  a indutancia  e 1 H,  a 
resistencia  6 20  ft  e 1(0)  — 1 A. 

(a)  Encontre  lit). 

(b)  Calcule  a corrente  depois  de  0,1  s. 

(c)  Use  um  dispositivo  graftco  para  desenhar  o grafico  da 
fungao  corrente. 

29.  A figura  mostra  um  circuito  contendo  uma  forga  eletromotriz, 
um  capacitor  com  capacitancia  de  C farads  (F)  e um  resistor 
com  uma  resistencia  de  R ohms  (fl).  A queda  de  voltagem 


atraves  do  capacitor  e QjC,  onde  Q 6 a carga  (em  coulombs); 
nesse  caso,  a Lei  de  Kirchhoff  fomece 

Rl  + “7  - E(t) 

Mas  / — dQ/dt  (veja  o Exemplo  3 na  Segao  3.3  no  Volume  I), 
assim,  temos 

dQ  1 

/f-r  + -e«  E(t) 
dt  C 

Suponha  que  a resistencia  seja  5 Q e a capacit&ncia,  0,05  F;  a 
pilha  fomega  uma  voltagem  constante  de  60  V e a carga  inicial 
seja  £7(0)  = 0 C.  Encontre  a carga  e a corrente  no  tempo  t. 

30.  No  circuito  do  Exercicio  29,  R = 2 fl,  C — 0,01  F,  Q( 0)  = 0 e 
E(t)  — 10  sen  60/.  Calcule  a carga  e a corrente  no  tempo  t. 

31.  Seja  Pit)  o nivel  de desempenho  de  alguem  aprendendo  uma 
habilidade  como  uma  fungao  do  tempo  de  treinamento  t.  O 
grafico  de  P e chamado  curva  de  aprendizagem.  No  Exercicio 
13  na  Segao  9.1  propusemos  a equagao  diferencial 

-- k[M-P(t)l 

at 

como  um  modelo  razoavel  para  a aprendizagem,  onde  k e uma 
constante  positiva.  Resolva  essa  equagao  diferencial  linear  e 
use  sua  solugao  para  plotar  a curva  de  aprendizagem. 

32.  Dois  novos  trabalhadores  foram  contratados  para  uma  linha  de 
montagem.  Joao  processou  25  unidades  durante  a primeira 
hora  e 45  unidades  durante  a segunda  hora.  Marcos  processou 
35  unidades  durante  a primeira  hora  e 50  unidades  na  segunda 
hora.  Usando  o modelo  do  Exercicio  31  e assumindo  que 

P( 0)  = 0,  estime  o numero  maximo  de  unidades  por  hora  que 
cada  trabalhador  e capaz  de  processar. 

,33.  Na  Segao  9.3  olhamos  para  os  problemas  de  misturas  nos  quais 
o volume  de  fluido  permanecia  constante  e vimos  que  estes 
fomecem  equagoes  separaveis  (veja  o Exemplo  6 naquela 
segao).  Se  as  taxas  de  entrada  e de  saida  do  sistema 
forem  diferentes,  entao  o volume  nao  e constante  e a equagao 
diferencial  resultante  e linear,  mas  nao  separavel. 

Um  tanque  contem  100  L de  agua.  Uma  solugao  com  uma 
concentragao  de  sal  de  0,4  kg/L  e adicionada  a uma  taxa  de 
5 L/min.  A solugao  e mantida  misturada  e e retirada  do  tanque 
a uma  taxa  de  3 L/min.  Se  y(/)  for  a quantidade  de  sal 
(em  quilogramas)  depois  de  t minutos,  mostre  que  y satisfaz 
a equacao  diferencial 

_ 2 _ 3y 

dt  100  -r  2/ 

Resolva  essa  equagao  e calcule  a concentragao  depois  de 
20  minutos. 

34.  Um  tanque  com  capacidade  de  400  L esta  cheio  com  uma 
mistura  de  figua  e cloro  com  uma  concentragao  de  0,05  g de 
cloro  por  litro.  Para  reduzir  a concentragao  de  cloro,  agua  doce 
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e bombeada  no  tanque  a uma  taxa  de  4 L/s.  A mistura  e agitada 
e e retirada  a uma  taxa  de  10  L/s.  Calcule  a quantidade  de 
cloro  no  tanque  em  funcao  do  tempo. 

35.  Um  objeto  com  massa  m e dermbado  a partir  do  repouso  e 
presumimos  que  a resistencia  do  ar  seja  proporcional  a 
velocidade  do  objeto.  Se  s(t ) for  a distancia  percorrida  depois 
de  f segundos,  entao  a velocidade  e?  = s'{t)  e a aceleragao  e 
a — L(t).  Se  # for  a aceieragao  da  gravidade,  entao  a forga  para 
baixo  no  objeto  e mg  - cv,  onde  c e uma  constante  positiva,  e 
a Segunda  Lei  de  Newton  fomece 

dv 

m — = mg  - cv 
at 


(a)  Resolva  essa  equacao  linear  para  mostrar  que 


(b)  Qual  e a velocidade-limite? 

(c)  Calcule  a distancia  que  o objeto  caiu  depois  de  t segundos. 

36.  Se  ignoramios  a resistencia  do  ar,  poderemos  concluir  que 
os  objetos  mais  pesados  nao  caem  mais  rapido  que  objetos 
mais  leves.  Mas,  se  considerarraos  a resistencia  do  ar,  nossa 
conclusao  muda.  Use  a expressao  para  a velocidade  de  queda 
de  um  objeto  no  Exercicio  35(a)  para  calcular  dv/dm  e 
mostrar  que  os  objetos  mais  pesados  caem  mais  rapido 
que  os  mais  leves. 


Sistemas  Predador-Presa 


Temos  olhado  uma  variedade  de  modelos  para  o crescimento  de  uma  unica  especie  que  vive 
sozinha  em  um  ambiente.  Nesta  secao  consideraremos  os  modelos  mais  realistas, 
que  levam  em  consideragao  a interagao  de  duas  especies  no  mesmo  ambiente.  Veremos  que 
esses  modelos  tomam  a forma  de  um  par  de  equagoes  diferenciais  acopladas. 

Primeiro  consideraremos  a situagao  na  qual  uma  especie,  chamada  presa,  tern  um 
amplo  suprimento  alimentar  e a segunda  especie,  denominada  predador,  se  alimenta  da 
presa.  Exemplos  de  presa  e predador  incluem  coelhos  e lobos  em  uma  floresta  isolada, 
peixes  e tubaroes,  pulgoes  e joaninhas  e bacterias  e amebas.  Nosso  modelo  tera  duas  va- 
riaveis  dependentes  e ambas  serao  fungoes  do  tempo.  Seja  R(t)  o numero  de  presas  (usando 
R para  coelhos)  e W(t)  o numero  de  predadores  (com  W para  lobos)  no  tempo  t. 

Na  ausencia  de  predadores,  o amplo  suprimento  de  alimentos  suportaria  o crescimento 
exponencial  de  presas,  isto  e, 

dR  , 

— kR  onde  k e uma  constante  positiva 

Na  ausencia  de  presas,  assumimos  que  a populacao  de  predadores  declinaria  a uma  taxa 
proporcional  a ela  mesma,  isto  6 , 

dW 

~~  = —rw  0nde  r e uma  constante  positiva 

Com  ambas  as  especies  presentes,  contudo,  pressupomos  que  a causa  principal  de  morte 
entre  as  presas  seja  a de  serem  eomidas  por  predadores,  e as  taxas  de  natalidade  e sobre- 
vivencia  dos  predadores  dependam  da  disponibilidade  de  comida,  a saber,  as  presas. 
Tambem  presumimos  que  as  duas  especies  se  encontrem  a uma  taxa  que  e proporcional  a 
ambas  as  populagoes  e e,  portanto,  proporcional  ao  produto  RW.  (Quanto  maior  for  qual- 
quer  uma  das  populagoes,  maior  e a chance  do  encontro.)  Um  sistema  de  duas  equagoes 
diferenciais  que  incorporam  essas  premissas  e mostrado  a seguir: 

^ dR  , „ dW 

U3  — = kR  - aRW  -7-  = -rW  + bRW 

at  at 

onde  k,  r,  a e b sao  constantes  positivas.  Note  que  o termo  -aRW  diminui  a taxa  natural 
de  crescimento  das  presas  e o termo  bRW  aumenta  a taxa  de  crescimento  natural  dos 
predadores. 


W represents  os  predadores. 
R represents  as  presas. 
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n As  equagoes  de  Lotka-Voiterra  foram 
propostas  como  um  modelo  para 
expiicar  as  variagoes  de  tubaroes  e 
petxes  no  mar  Adriatico  pelo 
matematico  italiano  Vito  Volterra 
{1860-1940}. 


As  equagoes  em  (1)  sao  conhecidas  como  equacoes  predador-presa,  ou  equacoes  de 
Lotka-Voiterra.  Uma  solugao  desse  sistema  de  equacoes  e um  par  de  fungoes  R(t)  e W(t), 
que  descrevem  as  populagoes  de  presas  e predadores  como  fungoes  do  tempo.  Como  o sis- 
tema e acopiado  (R  e W oconrem  em  ambas  as  equagoes),  nao  podemos  resolver  uma 
equagao  e depois  a outra:  temos  de  resolve-las  de  maneira  simultanea.  Infelizmente, 
pore  in.  em  geral  e impossivel  encontrar  formulas  explicitas  para  R e W como  fungoes  de 
t.  Podemos,  contudo,  usar  metodos  graficos  para  analisar  as  equacoes. 


EXEHP10  1 o Suponha  que  as  populagoes  de  coelhos  e lobos  sejam  descritas  pelas 
equagoes  de  Lotka-Voiterra  (1)  com  k ~ 0,08,  a — 0,001,  r — 0,02  e b = 0,00002. 

O tempo  t e medido  em  meses. 

(a)  Encontre  as  solugdes  constantes  (chamadas  solucoes  de  equilibrio)  e interprete  a 
resposta. 

(b)  Use  o sistema  de  equagoes  diferenciais  para  encontrar  uma  expressao  para  dW/dR. 

(c)  Desenhe  um  campo  de  diregoes  para  a equagao  diferencial  resultante  no  piano  RW. 
Entao  use  o campo  de  diregoes  para  esbogar  algumas  cun^as-solugao. 

(d)  Suponha  que,  em  algum  ponto  no  tempo,  existam  1.000  coelhos  e 40  lobos.  Desenhe 
a curva-solugao  correspondente  e use-a  para  descrever  as  mudangas  em  ambos  os  mveis 
de  populagao. 

(e)  Use  a parte  (d)  para  fazer  esbogos  de  R e W como  fungoes  de  t 
S0LU?A0 

(a)  Com  os  valores  dados  de  k,  a,  re  b,  as  equagoes  de  Lotka-Voiterra  se  tornam 

- 0,08 R - 0,001  RW 
dt 

dW 

= -0,02  IV  + 0,00002 RW 

dt 

Tanto  R como  W serao  constantes  se  ambas  as  derivadas  forem  0,  isto  e, 

R'  - i?(0,08  - 0,00 IW)  = 0 

W = M-0,02  + 0,00002 R)  = 0 


Uma  solugao  e dada  por  R ~ 0 e W - 0.  (Isso  faz  sentido:  se  nao  existirem  coelhos  ou 
lobos,  as  populagoes  nao  vao  aumentar.)  A outra  solugao  constante  e 


0,08 

0,001 


0,02 

0,00002 


= 1000 


Assim  as  populagoes  de  equilibrio  consistem  em  80  lobos  e 1 .000  coelhos.  Isso  significa 
que  1.000  coelhos  sao  suficientes  para  sustentar  uma  populagao  constante  de  80  lobos. 
Nao  existera  muitos  lobos  (o  que  resultaria  em  menos  coelhos)  nem  poucos  lobos  (o  que 
resultaria  em  mais  coelhos). 

(b)  Usamos  a Regra  da  Cadela  para  eliminar  t: 

dW  _ dW  dR 
dt  ~ dR  dt 
dW 

dW  ^ _ -0,02 IV  + 0,00002/?  IV 

dR  dR 
dt 


assim 


0,08 R - 0,001  RW 
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(c)  Se  pensarmos  em  W como  uma  fungao  de  R,  teremos  a equagao  diferencial 

dW  __  -0,02  W + omooiRw 

dR  ~ 0,08/?  - 0,001/?Wr 

Desenhamos  o campo  de  direcoes  para  essa  equacao  diferencial  na  Figura  1 e o usamos 
para  esbo^ar  varias  curvas-solu^ao  na  Figura  2.  Se  nos  movermos  ao  longo  de  uma 
curva-solucao,  veremos  como  o relacionamento  entre  R e W muda  com  o passar  do 
tempo.  Observe  que  as  curvas  parecem  estar  fechadas  no  sentido  de  que,  se  viajamos  ao 
longo  de  uma  curva,  sempre  retomamos  ao  mesmo  ponto.  Note  tambem  que  o ponto 
(1.000,  80)  esta  dentro  de  todas  as  curvas  solu^ao.  Esse  ponto  e denominado  ponto  de 
equilibrio,  porque  corresponde  a solu^ao  de  equilfbrio  R ~ 1.000,  W = 80. 


FIGURA  1 Campo  de  direcoes  para  o sistema  predador-presa  FIGURA  2 Retrato  de  fase  do  sistema 


Quando  representamos  as  solu^oes  de  um  sistema  de  equapoes  diferenciais  como  na 
Figura  2,  referimo-nos  ao  piano  RW  como  o piano  de  fase  e chamamos  as  cur\7as- 
solupao  de  trajetorias  de  fase.  Assim,  uma  trajetdria  de  fase  e um  caminho  tra9ado 
pelas  solu^oes  (R,  W)  com  o passar  do  tempo.  Um  retrato  de  fase  consiste  em  pontos  de 
equilfbrio  e trajetorias  de  fase  tfpicas,  como  mostrado  na  Figura  2. 

(d)  Comegar  com  1 .000  coelhos  e 40  lobos  corresponde  a desenhar  a curva-solupao  no 
ponto  Pq(  1 .000,  40).  A Figura  3 mostra  essa  trajetoria  de  fase  com  o campo  de  dire9oes 
removido.  Comeqando  no  ponto  P0  no  tempo  / = 0e  deixando  t aumentar,  movemo-nos  no 
sentido  horario  ou  no  anti-horario  ao  redor  da  trajetoria  de  fase?  Se  colocarmos  R = 1 .000  e 


R, 


FIGURA  3 

Trajetoria  de  fase  em  (1.000,  40) 
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W = 40  na  prime ira  equacao  diferencial,  teremos 
dR 

— = 0,08(1.000)  - 0,001(1.000)(40)  = 80  - 40  -40 
dt 

Como  dR/dt  > 0,  concluimos  que  R esta  aumentando  em  P0  e assim  nos  movemos  no 
sentido  anti-horario  ao  longo  da  trajetoria  de  fase. 

Vemos  que  em  Pq  nao  existem  lobos  suficientes  para  manter  ura  equilfbrio  entre  as 
populates;  dessa  forma,  a populagao  de  coelhos  aumenta.  Isso  resulta  em  mais  lobos  e 
eventualmente  existem  tantos  lobos  que  os  coelhos  tem  dificuldade  para  evita-los. 

Assim,  o numero  de  coelhos  comeca  a declinar  (em  P,,  onde  estimamos  que  R atinja 
a populacao  maxima  ao  redor  de  2.800).  Isso  significa  que  algum  tempo  depois  a 
popula^ao  de  lobos  comeca  a cair  (em  Pi,  onde  R = 1.000  e W ~ 140).  Mas  isso 
beneficia  os  coelhos;  portanto,  sua  populacao  depois  come?a  a aumentar  (em  P3,  onde 
W — 80  e R ~ 210).  Como  conseqiiencia,  a popula§ao  de  lobos  eventualmente  comeca  a 
aumentar  tambem.  Isso  acontece  quando  as  populates  retomam  a seus 
valores  iniciais  de  R = 1.000  e W — 40  e o ciclo  inteiro  comeca  novamente. 

(e)  Da  descri^ao  na  parte  (d)  de  como  as  populacoes  de  coelhos  e lobos  aumentam  e 
diminuem,  podemos  esbo^ar  os  graficos  de  R(t)  e W(t).  Suponha  que  os  pontos  Pi,  Pa  e 
P3  na  Figura  3 sejam  alcan?ados  nos  tempos  q,  q e q.  Entao  podemos  esbo^ar  graficos 
de  R e W como  na  Figura  4. 
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FIGURA  4 

Graficos  das  populates  de 
coelhos  e lobos  como 

fun^ao  do  tempo  Para  tomar  os  graficos  mais  faceis  de  comparar,  os  desenhamos  nos  mesmos  eixos, 

mas  com  esealas  diferentes  para  R e W,  como  na  Figura  5.  Note  que  os  coelhos  atingeni 
sua  populagao  maxima  cerca  de  um  quarto  de  ciclo  antes  dos  lobos. 


FIGURA  5 
Compara^ao  das  populafSes 
de  coelhos  e lobos 
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Uma  parte  importance  do  processo  de  modelagem,  como  discutimos  na  Seeao  1.2,  e 
interpretar  nossas  conclusoes  matematicas  como  provisoes  do  mundo  real  e testar  as  pier 
visoes  com  dados  reais.  A Hudson's  Bay  Company,  que  comegou  comerciando  peles  de 
animais  no  Canada  em  1670,  manteve  os  dados  a partir  de  1840.  A Figura  6 mostra  graft- 
cos  do  numero  de  peles  de  coelho  selvagem  e seu  predador,  o lince  canadense,  comercia- 
do  pela  companhia  em  um  periodo  de  90  anos.  Voce  pode  ver  que  as  osciiagoes  acopladas 
na  populacao  de  coelhos  selvagens  e linces,  prevista  pelo  modelo  de  Lotka-Voiterra,  real- 
mente  ocorrem  e o periodo  desses  ciclos  e de  aproximadamente  dez  anos. 


FIGURA  6 

Reiativa  abundancia  de  coelhos  e linces 
dos  registros  da  Hudson’s  Bay  Company 


Milhares  de 
linces 


Embora  o modelo  relativamente  simples  de  Lotka-Voiterra  tivesse  algum  sucesso  em 
explicar  e prever  as  populates  acopladas,  os  modelos  mais  sofisticados  tambem  tern  sido 
propostos.  Uma  maneira  de  modificar  as  equagoes  de  Lotka-Voiterra  e assumir  que,  na 
ausencia  de  predadores,  a presa  cresce  de  acordo  com  um  modelo  logfstico  com  capaci- 
dade  de  suporte  K.  Entao  as  equagoes  de  Lotka-Voiterra  (1)  sao  substituidas  pelo  sistema 
de  equagoes  diferenciais 


dR 

dt 


kR 


- aRW 


dW 

— “ ~rW  + bRW 
dt 


Esse  modelo  e investigado  nos  Exercicios  9 e 10. 

Os  modelos  tambem  tern  sido  propostos  para  descrever  e prever  mveis  de  populagao  de 
duas  especies  que  competem  peios  mesmos  recursos  ou  cooperam  por  beneffcios  mutuos. 
Esses  modelos  serao  explorados  no  Exercicio  2. 


Exercicios 


1.  Para  cada  sistema  predador-presa,  detemiine  qua!  das 
variaveis,  jc  ou  y,  representa  a populacao  de  presas  e qual 
representa  a populagao  de  predadores.  O crescimento  das 
presas  e restrito  apenas  peios  predadores  ou  por  outros  fatores 
tambem'?  Os  predadores  se  alimentam  apenas  das  presas  ou 
eles  tern  oulras  fontes  de  alimentagao?  Explique. 

- — 0,05x  + 0,000  ivy 
= 0,ly  ~ 0,005.ry 

* 0,2.x  - 0,0002x2  - 0,006.vy 
= -0,01 5y  + 0,00008.ry 


(a) 


(b) 


dx 

dt 

dy_ 

dt 

dx 

dt 

dy 

dt 


2.  Cada  sistema  de  equagoes  diferenciais  e um  modelo  para  duas 
especies  que  competem  pelas  mesmas  fontes  ou  cooperam  por 
mutuo  beneffcio  (plantas  em  floragao  e insetos  polinizadores, 
por  exemplo).  Decida  qua!  sistema  descreve  a eompetigao  ou  a 
cooperagao  e explique  por  que  este  e um  modelo  razoavel. 
(Pergunte-se  qual  e o efeito  que  o aumento  de  uma  das 
especies  tem  na  taxa  de  crescimento  da  outra.) 

= 0,12x  - 0,0006x2  + 0,0000 lxy 

— 0,08x  + 0,00004xy 

- 0,15x  - 0, 0002x2  - 0,0006xy 
= 0,2y  - 0,00008y2  - 0,0002.xy 


(a) 


(b) 


dx 

~dt 

dy 

~dt 

dx 

dt 

dy_ 

dt 
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3-4  n Uma  trajetona  de  fase  e mostrada  para  as  popula9oes  de 
coelhos  (R)  e raposas  (F), 

(a)  Descreva  corao  cada  popula<jao  muda  com  o passar  do  tempo. 

(b)  Use  sua  descri<jao  para  fazer  um  esbo^o  grosseiro  dos  graficos 
de  R e F como  fun^oes  do  tempo. 


S— I □ Graficos  de  populates  de  duas  especies  sao  ilustrados. 
Use-os  para  esbocar  a trajetoria  de  fase  correspondente. 


v 

1.200 1 
1.000  + 
800 
600 
400 
200 


0 


/ 


especies 


especies 


!0 


15 


7.  No  Exemplo  1(b)  mostramos  que  as  populates  de  coelhos  e 
lobos  satisfazem  a equaqao  diferencial 

dW  _ —Q,02fV  4-  0,000Q2/?yy 
dR  ~ 0,08 R ~ 0,00 1RW 

Resolvendo  essa  equacao  diferencial  separavel,  mostre  que 
omw  ~~  ^ 

onde  C e uma  constante. 

E imposstvel  resolver  essa  equacao  para  W como  uma  funcao 
exph'cita  de  R (ou  vice-versa).  Se  voce  river  um  sistema  algebrico 
computacional  que  plota  curvas  definidas  implicitamente,  use 
essa  equacao  e seu  CAS  para  desenhar  a curva-solucao  que  passa 
pelo  ponto  (L000,  40)  e compare  com  a Figura  3. 

8.  As  popula<j5es  de  pulgoes  e joaninhas  sao  modeladas  pelas 
equagoes 

dA 

~~r  * 2A  ~~  0,01  AL 
dt 

dl 

— = —0,5L  + 0.0001AL 
dt 

(a)  Calcule  as  solu^oes  de  equilibrio  e explique  seu 
significado. 

(b)  Encontre  uma  expressao  para  dL/dA. 

(c)  O eampo  de  dire^oes  para  a equacao  diferencial  na  parte 
(b)  e mostrado.  Use-o  para  esbo9ar  um  retrato  de  fase. 

O que  as  trajet6rias  de  fase  tern  em  comum? 

L 

400 

300 

200 

100 


5.000  10.000  15.000  d 
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(d)  Suponha  que  no  tempo  t = 0 existam  1.000  pulgoes  e 200 
joaninhas.  Desenhe  a trajeioria  de  fase  correspondente  e 
use-a  para  descrever  como  as  popuia?oes  variam. 

(e)  Use  a parte  (d)  para  fazer  esbo?os  das  populates  de 
pulgoes  e joaninhas  como  fun$oes  de  t.  Como  os  graficos 
estao  relacionados? 

9.  No  Exemplo  1 usamos  as  equates  de  Lotka-Volterra  para 
modelar  as  populates  de  coelhos  e lobos.  Vamos  modificar 
aquelas  equates  como  a seguir: 

— - 0,08/7(1  - 0,0002/?)  - 0,001  RW 
dt 

dW 

= -0,02  W + 0MQ02RW 

dt 

(a)  De  acordo  com  essas  equates,  o que  acontece  a 


popuiacao  de  coelhos  na  ausencia  dos  lobos? 

W* 


30  I + — — — t— t > 

600  800  1.000  1.200  1.400  1.600  R 


(b)  Calcule  as  solucoes  de  equihbrio  e explique  seus 
significados. 

(c)  A figura  mostra  a trajetorsa  de  fase  que  come^a  no  ponto 
(1.000,  40).  Descreva  o que  finalmente  ocorre  as 
popuIa?6es  de  coelhos  e lobos. 

(d)  Esboce  os  graficos  das  populates  de  coelhos  e lobos 
como  fun^oes  do  tempo. 

10.  No  Exercicio  8 modelamos  populates  de  pulgoes  e joaninhas 

com  uni  sistema  Lotka-Volterra.  Suponha  que  modifiquemos 

aquelas  equacoes  como  a seguir: 

~ - 2A(1  - 0,0001 A)  - G,0L4L 
dt 

dL 

= —0,512  + 0,0001  A L 
dt 

(a)  Na  ausencia  de  joaninhas,  o que  o modelo  preve  sobre  os 
pulgoes? 

(b)  Encontre  as  solucoes  de  equihbrio. 

(c)  Encontre  uma  expressao  para  dL/dA. 

(d)  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  desenhar  urn 
campo  de  direpoes  para  a equacao  diferencia!  na  parte  (c). 
Entao  use  o campo  de  dire^oes  para  esbo^ar  um  retrato  de 
fase.  O que  as  trajetorias  de  fase  tem  em  comum? 

(e)  Suponha  que  no  tempo  t — 0 existam  1 .000  pulgoes  e 200 
joaninhas.  Desenhe  a trajetoria  de  fase  correspondente  e 
use-a  para  descrever  como  ambas  as  populates  variam. 

(f)  Use  a parte  (e)  para  fazer  esbo^os  das  populates  de 
pulgoes  e de  joaninhas  como  fun?oes  de  /.  Como  os 
graficos  sao  relacionados? 


Revisao 


1.  (a)  O que  e uma  equacao  diferencial? 

(b)  O que  e a ordem  de  uma  equacao  diferencial? 

(c)  O que  6 uma  condi^ao  inicial? 

2.  O que  voce  pode  dizer  sobre  as  solucoes  da  equacao 

y>  — x2  4-  apenas  olhando  para  a equacao  diferencial? 

3.  O que  e um  campo  de  dire^oes  para  a equacao  diferencial 

y'  * Fix,  y)? 

4.  Explique  como  o metodo  de  Euler  funciona. 

5.  O que  e uma  equacao  diferencial  separavei?  Como  voce  a 
resolve? 

8.  O que  e uma  equacao  diferencial  linear  de  primeira  ordem? 
Como  voce  a resolve? 


1.  (a)  Escreva  uma  equacao  diferencial  que  expresse  a lei  de 
crescimento  natural.  O que  da  diz  em  termos  da  taxa 
de  crescimento  relativo? 

(b)  Sob  quais  circunstancias  este  e urn  modelo  apropriado  para 
o crescimento  populacional? 

(c)  Quais  sao  as  solugoes  dessa  equa§ao? 

8.  (a)  Escreva  a equacao  logfstica. 

(b)  Sob  quais  circunstancias  este  e um  modelo  apropriado  para 
o crescimento  populacional? 

9.  (a)  Escreva  equates  de  Lotka-Volterra  para  modelar 

populates  de  peixes  (F)  e tubaroes  (S), 

(b)  O que  essas  equacoes  dizem  sobre  cada  popuiacao  na 
ausencia  da  outra? 


VER1FICACAO  DE  CONCEITOS 
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TESTES  FALSO-VERDADEIRO 


Determine  se  a afirmagao  e verdadeira  ou  falsa.  Se  for  verdadeira,  explique  a 
razao.  Se  for  falsa,  explique  a razao  ou  de  urn  contra-exemplo. 

1.  Todas  as  solugoes  da  equacao  diferencial  y'  — ~1  — y4  sao 
fungoes  decrescentes. 

2.  A fungao  f(x)  = (In  x)/x  e uma  solugao  da  equacao  difereneiaJ 
xV  + xv  — 1. 

3.  A equagao  y'  = x + y e separavel. 

4.  A equagao  yr  — 3>!  — 2x  + 6 xy  — 1 e separavel. 


5.  A equagao  exy‘  — v e linear. 

6.  A equacao  y'  + xy  = ey  e linear. 

7.  Se  y for  a solugao  do  problema  de  valor  inicial 


dy 

dt 


entao  lim,.-*«y  — 5. 


v(0)  - 1 


EXERCICIOS 


1.  (a)  Um  campo  de  diregoes  para  a equagao  diferencial 

y'  — j(v  — 2)(  v — 4)  e mostrado.  Esboce  os  grSficos  das 
solugoes  que  satisfazem  as  eondigoes  iniciais  dadas. 

(i)  y(0)  - -0,3  (ii)  >(0)  — i 

(iii)  >*(0)  = 3 (iv)  v(0)  - 4,3 

(b)  Se  a condigao  inicial  for  >’(0)  ~ c,  para  quats  valores  de  c 
lim,_Ky(/)  e finito?  Quais  sao  as  solugoes  de  equilibrio? 

6 T 1 > ! i ' 


4 -- 
2-1 


•f 


X t 


X 


2.  (a)  Esboce  um  campo  de  diregoes  para  a equagao  diferencial 

y'  = xjy_  Entao  use-o  para  esbogar  as  quatro  solugoes  que 
satisfazem  as  eondigoes  iniciais  >-(0)  = 1,  >’(0)  = -1, 

>•(2)  = 1 e y(- 2)  = 1. 

(b)  Verifique  seu  trabalho  na  parte  (a)  resolvendo  a equagao 
diferencial  explicitamente.  Que  tipo  de  curva  e cada 
curva-solugao? 

3.  (a)  Um  campo  de  diregoes  para  a equagao  diferencial 

y'  — x2  — y 2 e mostrado.  Esboce  a solugao  do  problema 
de  valor  inicial 


(b)  Use  o metodo  de  Euler  com  passo  0, 1 para  estimar  >(0,3), 
onde  y(x)  € a solugao  do  problema  de  valor  inicial  na  parte 
(a).  Compare  com  sua  estimativa  da  parte  (a). 

(c)  Em  que  retas  estao  localizados  os  centros  dos  segmentos  de 
reta  horizontais  do  campo  de  diregoes  da  parte  (a)?  O que 
acontece  quando  uma  curva-solugao  intercepta  essas  retas? 

4.  (a)  Use  o metodo  de  Euler  com  passo  0,2  para  estimar  y(0,4), 
onde  e y(x)  e a solugao  do  problema  de  valor  inicial 

y'  — 2xy2  >(0)  = 1 

(b)  Repita  a paile  (a)  com  passo  0,1. 

(c)  Encontre  a solucao  exata  da  equagao  diferencial  e 
compare  com  o valor  em  0,4  com  as  aproximagdes  nas 
partes  (a)  e (b). 

5-8  c Resolva  a equagao  diferencial. 


/ = x2  - y-  y(0)  = 1 


_ dx 

5.  v'  — xe  seai'  — y cos x 6.  — — l— t + x — tx 

dt 


Use  seu  grafico  para  estimar  o valor  de  y(0,3). 


1,  (3v2  4-  2 y)y*  = x cos  x 8.  x2y!  — y = 2x3  e' 


Mx 
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9-11  c Resoiva  o problema  de  valor  iniciai. 

9,  xy  v'  = In  x,  y(1)  — 2 

1G.  1 + x = 2xyy',  x > 0,  y(  1)  = -2 

11.  y'  + y — v'xe“r,  y(0)  — 3 

12.  Resoiva  o problema  de  valor  iniciai  2yy'  — xe  \ y(0)  = i e 
plote  a solu9ao. 

13-14  G Encontre  as  trajetorias  ortogonais  da  famflia  de  curvas. 

13.  kx2  + v2  *=  ! 14.  y - — 

1 4-  x~ 

15.  Uma  cultura  de  bacterias  come^a  com  i.000  bacterias,  e a taxa 
de  crescimento  e proporcional  ao  numero  de  bacterias.  Depots 
de  duas  horas  a popula^ao  e 9.000. 

(a)  Encontre  uma  expressao  para  o numero  de  bacterias  depois 
de  t horas. 

(b)  Calcule  o numero  de  bacterias  depois  de  tres  horas. 

(c)  Calcule  a taxa  de  crescimento  depois  de  tres  horas. 

(d)  Quanto  tempo  leva  para  o numero  de  bacterias  dobrar? 

16.  Um  isotopo  de  estroncio,  9,!Sr,  tern  uma  meia-vida  de  25  anos. 

(a)  Calcule  a massa  de  90Sr  que  resta  a partir  de  uma  amostra 
de  18  mg  depois  de  t anos. 

(b)  Quanto  tempo  levaria  para  a massa  decair  para  2 mg? 

17.  Seja  C(t)  a concentra^ao  de  um  remedio  na  circula^ao 
sangufnea.  A medida  que  o corpo  elimina  o remedio,  C(?) 
diminui  com  uma  taxa  que  e proporcional  a quantidade  de 
medicamento  que  esta  presente  naquele  momento.  Entao, 

C(t)  — —kC(t),  onde  k e um  numero  positivo  chamado 
constante  de  elimmagao  do  remedio. 

(a)  Se  C0  for  a concentra^ao  no  tempo  t = 0,  encontre  a 
concentra^ao  no  tempo  i . 

(b)  Se  o corpo  eliminar  metade  do  remedio  em  30  horas, 
quanto  tempo  levara  para  eliminar  90%  do  medicamento? 

18.  (a)  A popula^ao  mundial  era  de  5,28  bilhoes  em  1990  e 6,07 

bilhoes  em  2000.  Encontre  um  modelo  exponencial  para 
esses  dados  e use-o  para  prever  a populacao  mundial  no 
ano  2020. 

(b)  De  acordo  com  o modelo  na  parte  (a),  quando  a populacao 
mundial  excedera  10  bilhoes? 

(c)  Use  os  dados  na  parte  (a)  para  encontrar  um  modelo 
logistieo  para  a populacao.  Assuma  a capacidade  de 
suporte  de  100  bilhoes.  Entao  use  o modelo  logistieo 
para  prever  a populacao  era  2020.  Compare  sua 
previsao  com  o modelo  exponencial. 

(d)  De  acordo  com  o modelo  logistieo,  quando  a populacao 
mundial  excederd  10  bilhoes?  Compare  com  suas  provisoes 
na  parte  (b). 

IS,  O modelo  de  crescimento  de  Von  Bertalanffy  e usado  para 

prever  o eomprimento  Ht)  de  um  peixe  em  um  |>eriodo  de  tempo. 


Se  jU  for  o maior  eomprimento  para  uma  especie,  entao  a 
hipotese  e que  a taxa  de  crescimento  no  eomprimento  seja 
proporcional  a L, „ ~ L,  o eomprimento  que  ainda  pode  ser 
alcan^ado. 

(a)  Fonnule  e resoiva  uma  equacao  diferencial  para  encontrar 
uma  expressao  para  Lit). 

(b)  Para  o hadoque  do  Mar  do  Norte  foi  determinado  que 
Z.,:  ~ 53  cm,  L(0)  — 10  cm,  e a constante  de 
proporcional idade  e 0.2.  Como  e a expressao  para  L(t)  com 
esses  dados? 

20.  Um  tanque  content  100  L de  agua  pura.  A agua  salgada 

contendo  0,1  kg  de  sal  por  litro  entra  no  tanque  a uma  taxa  de 
10  L/min.  A solugao  e agitada  e retirada  do  tanque  na  mesma 
taxa.  Quanto  sal  permanece  no  tanque  depois  de  seis  minutos? 

21-  Um  modelo  para  a propaga9ao  de  uma  epidemia  e que  a taxa 
de  propaga9ao  e proporcional  ao  numero  de  pessoas  infectadas 
e ao  numero  de  pessoas  nao  infectadas.  Em  uma  cidade  isolada 
de  5.000  habitantes,  160  pessoas  tern  uma  doen9a  no  come9o 
da  semana  e 1 .200,  no  final  da  semana.  Quanto  tempo  levara 
para  80%  da  popula9ao  se  contaminar? 

22.  A Lei  de  Brentano-Stevens  em  psicologia  modela  a maneira 
como  um  objeto  de  estudo  reage  a um  estimulo.  Ela  estabelece 
que,  se  R representar  a rea9ao  a quantidade  de  estimulo  S’, 
entao  as  taxas  relativas  de  aumento  sao  proporcionais: 

l dR  k dS 

R dt  S dt 

onde  k e uma  constante  positiva.  Encontre  R como  uma 
funcao  de  S. 

23.  O transporte  de  uma  substancia  atraves  de  uma  parede 
capilar  na  fisiologia  puimonar  tern  sido  modelado  pela 
equa9ao  diferencial 

dh_^  / h \ 

dt  V \k  + h) 

onde  ht  a concentra9§o  de  hormonio  na  corrente  sangiiinea,  t 
6 o tempo,  Re  a taxa  maxima  de  transporte,  V'  e o volume  do 
capilar  elea  constante  positiva  que  mede  a afinidade  entre  os 
hormonios  e as  enzimas  que  auxiliam  o processo.  Resoiva  essa 
equa9§o  diferencial  para  encontrar  uma  rela9ao  entre  ht  l. 

24.  As  popula9oes  de  passaros  e insetos  sao  modeladas  pelas 
equa9oes 

dx  dv 

__  = 0,4x  - 0,002.yy  ~ = —0,2)'  + 0,000008xy 

(a)  Quais  das  variaveis  (x  ou  y)  representa  a populacao  de 
passaros  e qual  representa  a populacao  de  insetos? 

Explique. 

(b)  Calcule  as  solucoes  de  equilfbrio  e explique  seu 
significado. 
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(c)  Encontre  uma  expressao  para  dy/dx. 

(d)  O campo  de  di redoes  para  a equa^ao  diferencia!  na  parte 
(c)  e mostrado.  Use-o  para  esbo^ar  a trajetoria  de  fase 
correspondente  as  populates  iniciais  de  500  passaros  e 
40.000  insetos.  Entao  use  a trajetoria  de  fase  para 
descrever  como  ambas  as  populacoes  variam. 


v 

400 

300- 

200* 


x x x x 

X X X X X 

X X X X \ \ 

X X X \ \ \ 


\ \ 


\ 


100- 


\ X 
V 


f— — 

20.000  40.000  60.000 


(e)  Use  a parte  (d)  para  fazer  esbo/jos  das  populacoes  de 
passaros  e insetos  como  fun?6es  do  tempo.  Como  esses 
graficos  estao  relacionados? 

25.  Suponha  que  o modelo  do  Exercicio  24  seja  trocado  pdas 
equates 


dx 

« 0,4x(I  - 0,0000054  - 0,002xv 
dt 


= — 0,2v  + 0,000008x>- 
dt 

(a)  De  acordo  com  essas  equates,  o que  acontece  a 
popula^ao  de  insetos  na  ausencia  dos  passaros? 

(b)  Encontre  as  solutes  de  equilibrio  e explique  seu 
significado. 

(c)  A figura  mostra  a trajetoria  de  fase  que  come^a  com 
100  passaros  e 40.000  insetos.  Descreva  o que 
ocorre  finalmente  com  as  populacoes 

de  passaros  e insetos. 


y a 

260  - 
240  -- 
220  -- 
200  -- 
180- 
160  - 
140 
120" 
100 -- 


$ 

S ;■  ■ i I 

10.000  15.000  25.000  35.000 


45.000 


,v 


(d)  Esboce  os  graficos  das  populacoes  de  passaros  e insetos 
como  fun$oes  do  tempo. 

26.  Barbara  pesa  60  kg  e esta  em  uma  dieta  de  1600  calorias  por 
dia,  das  quais  850  sao  usadas  diretamente  pelo  metabolismo 
basal.  Ela  gasta  cerca  de  15  cal/kg/dia  vezes  seu  peso  fazendo 
exercicios.  Se  1 kg  de  gordura  tiver  10.000  cal  e assumirmos 
que  a reserva  de  calorias  na  forma  de  gordura  seja  100% 
eficiente,  formule  uma  equacao  diferencial  e resolva-a  para 
encontrar  o peso  dela  em  fun^ao  do  tempo.  O peso  de  Barbara 
finalmente  se  aproxima  de  um  peso  de  equilibrio? 

27,  Quando  um  cabo  flexi'vel  de  densidade  uniforme  e suspense 
entre  dois  pontos  fixes  e fica  pendurado  a merce  de  seu 
proprio  peso,  a forma  y = fix)  do  cabo  satisfaz  uma  equacao 
diferencial  do  tipo 


onde  k e uma  constante  positiva.  Considere  o cabo  mostrado  na 
figura. 

(a)  Seja  z — dy/dx  na  equacao  diferencial.  Resolva  a equacao 
diferencial  de  primeira  ordem  (em  z)  e depois  integre  para 
encontrar  y. 

(b)  Determine  o comprimento  do  cabo. 


FIGURA  PARA  0 PROBLEMA  7 


1.  Encontre  todas  as  funcoes  / tal  que  /'  e contlnua  e 

j fix)}'  — 100  + j {[/(r)]2  + [f'(t)]2}dt  para  todo.v  real. 

Jo 

2.  Um  estudante  esqueceu  a Regra  do  Produlo  para  a derivada  e cometeu  o erro  de  pensar  que 
(fg)'  ~ f'g'.  Contudo,  ele  teve  sorte  e obteve  a resposta  certa.  A fun$ao / que  ele  usou  era 
y(Aq  = g*1  e o dominio  de  seu  problema  era  o intervalo  (5,  =»).  Qual  era  a funqao  g'l 

3.  Seja / uma  fungao  com  a propriedade  que  /(())  — 1,  /'( 0)  = 1 e f{a  + b ) ™ f{a)f{b)  para 
todos  os  numeros  reais  a e b.  Mostre  que  f'(x)  = / (x)  para  todo  x e deduza  que  fix)  — e\ 

4.  Encontre  todas  as  funfbes/que  satisfazem  a equacao 


5.  Uma  tona  de  pessego  e tirada  do  forno  as  17  horas.  Quando  saiu  do  forno  tinha  uma 
temperatura  de  100  °C.  As  17hl0,  sua  temperatura  era  de  80  °C;  as  I7h20,  a temperatura 
era  de  65  °C.  Qual  e a temperatura  da  sala? 

6.  Come^a  a cair  neve  durante  a manha  do  dia  2 de  fevereiro  e continua  constantemente  durante 
a tarde.  Ao  meio-dia  um  velculo  removedor  de  neve  corneca  a retira-la  de  uma  estrada  com 
uma  taxa  constante.  O vefculo  percorreu  6 km  do  meio-dia  ate  a 1 bora  da  tarde,  mas  apenas 
3 km  da  1 hora  ate  as  2 horas  da  tarde.  Quando  a neve  com^ou  a cair?  [ Dicas : Para  comecar, 
seja  t o tempo  medido  em  horas  depois  do  meio-dia;  seja  x(f)  a distancia  percorrida  pelo 
vefculo  removedor  de  neve  em  um  tempo  /;  entao  a velocidade  do  velculo  e dxjdt. 

Seja  b o numero  de  horas  antes  do  meio-dia  quando  come^ou  a nevar.  Encontre  uma  expressao 
para  a altura  da  neve  no  tempo  t.  Entao  use  a inlormacao  dada  de  que  a taxa  de  remo^ao 
R (em  m3/h)  e constante.] 

7.  Um  cachorro  ve  um  coelho  correndo  em  linha  reta  atraves  de  um  campo  aberto  e come?a  a 
caca-lo.  Em  um  sistema  de  coordenadas  retangular  (como  mostrado  na  figura),  assuma: 

(i)  O coelho  esta  na  origem  e o cachorro,  no  ponto  (L,  0),  no  primeiro  instante  em 
que  o cachorro  ve  o coelho. 

(ii)  O coelho  corre  no  eixo  y to  cachorro,  em  linha  reta  na  dire^ao  do  coelho. 

(iii)  O cachorro  corre  na  mesma  velocidade  do  coelho. 

(a)  Mostre  que  o caminho  do  cachorro  e o grdfico  da  fun5ao  y ~ f(x),  onde  y satisfaz  a 
equaqao  diferencial 


(b)  Determine  a solucao  da  equacao  na  parte  (a)  que  satisfaz  as  condi^oes  iniciais  y — y‘  — 0 
quando  x — L,  [Dica:  Fa$a  z — dy/dx  na  equacao  diferencial  e resolva  a ecjua^ao  de 
primeira  ordem  resultante  para  encontrar  z;  entao  integre  z para  encontrar  >>.] 

(c)  O cachorro  alcanna  o coelho? 

8.  (a)  Suponha  que  o cachorro  no  Problema  7 corra  duas  vezes  mais  rapido  que  o coelho. 
Encontre  uma  equacao  diferencial  para  a trajetoria  do  cachorro.  Entao  resolva-a  para 
encontrar  o ponto  onde  o cachorro  pega  o coelho. 

(b)  Pressuponha  que  o cachorro  corra  com  a metade  da  velocidade  do  coelho.  Quao  proximo 
o cachorro  chega  do  coelho?  Quais  sao  suas  posi5oes  quando  eles  estao  o mais  proximo 
posstvel? 

8.  Um  engenheiro  deve  apresentar  algumas  estimativas  a sua  companhia  sobre  uma  nova  planta 
de  alume  eonsiderando  a capacidade  de  um  silo  desenhado  para  conter  minerio  de  bauxita  ate 
este  ser  processado  em  alume.  O minerio  parece  po  de  talco  cor-de-rosa  e e despejado  a partir 
de  uma  esteira  transportadora  no  topo  do  silo.  O silo  e um  cilindro  de  100  pes  de  altura  com 


sits 


SIllliSBI* 


raio  de  200  pes.  O transporte  carrega  60.000k  pes?'/h  e o minerio  mantem  um  formato  conico 
cujo  raio  e 1,5  vez  a sua  altura. 

(a)  Se,  em  um  tempo  t determinado,  a pilha  liver  60  p€s  de  altura,  quanto  tempo  levara  para 
ela  alcancar  o topo  do  silo? 

(b)  A administracao  quer  saber  quanto  espaijo  sera  reservado  no  chao  do  silo  quando  a pilha 
liver  60  pes  de  altura.  Quao  rapido  esta  crescendo  a area  do  chao  quando  a pilha  estiver  a 
essa  altura? 

(c)  Suponha  que  um  carregador  comece  a remover  o minerio  a uma  taxa  de  20.000k  pes’/h 
quando  a altura  da  pilha  alcanca  90  pes.  Suponha  tarnbem  que  a pilha  continue  a man  ter 
seu  formato.  Quanto  tempo  levara  para  a pilha  atingir  o topo  do  silo  nessas  conduces? 

10.  Ache  a curva  que  passa  atraves  do  ponto  (3,  2)  e tern  a propriedade  de  que,  se  a reta  tangenle 
for  desenhada  em  qualquer  ponto  P na  curva,  entao  a parte  da  reta  tangente  que  esta  no 
primeiro  quadrante  e dividida  em  P. 

11.  Lembre~se  de  que  a reta  normal  a uma  curva  em  um  ponto  P na  curva  e a reta  que  passa 
atraves  dePee  perpendicular  a reta  tangente  em  P.  Ache  a curva  que  passa  atraves  do  ponto 
(3,  2)  e tern  a propriedade  de  que,  se  a reta  normal  for  desenhada  em  qualquer  ponto  na  curva, 
cortara  o eixo  y no  ponto  6. 

12.  Encontre  todas  as  curvas  com  a propriedade  de  que,  se  a reta  normal  for  desenhada  em 
qualquer  ponto  P na  curva,  entao  a parte  da  reta  normal  entre  P to  eixo  x 6 dividida  em  duas 
partes  iguais  pelo  eixo  >s. 
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Equa^oes 
Parametricas  e 
Coordenadas  Polares 


As  curvas  parametricas  sao 
usadas  para  representar  letras 
e oiitros  slmbolos  em 
impressoras  a laser, 

Veja  o Projeto  de  Laboratories 
na  pagina  664 


Ate  agora  descrevemos  as  curvas  planas,  dando  y como  uma  fungao  de  x [y  = fix)] 
ou  x como  uma  fungao  de  y [x  =?  g(y)]  ou  fornecendo  a reiagao  entre  x e y que 
define  y implicitamente  como  uma  fungao  de  x [f(x,  y)  = 0],  Neste  capitulo 
discutiremos  dois  novos  metodos  para  descrever  as  curvas. 

Aigumas  curvas,  como  a cicioide,  sao  mais  bem  manipuladas  quando  x e y 
sao  dados  em  termos  de  uma  terceira  variavel  t,  chamada  parametro 
[x  ~f(t),y  = g(t )].  Outras  curvas,  como  a cardioide,  tern  sua  descrigao  mais 
conveniente  quando  usamos  um  novo  sistema  de  coordenadas,  denominado 
sistema  de  coordenadas  polares. 


10.1 


Curvas  Definidas  por  Equates  Parametricas 


V. 

C 



7 o 

.V 

FIGURA 

1 

Imagine  que  uma  particuia  se  mova  ao  longo  de  uma  curva  C,  como  mostrado  na  Figura  1. 
E impossivel  descrever  C por  uma  equagao  do  tipo  y — f(x)  porque  C falha  no  Teste  da 
Reta  Vertical.  Mas  as  coordenadas  x e y da  particuia  sao  fungdes  do  tempo  e,  assim, 
podemos  escrever  x = fit)  e y = g(t).  Esse  par  de  equagoes  e,  muitas  vezes,  uma  maneira 
conveniente  de  descrever  uma  curva  e faz  surgir  a seguinte  deiinigao. 

Suponha  que  x e y sejam  ambas  dadas  como  fungdes  de  uma  terceira  variavel  t (denomi- 
nada  parametro)  pelas  equagoes 


x = fit)  y “ git) 

(charaadas  equagoes  parametricas).  Cada  valor  de  i determina  um  ponto  (x,  y),  que 
podemos  plotar  em  um  piano  coordenado.  Quando  t varia,  o ponto  (x,  y)  = (Jit),  g(t ))  varia 
e traga  a curva  C,  que  chamamos  curva  parametrica.  O parametro  t nao  representa  o 
tempo  necessariamente  e,  de  fato,  poderiamos  usar  outra  letra  em  vez  de  t para  o para- 
metro. Porem,  em  muitas  aplicagoes  das  curvas  parametricas,  t denota  tempo  e,  portanto, 
podemos  interpretar  (x,  y)  — ( fit ),  git))  como  a posigao  de  uma  particuia  no  tempo  t. 


EXEMPLO  1 □ Esboce  e identifique  a curva  definida  pelas  equagoes  parametricas 


x — (~  2t  y ==  t + 1 

S0LUQA0  Cada  valor  de  t fomece  um  ponto  na  curva,  como  mostrado  na  tabela.  Por 
exemplo,  se  t = 0,  entao  x = 0,  y — 1 e assim  o ponto  correspondente  e (0,  1).  Na 
Figura  2 plotamos  os  pontos  (x,  y)  determinados  por  diversos  valores  do  parametro  e os 
unimos  para  produzir  uma  curva. 
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FIGURA  2 


Uma  particuia  cuja  posigao  e dada  por  equagdes  parametricas  se  move  ao  longo  da 
curva  na  diregao  das  setas  quando  t aumenta.  Note  que  os  pontos  consecutivos  marcados 
na  curva  aparecem  em  interv'alos  de  tempo  iguais,  mas  nao  a distancias  iguais.  Isso 
ocorre  porque  a particuia  desacelera  e entao  acelera  quando  t aumenta. 
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Parece  que,  a partir  da  Figura  2,  a curva  tragada  pela  particula  pode  ser  uma  parabola.  Isso 
pode  ser  confirmado  pela  eiiminacao  do  parametro  /,  como  a seguir.  Obtemos  / — y — la 
partir  da  segunda  equagao  e substitufmos  na  primeira  equacao.  Isso  fomece 


x — t2  ~ 2 / = (y  - l)2  - 2(y  — 1)  — y2  - Ay  + 3 


(8,  5) 


\ (0.  1) 

- - — ~ x 

FiGURA  3 
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FIGURA  5 
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FIGURA  6 


e assim  a curva  representada  pelas  equagdes  parametricas  dadas  e a parabola 
x = y2  — Ay  + 3. 

Nenhuma  restrigao  foi  colocada  no  parametro  / no  Exemplo  1;  assim,  assumimos  que  / 
poderia  ser  qualquer  numero  real.  No  entanto,  algumas  vezes  restringimos  t para  bear  em 
um  intervalo  finito.  Por  exemplo,  a curva  parametrica 

x “ r - 2/  y — / + 1 0 *£  / 4 

mostrada  na  Figura  3 e a parte  da  parabola  no  Exemplo  1 que  comega  no  ponto  (0,  1 ) e ter- 
mina  no  ponto  (8,  5).  A seta  indica  a diregao  na  qual  a curva  e tragada  quando  / aumenta 
de  0 ate  4. 

Em  geral,  a curva  com  equacdes  parametricas 

* = fit)  y = git)  a^t^b 

tern  ponto  inicial  (/(a),  g(a))  e ponto  final  g(b)). 

2 Que  curva  e representada  pelas  equagdes  parametricas  x = cos  /, 
y — sen  t,  0 ^ 2 7 r? 

S0LUQA0  Se  plotarmos  os  pontos,  parece  que  a curva  e circulo.  Podemos  confirmar  esta 
impressao  pela  eliminagao  de  t.  Note  que 

x 2 + y 1 — cos  2t  + sen2/  = 1 

Entao  o ponto  (x,  y)  se  move  no  circulo  unitario  x2  + y2  — L Note  que,  neste  exemplo, 
o parametro  t pode  ser  interpretado  como  o angulo  (em  radianos)  mostrado  na  Figura  4. 
Quando  t aumenta  de  0 ate  2 tt,  o ponto  (x,  y)  = (cos  /,  sen  t)  se  move  uma  vez  ao  redor 
do  circulo  no  sentido  anti-horario  partindo  do  ponto  (1,0). 

EXEMPLO  3 l:  Que  curva  e representada  pelas  equagdes  parametricas  x = sen  2t, 
y — cos  2/,  0 ^ ( sS  27 r? 

S0LUQA0  Novamente  ternos 

x1  + y*  — sen2  2 1 + cos2  It  — 1 

assim  as  equagdes  parametricas  representam  o circulo  unitario  x2  + y2  = 1.  Mas  quando 
t aumenta  de  0 ate  27r,  o ponto  (x,  y)  = (sen  2t,  cos  2t)  comega  em  (0,  1)  e se  move  duas 
vezes  ao  redor  do  circulo  no  sentido  horario,  como  indieado  na  Figura  5. 

Os  Exemplos  2 e 3 inostram  que  diferentes  conjuntos  de  equagdes  parametricas  podem 
representar  a mesma  curva.  Entao  distinguimos  uma  curva,  que  e um  conjunto  de  pontos, 
e uma  curva  parametrica , na  qual  os  pontos  sao  tragados  em  uma  ordem  particular. 

EXEMPLO  4 □ Esboce  a curva  com  equagdes  parametricas  x = sen  t , y = sen2/. 

S0LUQA0  Observe  que  y = (sen  t)2  ==  x2  e dessa  forma  o ponto  (x,  y)  se  move  na  parabola 
y = xy  Mas  note  tambem  que,  como  -1  *£  sen  / *£  1.  temos  — 1 x L assim  as 
equagdes  parametricas  representam  apenas  a parte  da  parabola  onde  — 1 x *£  1.  Como 
sen  / e periodica,  o ponto  (x,  y)  — (sen  /,  sen2/)  se  move  para  a frente  e para  tras  infinita- 
mente  ao  longo  da  parabola  de  (- 1,  1)  ate  (1, 1).  (Veja  a Figura  6.)  tt 
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X = cos  t 


x ~ cos  / v = sen  2 1 


v = sen  2/ 


FIGURA  7 


ILJ  Aparelhos  Graficos 

A maioria  das  calculadoras  graficas  e dos  programas  graficos  computacionais  pode  ser 
usada  para  plotar  as  curvas  definidas  por  equagoes  parametricas.  De  fato,  e instrutivo  olhar 
uma  curva  parametrica  sendo  desenhada  por  uma  calculadora  grafica,  porque  os  pontos  sao 
plotados  na  ordem  em  que  os  valores  do  parametro  correspondente  aumentam. 


EX£ilFl9  § :::  Use  um  dispositivo  grafico  para  plotar  a curva  x **  v4  ~ 3v2. 

SOLUQAO  Se  fizermos  o parametro  ser  t ~ y,  entao  temos  as  equagoes 

x — t4  — 3t2  y ~ t 

Usando  essas  equates  parametricas  para  plotar  a curva,  obtemos  a Figura  8.  Seria  possivel 
resolver  a equagao  dada  (x  = yA  -3 y2)  para  y como  quatro  fungoes  de  x e piola-las 
individualmente,  mas  as  equates  parametricas  fomecem  um  metodo  muito  mais  facil. 


FIGURA  8 


Em  geral,  se  precisarmos  plotar  uma  equagao  do  tipo  x = g(y),  poderemos  usar  as 
equagoes  parametricas 


jc  = gif)  y — t 

Note  tambem  que  curvas  com  equagoes  y — fix)  (aquelas  com  as  quais  estamos  mais 
familiarizados  — os  graficos  de  funcoes)  tambem  podem  ser  consideradas  como  curvas  com 
equagoes  parametricas 


x = t y =®  fit) 

Dispositivos  graficos  sao  particularmente  uteis  quando  esbogamos  curvas  complicadas. 
Por  exemplo,  seria  virtualmente  impossfvel  produzir  manualmente  as  curvas  mostradas 
nas  Figuras  9 e 10. 


8 


-8 


FIGURA  9 

x - t + 2 sen  2t , y — t + 2 cos  5 1 
— 2ir  t 2u 


FIGURA  10 

x = cos  i — cos  807  sen  t, 
y = 2 sen  t - sen  807,  0 «£  t ^ 2tt 
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Urn  dos  usos  mais  importantes  das  curvas  parametricas  esta  no  Computer-Aided  Design 
(CAD).  No  Projeto  de  Laboratorio  depois  da  Secao  10.2,  investigaremos  as  curvas  para- 
metricas especiais,  chamadas  curvas  de  Bezier,  que  sao  usadas  amplamente  na  producao, 
especialmente  na  industria  automobilfstica.  Essas  curvas  tambem  sao  empregadas  na  espe- 
cificagao  de  formatos  de  letras  e outros  slmboios  em  impressoras  a laser. 


fLJt  A Cicloide 

EXEMPLO  6 ~ A curva  tragada  pelo  ponto  P na  circunferencia  de  urn  cfrculo  quando  o circulo 
rola  ao  longo  de  uma  linha  reta  e chamada  cicloide  (veja  a Figura  10).  Se  o circulo  tiver 
raio  r e rolar  ao  longo  do  eixo  x e se  uma  posigao  deFea  origem,  encontre  as  equagoes 
parametricas  para  a cicloide. 

FIGURA  11 

\ 
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SOLUQAO  Escolhemos  como  parametro  o angulo  de  rotagao  6 do  circulo  (0  = 0 quando  P 
esta  na  origem).  Suponha  que  o circulo  foi  rotacionado  por  0 radianos.  Como  o circulo  esta 
em  contato  com  a reta,  vemos  na  Figura  12  que  a distancia  girada  a partir  da  origem  e 


FIGURA  12 


| OT  | = arc  PT  — rd 

Dessa  forma,  o centro  do  circulo  sera  C(rS , r).  Sejam  as  coordenadas  de  P (x,  y).  Entao  a 
partir  da  Figura  12  vemos  que 

x = | OT  | — | PQ  \ = rd  - r sen  6 — r(6  - sen  0) 

y ~ | TC  j — | QC\  — r — rcos  6 = r(l  — cos  6) 

Portanto  as  equagoes  parametricas  da  cicloide  sao 

[T|  x = r(6  ~ sen  6)  y = r(l  — cos  6)  6 E K 

Um  arco  da  cicloide  surge  a partir  de  uma  rotagao  do  circulo  e,  assim,  e descrito  por 
0 ^ 0 *5  2tt.  Embora  as  Equagoes  1 tenham  sido  derivadas  a partir  da  Figura  12,  que 
ilustra  o caso  onde  0 < 8 < 7r/2,  pode  ser  visto  que  essas  equagoes  ainda  sao  validas 
para  outros  valores  de  6 (veja  o Exerclcio  37). 

Ainda  que  seja  posslvel  eliminar  o parametro  6 das  Equagoes  1,  a equagao  cailesiana 
resultante  em  x e y e muito  complicada  e nao  e conveniente  para  trabalhar  como  as 
equagoes  parametricas.  G 

Uma  das  primeiras  pessoas  a estudar  a cicloide  foi  Galileu,  que  propos  que  pontes  podem 
ser  construldas  no  formato  de  cicloides  e que  tentou  encontrar  a area  sob  um  arco  de  uma 
cicloide.  Mais  tarde  essa  curva  apareceu  em  conexao  com  o problema  da  braquistocrona: 
encontre  a curva  ao  longo  da  qual  uma  partlcula  deslizara  no  tempo  mais  curto  (sob  a influen- 
ce da  gravidade)  a partir  do  ponto  A ate  um  ponto  mais  baixo  B nao  diretamente  abaixo  de 
A.  O matematico  sufgo  John  Bernoulli,  que  apresentou  esse  problema  em  1696,  mostrou  que 
entre  todas  as  curvas  posslveis  que  ligam  A e B,  como  na  Figura  13,  a partlcula  levara  o 
menor  tempo  deslizando  de  A ate  B se  a curva  for  um  arco  invertido  de  uma  eicioide. 

O flsico  holandes  Huygens  ja  tinha  mostrado  que  a cicloide  e tambem  a solugao  para  o 
problema  da  tautocrona;  isto  e,  nao  importa  onde  a partlcula  P seja  colocada  em  uma 
cicloide  invertida,  ela  leva  o mesmo  tempo  para  deslizar  ate  o fundo  (veja  a Figura  14). 


FIGURA  14 
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Huygens  propos  que  o pendulo  de  relogio  (que  ele  inventou)  deveria  oscilar  em  um  arco 
cicloidal,  porque  entao  eie  levaria  o mesmo  tempo  para  fazer  uma  osciia^ao  complete  por 
um  arco  maior  ou  menor. 


3 

IL»J  Familias  de  Curvas  Parametricas 


EXEMPLO  7 □ Investigue  a familia  de  curvas  com  equaqoes  parametricas 


x — a + cos  t y ~ a tg  t + sen  t 


O que  essas  curvas  tern  em  coinum?  Como  muda  o formato  quando  a aumenta? 

S0LUQA0  Usamos  um  dispositivo  grafico  para  produzir  os  graficos  para  os  casos 
a — —2,  — 1,  —0,5,  —0,2,  0,  0,5,  1 e 2 mostrados  na  Figura  15.  Note  que  todas  essas 
curvas  (exceto  no  caso  a — 0)  tern  dois  ramos  e ambos  se  aproximam  da  assmtota 
vertical  x = a quando  x se  aproxima  de  a a partir  da  esquerda  ou  da  direita. 
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FIGURA  15  Membros  da  famfiia  Quando  a < — 1,  ambos  os  ramos  sao  suaves;  mas  quando  a se  aproxima  de  — 1,  o 

x = a + cos  t,  y «■  a tg  t + sen  t,  ramo  direito  adquire  um  formato  pontudo,  chamado  cuspide.  Para  a entre  ~le0a 

todos  plotados  na  janela  cuspide  se  torna  um  laqo,  que  se  toma  maior  quando  a se  aproxima  de  0.  Quando  a — 0, 

retansular  [-4,  4]  por  [-4,  4].  ambos  os  ramos  se  juntam  e formam  um  circulo  (veja  o Exemplo  2).  Para  a entre  0 e 1, 

o ramo  esquerdo  tem  um  la5o,  que  se  encolhe  para  se  tomar  uma  cdspide  quando  a — l, 
Para  a > 1,  os  ramos  se  tomam  suaves  novamente  e,  quando  a aumenta  mais  ainda,  eles 
se  tomam  menos  curvados.  Note  que  as  curvas  com  a positivo  sao  reflexoes  ao  redor  do 
eixo  y das  curvas  correspondentes  com  a negativo. 

Essas  curvas  sao  denominadas  de  conchoides  de  Nicomedes,  em  homenagem  ao 
antigo  estudioso  grego  Nicomedes.  Ele  as  chamou  de  conchoides  porque  o formato  de 
sens  ramos  extemos  lembram  uma  concha.  □ 


Exercicios 


1-4  □ 

Esboce  a curva  usando  as  equates  parametricas  para  plotar  os 
pontos.  Indique  com  uma  seta  a direyao  na  qua!  a curva  6 tra^ada 
quando  t aumenta. 

1 x — 1 + Jt,  y = t2~4t,  0 *£  r sc  5 
2,  x — 2 cos  i.  y — t — cos  t , 0 ^ ^ 2tt 


3.  x — 5 sen  t,  y = d,  - it  « t tt 

Wtib  x — e~’  + t.  y = e!  ~ t,  - 2 «£  t «£  2 

5-10  u 

(a)  Esboce  a curva  usando  as  equacoes  parametricas  para  plotar  os 
pontos.  Indique  com  uma  seta  a direyao  na  qual  a curva  e 
tra5ada  quando  t aumenta. 


mm 
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31.  (a)  Mostre  que  as  equates  parametricas 

A'  = a,  + (x2  ~ X\)t  y — Vi  + (v-2  — 3'sK 
onde  0 ] descrevem  o segmenlo  de  reta  que  une  os 

pontos  P i(jci,  Vi)  e P2(x2,  v2). 

(b)  Encontre  as  equaqoes  parametricas  para  representar  o 
segmento  de  reta  de  (— 2,  7)  ate  (3,  - 1). 


28.  Ligue  as  equaqoes  parametricas  aos  graficos  de  I-VL  Justifique 
sua  escolha.  (Nao  use  um  dispositivo  grafico.) 

(a)  x ~ ty  — 2 1,  y =*  t~  — t 

(b)  a-  = r — !,  y ~ 2 — t2 

(c)  x — sen  3/,  y — sen  4 1 

(d)  x — t + sen  2 t,  y — t + sen  3 1 

(e)  x = sen(?  + sen  /),  y = cos(r  + cos  /) 

(f)  x — cos  i,  y = sen(/  + sen  St) 
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si  29.  Plote  a curva  x — y-  3j  + y . 

30.  Plote  as  cur  vas  v = ret=  v(>!  - l)2  e encontre  seus  pontos 
de  intersecao.  com  precisao  de  uma  casa  decimal. 


ll  32.  Usando  um  dispositivos  grafico  e o resultado  do  Exercicio  31(a), 
desenhe  o triangulo  com  vertices  A(  1 , 1),  5(4,  2)  e C(  1,  5). 

33.  Encontre  as  equafoes  parametricas  para  a trajetoria  de  uma 
panic ul a que  se  move  ao  longo  do  cfrculo  a2  + ( v - l)2  = 4 
da  seguinte  maneira: 

(a)  Uma  vez  no  sentido  horario,  a partir  de  (2,  1). 

(b)  Tr6s  vezes  no  sentido  anti-horario,  a partir  de  (2,  1). 

(c)  Meia-volta  no  sentido  anti-horario,  a partir  de  (0.  3). 

34.  Plote  o semicfrculo  tra^ado  pela  partieula  no  Exercicio  33(c). 

1»  357  (a)  Encontre  equates  parametricas  para  a elipse 

a 2 fa-  + y"jb~  — 1.  [pica:  Modifique  as  equagoes  de  um 
circulo  no  Exemplo  2.] 

(b)  Use  as  equafoes  parametricas  para  plotar  a elipse  quando 
a ~ 3 e = 1,2,  4 e 8. 

(c)  Como  muda  o formato  da  elipse  quando  b varia? 

36.  Encontre  tres  conjuntos  diferentes  de  equates  parametricas 
para  representar  a curva  y = a3,  xEi. 

37.  Derive  as  Equates  1 para  o caso  tt/2  < 0 < nr. 

38.  Seja  P um  ponto  a uma  distancia  d do  centre  de  um  circulo  de 
raio  r.  A curva  trafada  per  P quando  o circulo  se  move  ao 
longo  de  uma  linha  reta  e chamada  trocoide.  (Pense  no 
movimento  de  um  ponto  sobre  um  raio  de  uma  roda  de 
bicicleta.)  A cicldide  e um  caso  especial  de  trocoide  com 

d — r.  Usando  o mesmo  parametro  0 para  a cicloide  e 
presumindo  que  a reta  seja  o eixo  x e 6 = 0 quando  P esta 
em  um  de  seus  pontos  mais  baixos,  mostre  que  as  equa^oes 
parametricas  para  a trocoide  sao 

x — r6  — d sen  6 y = r — d cos  0 
Esboce  a trocoide  para  os  casos  d < r e d > r. 

39.  S c a t b forem  numeros  fixos,  encontre  as  equates 
parametricas  para  o conjunto  de  todos  os  pontos  P determinados, 
como  mostrado  na  figura,  usando  o angulo  0 como  parametro. 
Entao  el i mine  o parametro  e identifique  a curva. 
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40.  Se  a e b forem  numeros  ftxos,  encontre  as  equacoes 

parametricas  para  o conjunto  de  todos  os  pontos  P determinados, 
como  mostrado  na  figura,  usando  o angulo  6 como  parametro. 
O segmento  de  reta  AB  6 tangente  ao  cfrculo  maior. 


41.  Uma  curva,  denominada  bruxa  de  Maria  Agnesi,  consiste  em 
todos  os  pontos  P determinados,  como  apresentado  na  figura. 
Mostre  que  equates  parametricas  para  essa  curva  podem  ser 
escritas  como 

x~  2a  co-tg  0 y — 2a  sen 2 6 
Esboce  a curva. 


42.  Encontre  as  equates  parametricas  para  o conjunto  de  todos  os 
pontos  P determinados,  como  mostrado  na  figura,  tal  que 
\OP\~\AB\.  Esboce  a curva.  (Essa  curva  e chamada 
cissoide  de  Diocles,  em  homenagem  ao  estudioso  grego 
Diodes,  que  introduziu  a cissoide  como  urn  rnetodo  grafico 
para  a constru^ao  do  vertice  de  um  cubo  cujo  volume  e o 
dobro  daquele  do  cubo  dado.) 


1 jj  43.  Suponha  que  a posigao  de  uma  partfcula  no  tempo  / seja  dada 
por 


x\  — 3 sen  t ys  — 2 cos  t 0 ^ t ^ 2tt 
e a posifao  de  uma  segunda  partfcula  seja  dada  por 
jt2  - -3  + cos  t v,  = 1 + sen  t 0 2-tt 


(a)  Plote  as  trajetdrias  de  ambas  as  parttculas.  Quantos  pontos 
de  intersepao  existent? 

(b)  Alguns  desses  pontos  de  interse^ao  sao  pontos  de  colisaol 
Em  outras  palavras,  essas  partfculas  alguma  vez  estao  no 
mesmo  lugar  ao  mesmo  tempo?  Se  isso  ocorrer,  encontre 
os  pontos  de  colisao. 

(c)  Descreva  o que  acontecera  se  a trajetoria  da  segunda 
partfcula  for  dada  por 


X2  = 3 + cos  t )>2  — 1 + sen  t 0 t *£  27r 


44.  Se  um  projetil  for  atirado  com  uma  velocidade  inicial  v0  metros 
por  segundo  com  um  angulo  a acima  da  horizontal  e a 
resistencia  do  ar  for  considerada  desprezfvel,  entao  sua  post^ao 
depois  de  t segundos  e dada  pel  as  equates  parametricas 

x — (t'o  cos  a)t  y ~ (u5  sen  or)f  — \ gt2 

onde  g e a acelera^ao  da  gravidade  (9,8  m/s2). 

(a)  Se  uma  arma  for  disparada  com  a ~ 30°  e t'o  ~ 500  m/s, 
quando  a bala  atingira  o solo?  A que  distancia  da  arma  a bala 
atingira  o solo?  Qual  a altura  maxima  alcan^ada  pela  bala? 

||ff  (b)  Use  um  dispositivo  grafico  para  verificar  suas  respostas  na 
parte  (a).  Entao  plote  a trajetoria  do  projetil  para  varios 
outros  valores  do  angulo  a para  ver  onde  a bala  atinge  o 
solo.  Resunta  o que  voc6  encontrou. 

(c)  Mostre  que  a trajetoria  e parabdlica,  eliminando  o 
parametro. 

iifljfcl  Investigue  a famflia  de  curvas  definidas  pelas  equates 
parametricas  x — tlry  = t3  — ct.  Como  muda  o formato 
quando  c aumenta?  Ilustre,  plotando  varios  membros  da 
famflia. 

11  46.  As  curvas  de  catastrofe  em  forma  de  cauda  de  andorinha 

sao  definidas  pelas  equa§oes  parametricas  x = 2 ct  — 4/3, 
y = ~ct2  3-  3t4.  Plote  varias  dessas  curvas.  Quais  as 
caracteristicas  que  essas  curvas  t6m  em  comum?  Como  elas 
variant  quando  c aumenta? 


Him  As  curvas  com  equacoes  x ~ a sen  nt,  y — b cos  t sao 

chamadas  figuras  de  Lissajous.  Investigue  como  essas  curvas 
mudam  quando  a,  b e n variam.  (Tome  n como  um  inteiro 
positivo.) 

11  48.  Investigue  a famflia  de  curvas  definidas  pelas  equacoes 
parametricas 

x ~ sen  t ( c - sen  t)  y = cos  t ( c - sen  t) 

Como  muda  o formato  quando  c varia?  Em  particular,  voc6 
deveria  identificar  os  valores  de  transi^ao  de  c para  os  quais  o 
formato  Msico  da  curva  muda. 
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Se  f'(t)  ¥=■  0,  podemos  resolver  para  F’(x): 


[1] 


F lx) 


g'(>) 

/'(<) 


O Se  pensarmos  em  uma  curva 
parametrica  sendo  tragada  pelo 
movimento  de  uma  particula,  entao 
dyjdt  e dxldt  sao  as  veiocidades  vertical 
e horizontal  da  partfcuia  e a Formula  2 
diz  que  a irsctinagao  da  tangente  e a 
razao  dessas  vetocidades. 


Como  a inclinacao  da  tangente  a curva  y ~ F(x)  em  (x,  F{x))  6 F'(x),  a Equagao  1 nos  per- 
mite  encontrar  tangentes  a curvas  parametricas  sem  ter  de  eliminar  o parametro.  Usando  a 
notagao  de  Leibniz  podemos  reescrever  a Equagao  1 de  uma  maneira  facil  de  lembrar: 


Note  que 


dy 

tlx'- 


ci~x 


at " 


Podemos  ver  da  Equagao  2 que  a curva  tefri  uma  tangente  horizontal  quando  cly/ di  — 0 
(desde  que  dx/dt  ¥=■  0)  e tem  uma  tangente  vertical  quando  dx/dt  = 0 (desde  que 
dyjdt  # 0).  Essa  informagao  e btil  para  esbocar  as  curvas  parametricas. 

Como  sabemos  do  Capitulo  4,  e tamberri  util  considerar  d2y/dx2.  Isso  pode  ser  encon- 
trado  mudando  y por  dy/dx  na  Equagao  2: 

A(^l) 

d2y  __  d f dy\  _ dt  \dx  / 
dx2  dx  \dx  / dx 

dt 


EXEMPLI)  1 □ Uma  curva  C e definida  pelas  equagoes  parametricas  x = t1  e y = t3  - 3t, 

(a)  Mostre  que  C tem  duas  tangentes  no  ponto  (3,  0)  e encontre  suas  equagoes. 

(b)  Encontre  os  pontos  em  C onde  a tangente  e horizontal  ou  vertical. 

(c)  Determine  onde  a curva  sobe  e desce  e onde  sua  concavidade  se  encontra  para  cima 
ou  para  baixo. 

(d)  Esboce  a curva. 

S0LUQA0 

(a)  Note  que  y = C - 3t  = t(t2  — 3)  = 0 quando  t ~ 0 ou  t — Portanto,  o ponto 
(3,  0)  em  C surge  de  dois  valores  do  parametro,  t = \/3  e t — — y/3.  Isso  indica  que  C 
intercepta  ele  mesmo  em  (3,  0).  Como 

_ dy!dt  = 3/2  - 3 = 2 / j_\ 

dx  dx/dt  2 1 2 \ t / 

a inclinagao  da  tangente  quando  t = ,±>/3  e dy/dx  — ±6/(2y/3)  = ±y/3;  assim,  as 
equagoes  das  tangentes  em  (3, 0)  sao 

y _ (x  _ 3)  e y = — V3  (x  — 3) 

(b)  C tem  uma  tangente  horizontal  quando  dy/dx  — 0 isto  e,  quando  dyjdt  = 0e 
dx/dt  # 0.  Uma  vez  que  dyjdt  = 3/2  — 3,  isso  e apropriado  quando  t2  = 1,  isto  6 

t = ±1.  Os  pontos  correspondentes  em  C sao  (1,  —2)  e (1,  2).  C tem  uma  tangente  verti- 
cal quando  dx/dt  = It  -0,  isto  e,  t = 0.  (Aqui,  note  que  dy/dt  ^ 0.)  O ponto  correspon- 
dente  em  C e (0,  0). 
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(c)  Para  determinar  a concavidade,  calculamos  a derivada  segunda: 


± / dy\ 
d v __  dt  \ dx ) 
dx2  dx 

dt 


It  4 13 


Entao  a concavidade  da  curva  e para  cima  quando  / > 0 e para  baixo  quando  t < 0 
(d)  Usando  as  informa9oes  das  partes  (b)  e (c),  esbo^amos  C na  Figura  1. 


EXEMPIO  2 □ 

(a)  Encontre  a tangente  para  a cicloidex  — r(6-  sen  0),  y = r(l  - cos  6),  no  ponto 
onde  6 = tt/3.  (Veja  o Exemplo  6 na  Se9§o  10.1.) 

(b)  Em  que  ponto  a tangente  e horizontal?  Quando  6 vertical? 

S0LUQA0 

(a)  A inclina9§o  da  reta  tangente  e 


(a) 


dy  _ dyjdO  _ r sen  6 sen  6 

dx  dx/d9  r(l  — cos  6)  1 — cos  6 


FIGURA  2 


Quando  $ — tt/?) , temos 


7T 


sen 


dy 


sen(rr/3) 


v'3/2 


dx  1 — cos(tt/3)  1 — \ 


r\  1 — cos 


v/3 


Portanto,  a inclina9ao  da  tangente  e 73  e sua  equaqao  e 


>’  2 - V3 


nr  rj 3 

x 3 — 

3 2 


ou 


73  x 


73 


A tangente  esta  esbo9ada  na  Figura  2. 


y t 

(-Jtr,  2r) 

/ (nr,  2r) 

(3rtr,  2 r) 

(5nr,  2 r) 

V 

/ 

0 2 nr 

4 nr 

X 

(b)  A tangente  e horizontal  quando  dy/dx  = 0,  o que  ocorre  quando  sen  6 = 0 e 
1 - cos  $ 7^  0,  isto  e,  & — (2 n — 1)tt,  n urn  inteiro.  O ponto  correspondente  na 
cicldide  e ((2 n — l)irr,  2r). 

Quando  0 — ahtt,  tanto  dx/dO  e dy/ dd  sao  0.  A partir  do  grdfico  parece  que  as 
tangentes  verticais  estao  naqueles  pontos.  Podemos  verificar  isso  usando  a Regra  de 
L’Hospital,  como  a seguir: 


lim  _ — 
8-*2mr ' dx 


sen  6 cos  6 

— ltm  = hm 

<?-* 2mttt  ! — COS  0 6-*2rrrr*  SCO  9 


— 00 
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FiGURA  3 

u 0 resultado  do  Exemplo  3 diz  que  a 
&rea  sob  um  arco  da  cicloide  e tres 
vezes  a area  do  circulo  que  rola  e gera 
a cicloide  (veja  o Exemplo  6 na  Segao 
10.1).  Galtleu  estimou  esse  resultado, 
mas,  primeiro,  este  foi  provado  pelos 
matematicos  trances,  Roberval,  e 
italiano,  Torricelli. 


Um  calculo  similar  mostra  que  dyjdx  — > quando  0 2nir  ; assim,  realmente 

existem  tangentes  verticals  quando  0 — 2nir,  isto  e,  quando  x — 2 nirr. 


Areas 


Sabemos  que  a area  sob  uma  curva  y — F(x)  de  a ate  b e A — j ba  F(x)  dx,  onde  F(x)  S5  0. 
Se  a curva  for  dada  por  equaqSes  parametricas  x = f(t),  y ~ g(t)  e for  percorrida  quando 
t aumenta  de  a para  /3,  entao  podemos  adaptar  a formula  anterior  usando  a Regra  da 
Substituigao  para  Integrals  Definidas  como  a seguir: 


A = h y dx  = 5 dt 

* a Jo 


ou  " g(t)f’(t)  dt  se  g(fi))  for  o extremo  esquerdo 

J0 


EXEMPLO  3 □ Encontre  a area  sob  um  arco  da  cicloide  x — r(0  - sen  0), 
y — r(\  — cos  0).  (Veja  a Figura  3.) 

SOLUQAO  Um  arco  da  cicloide  e dado  por  0 6 ^ 2 rr.  Usando  a Regra  da  Substituigao 

com  y = r(l  — cos  0)  e dx  ~ r(l  — cos  6)  dO,  temos 

A s P“r  y dx  — l ^r(l  — cos  0)r(l  — cos  6)  dd 
Jo  Jo 

= r2  I (1  — cos  0)2  dd  — r2  I (1—2  cos  0 + cos 2 6)  d9 
Jo  Jo 

= r 2 j ""  [l  — 2 cos  0 ~r  |(1  + cos  26)\  d6 

= r2[ 1 0 — 2 sen  0 + \ sen  2 ofj 

= r2(l  ■ 2vr)  = 37rr2  E 


! ! Comprimento  de  Arco 

Ja  sabemos  como  encontrar  o comprimento  L de  uma  curva  C dada  na  forma  y — F(x), 
a ^ x ^ b.  A Formula  8.1.3,  no  Volume  1,  diz  que,  se  F'  for  contmua,  entao 


u A‘\R!A 

Suponha  que  C tambem  possa  ser  descrita  pelas  equagoes  parametricas  x=/(/)ej  = g(t), 
a t =£  0,  onde  dx/dt  = f!(t)  > 0.  Isso  significa  que  C e percorrida  uma  vez,  da 
esquerda  para  a direita,  quando  t aumenta  de  a ate  0 e f(a)  = a,  f{fi)  ~ b.  Colocando  a 
Formula  2 na  Fdrmula  3 e usando  a Regra  da  Substituicao,  obtemos 


L = 


dx 

dt 


dt 
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X 

HGURA  4 

Como  dx/dt  > 0,  temos 


Mesmo  que  C nao  possa  ser  expressa  na  forma  y = F(x),  a Formula  4 ainda  e valida, 
mas  a obtemos  por  poligonos  de  aproximagao.  Dividimos  o intervalo  do  parametro  [a,  0] 
em  n subintervalos  de  comprimentos  iguais  At.  Se  tQ,  q,  tz, ... , tn  forem  os  extremos 
desses  subintervalos,  entao  y = f{tt)  e y-t  — g{t ,)  sao  as  coordenadas  dos  pontos  P/x-,  yf) 
que  estao  em  C e o poligono  com  vertices  P0,  Pi, , P„  aproxima  C (veja  a Figura  4). 

Como  na  Segao  8.1  do  Volume  I,  definimos  o comprimento  L de  C como  o limite  dos 
comprimentos  desses  poligonos  aproximadores  quando  « — » oc; 


L = 


n 


limE|A-iA| 

y,_  ^ 


0 leorema  do  Valor  Medio,  quando  aplicado  a / no  intervalo  [ti~i,  fornece  um  numero 
tf  em  (/,_  t,  tf)  tal  que 

Se  fizermos  Ax  — x,  — x_  f e Av,-  = y(  — essa  equagao  toma-se 

Ax, -/'(/*)  At 

Similarmente,  quando  aplicado  a g,  o Teorema  do  Valor  Medio  fomece  um  numero  tf*  em 
ti)  de  forma  que 

Ay,  - g\tf*)  At 

Portanto 

= V'(A*,)!  + (A>v)2 
“ VL/V’IA,]-  + [9'(r**)Arp 

= VtA'V,*)]2  + IsWW^t 

e assim 

[f]  L = lim  i Vl/'W)P  + [g'd**)]1  A t 

A soma  em  (5)  se  parece  com  a de  Riemann  para  a fungao  0[f{t)\2 + Tg’(t)]\  contudo, 
nao  e exatamente  uma  soma  de  Riemann,  porque  tf  # tf  * em  geral.  Mesmo  assim,  se  /' 
eg'  forem  contmuas,  pode  ser  mostrado  que  o limite  em  (5)  e o mesmo  que  se  tf  e tf*  fos- 
sem  iguais;  a saber. 


l=  f Arm + [aWdt 

Jot 

Entao,  usando  a notagao  de  Leibniz,  temos  o seguinte  resultado,  que  possui  a mesma  forma 
de  (4). 


ilJ  fesrgtna  Se  uma  curva  C for  descrita  pelas  equagoes  parametricas  x = f(t), 
y — g(t),  a ^ t ^ 0,  onde  /'  e g'  sao  contmuas  em  [a,  0}  e C for  percorrida 
exatamente  uma  vez  quando  t aumenta  de  a ate  0,  entao  o comprimento  de  C e 
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Note  que  a formula  no  Teorema  6 e consistente  com  as  formulas  gerais  L — J ds  e 
(ds)2  — (dx)2  + (dy)2  da  Secao  8.1  do  Volume  I. 

EXEMPLO  4 □ Se  usarmos  a representa9ao  do  circulo  unitario  dada  no  Exemplo  2 na 
Se^ao  10.1, 


x — cos  t y “ sen  t 0 ^ t 2it 
entao  dx/dt  = —sen  t e dy/dt  — cos  r,  assim,  o Teorema  6 fomece 


como  o esperado.  Se,  por  outro  lado,  utilizarmos  a representa^ao  dada  no  Exemplo  3 na 
Se^ao  10.1, 


x — sen  2 1 y — cos  2r  0 t *£  2 it 

entao  dx/dt  = 2 cos  2t , dy/dt  = —2  sen  2/  e a integral  do  Teorema  6 fornece 


— j + { — } dt  — ( -v/4  cos2  2f  + 4 sen 2 2/  dt  — I 2 dt  — Air 

dt ) \ dt  J Jo  Jo 

IHl  Note  que  a integral  fornece  o dobro  do  comprimento  do  arco  do  circulo,  porque  t 
aumenta  de  0 ate  2tt,  o ponto  (sen  2 1,  cos  2t)  percorre  o circulo  duas  vezes.  Em  geral, 
ao  encontrarmos  o comprimento  da  curva  C a partir  de  uma  representa^ao  parametrica, 
ternos  de  tomar  cuidado  para  ter  a certeza  de  que  C e percorrida  apenas  uma  vez  quando 
t aumenta  de  a ate  /3.  - 


EXEMPLO  5 o Encontre  o comprimento  de  urn  arco  da  cicloide  x = r(8  — sen  d), 
y = r(l  — cos  8). 


□ O resultado  do  Exemplo  5 diz  que  o 
comprimento  de  urn  arco  de  uma 
cicloide  e otio  vezes  o raio  do  circulo 
gerador  (veja  a Figura  5}.  Isso  foi 
primeiramente  provado  em  1658  por 
sir  Christopher  Wren,  que  depois  se 
tornou  o arquiteto  da  Catedrai  de  Sao 
Paulo,  em  Londres. 


0 2 Jtr  x 


S0LUQA0  Do  Exemplo  3 vemos  que  ura  arco  e descrito  pelo  intervalo  parametrico 
0 8 ^ 2i7.  Como 


dx 

~d8 


r(l  — cos  8) 


e 


dy 

— = r sen  8 
d8 


temos 


l " r Vfe) + © m = r Vfj(i  ■ c°s  0)2 + r2sen2fl  m 

= j2“  Jr2(  1 — 2 cos  8 + cos2d  + sen2d)  d8  — r J J2(l  — cos  6)  d8 

Para  avaliar  essa  integral,  usamos  a identidade  senlr  = |(1  - cos  2x)  com  8 — 2x, 
que  fomece  1 — cos  8—2  sen2(d/2).  Como  0 d 2tt,  temos  0 8/2  tt,  e assim 

sen(d/2)  0.  Portanto 


FIGURA  5 
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/ 2(1  - cos  9}  = v'4  sen 2 (0/2)  = 2|sen(0/2)|  = 2 sen(0/2) 

e dessa  forma  L~2r  j ~ ' sen(0/2)  dd  — 2r[~2cos(0/2)]o" 

= 2r[2  "f  2]  ~ 8r 


. Area  da  Superffcie 


Da  mesma  maneira  como  para  o comprimento  do  arco,  podemos  adaptar  a Formula  8.2.5 
(do  Volume  I)  para  obter  uma  formula  para  a area  da  superffcie.  Se  a curva  dada  pelas 
equates  parametricas  x — /(/),  y g(t),  a ^ t ^ (3  girar  ao  redor  do  eixo  x,  onde  /',  g' 
sao  contfnuas  e g(t)  s*  0,  entao  a area  da  superffcie  resultante  e dada  por 


ry\ 


dt 


As  formulas  simbolicas  gerais  S — j 2 try  ds  e S — J 2-rrx  ds  (Formulas  8.2.7  e 8.2.8  do 
Volume  I)  ainda  sao  validas,  mas  para  as  curvas  parametricas  usamos 


ds  — 


dt 


EXEMPIQ  I i-  Mostre  que  a area  da  superffcie  de  uma  esfera  de  raio  r e 4irr2. 
S0LUQA0  A esfera  e obtida  pela  rotac^ao  do  semicfrculo 

x = r cos  t y = r sen  t 0 *£  t *£  it 
ao  redor  do  eixo  x.  Portanto,  a partir  da  Formula  7,  terrtos 


S — | lirr  sen  t J(—r  sen  t)2  + (r  cos  t)2  dt 

f -fr  j — — 

= 2rr  [_  r sen  t v/r2(sen2f  + cos2f)  dt 

— 27r  | ' r sen  t • r dt  — 2irr2  j * sen  t dt 
Jo  Jo 

= 27rr2(—cos  r)]0  = 4 -nr 2 


ftfti 


Exercicios 


1-2  u Encontre  dy/dx. 

1.  x = t — t\  y — 2 — 5r  2.  x — fer,  y — r + e‘ 

3-6  □ Encontre  uma  equa§ao  da  tangente  h curva  no  ponto 
correspondente  ao  valor  do  parametro  dado. 

3.  x — r + 1,  y — d 4- 1 ; / = -1 

4.  X - 2tz  + I,  y = ft3  - t;  f = 3 


Hit  x = <? v',  y = t — In  /2;  t=  1 

6.  x = cos  0 + sen  20,  y = sen  0 + cos  20;  0=0 

?~8  □ Encontre  uma  equagao  da  tangente  a curva  no  ponto  dado 
por  dois  metodos:  (a)  sem  eliminar  o parametro  e (b)  primeiro 
eliminando  o parametro. 

7.  x = e\  y - (/  - l)2:  (1, 1) 
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8.  x “ tg  0 , y = sec  (1,  .2) 

|1  §—10  C Encontre  uma  equapao  da(s)  tangente(s)  a curva  no  ponto 
dado.  Entao  plote  a curva  e a(s)  tangente(s). 

9.  x — 2 sen  2t,  y = 2 sen  /;  (V5,  l) 

ID.  x = sen  /,  y = sen(z  + sen  /):  (0,  0) 

11-16  u Ache  dy/dx  e d2yjdx2.  Para  quais  valores  de  t a curva  e 
concava  para  cima? 

11.  x = 4 + /2,  y — t2  + t3  12.  x = t3  — 12/,  y = /2  — 1 

13.  x — t — e*,  y = f + 14.  x — t + In  /,  y = / — In  t 

15.  x - 2 sen  /,  y = 3 cos  Z,  0 < t < 2 ir 

16.  a = cos  2/,  y — cos  /,  0 < / < -it 

17-20  I Encontre  os  pontos  na  curva  onde  a tangente  e horizontal 
ou  vertical.  Se  voce  tem  um  dispositivo  grdfico,  plote  a curva. 


17. 

A = 

10  - z2,  y : 

= Z3  - 12/ 

18. 

A = 

‘ 2/ 3 + 3/2  - 

12/,  y = 

19. 

X — 

2 cos  0,  y = 

= sen  20 

20. 

A = 

cos  30,  y = 

= 2 sen  0 

||  21.  Use  um  grafico  para  estimar  as  coordenadas  do  ponto  extremo 
esquerdo  na  curva  * = t4  - Z2,  y — / + In  /.  Entao  use  o 
calculo  para  encontrar  as  coordenadas  exatas. 

11  22.  Tente  estimar  as  coordenadas  do  ponto  maxi  mo  e do  ponto 
extremo  esquerdo  na  curva  x = te\  y = te~' . Entao  encontre 
as  coordenadas  exatas.  Quais  sao  as  assmtotas  dessa  curva? 

||  23-24  E Plote  a curva  em  um  visor  retangular  que  mostre  todos 
os  aspectos  importantes  da  curva. 

IP.  a = /4  - 2t 3 - 2 r,  y**t%-t 
24.  x ~ /4  + 4/3  - 8/2,  y = 2/2  — / 

J2*».  Mostre  que  a curva  x = cos  /,  y = sen  / cos  / tem  duas 

tangentes  em  (0,  0)  e encontre  suas  equa^oes.  Esboce  a curva. 

26.  Em  que  ponto  a curva  x = 1 - 2 cos2/, 

y = (tg  /)(1  - 2 cos2/)  intercepta  ela  mesma?  Encontre  as 
equates  de  ambas  as  tangentes  naquele  ponto. 

27.  (a)  Encontre  a inclina?ao  da  reta  tangente  a trocoide 

x — r0  — d sen  6,  y — r — d cos  $ em  termos  de  6.  (Veja 
o Exercicio  38  na  Se§ao  10.1.) 

(b)  Mostre  que,  se  d < r,  entao  a trocoide  nao  tem  uma 
tangente  vertical. 

28.  (a)  Encontre  a inclina^ao  da  tangente  a astrdide  x — a cos30, 

y — a sen30  em  termos  de  6.  (As  astrdides  foram 
exploradas  no  Projeto  de  Laboratorio  na  pagina  653.) 

(b)  Em  que  pontos  a tangente  e horizontal  ou  vertical? 

(c)  Em  que  pontos  a tangente  tem  inclinagao  1 ou  - i? 


29.  Em  que  pontos  na  curva  x — t3  + 4/,  y = 6/ 3 a tangente  e 
paralela  iyreta  com  equa9oes  x — —7 /,  y — 12/  — 5? 

30.  Encontre  as  equa^oes  das  tangentes  & curva  x — 3 r + 1, 
y — 2/3  + 1 que  passam  pelo  ponto  (4,  3). 

31 1 Use  as  equa9des  parametricas  de  uma  elipse,  x — a cos  9, 
y = b sen  6,  0 «£  6 2tt,  para  calcular  a area  limitada  por 
essas  curvas. 

32.  Calcule  a area  limitada  pela  curva  x = / — 1//,  y — t + 1 jt 
e a reta  y — 2,5. 

33.  Encontre  a area  limitada  pela  curva  a = cos  /,  y — <?', 

0 *£  / *£  tt/2  e as  retas  y “ 1 e r = 0. 

34.  Calcule  a area  da  regiao  limitada  pela  astroide  x = c cos’d, 
y = a sen30.  (As  astroides  foram  exploradas  no  Projeto  de 
Laboratorio  na  pagina  653.) 

35.  Encontre  a area  sob  um  arco  da  trocoide  do  Exercicio  38  na 
Se9ao  10.1  para  o caso  d < r. 

36.  Seja  01  a regiao  dentro  do  la50  da  curva  no  Exemplo  1 . 

(a)  Calcule  a drea  de  01. 

(b)  Se  01  girar  ao  redor  do  eixo  x,  encontre  o volume  do  solido 
resultante. 

(c)  Encontre  o centroide  de  01. 

37-46  - Monte,  mas  nao  avalie,  uma  integral  que  represente  o 
comprimento  da  curva. 

37.  x — l t\  y = f/3/2,  1 f « 2 

38.  a - 1 + e',  y — t\  -3  / =£  3 

39.  x — t + cos  /,  y—  t — sen  /,  0 ^ / ^ 2tt 

40.  a - In  /,  y = v7  + 1,  l « / ^ 5 

41-44  D Calcule  o comprimento  da  curva. 

41.  a = 1 + 3 t2,  y ~ 4 + 2 Z3,  {)</«.  1 

42.  x = a(cos  d 4-  d sen  0),  y = //(sen  6—6  cos  0), 

0 «£  0 =5  ir 

43.  a = — , y ~ ln(1  + /),  0 «£  / ^ 2 

I ™h  t 

44.  a — e‘  + e~\  y = 5 — 2/,  0 ^ ^ 3 

3S  45-47  □ Plote  a curva  e calcule  seu  comprimento. 

US!  a — cos  /,  y = e'  sen  /,  0 / =£  tt 

46.  a = cos  / + ln(tg  |/},  y ~ sen  /,  tt/4  =£  / ^ 3ir/4 

47.  x — e'  — /,  y — —8  3 

48.  Ache  o comprimento  do  lapo  da  curva  x = 3/  — /3,  y = 3/2. 

49.  Use  a Regra  de  Simpson  com  n = 6 para  estimar  o 
comprimento  da  curva  x = t — e!,  y = t + el,  —6  =£  / < 6. 

50.  No  Exercicio  41  na  Sepao  10.1  foi  pedido  para  voce  derivar  as 
equa9oes  parametricas  a = 2 a co-tg  6,y~  2a  sen 20 

para  a curva  chamada  bruxa  de  Maria  Agnesi.  Use  a Regra 
de  Simpson  com.  n = 4 para  estimar  o comprimento  do  arco 
dessa  curva  dada  por  tt/4  *£  0 «£  tt/2. 
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SI— 52  o Encontre  a distancia  percorrida  por  uma  particula  com 
posi^ao  (x,  >’)  quando  t varia  em  um  dado  intervalo  de  tempo. 
Compare  com  o comprimento  da  curva. 

51.  x = sen \ y — cos2/,  0 *£  1 3tt 

52.  x — cos2/,  v — cos  Z,  0 4tt 

53.  Mostre  que  o comprimento  total  da  elipse  x — a sen  8, 
y — b cos  8,  a > b > 0,  e 

L — 4a  f ” * V/1  — e2  sen 28  dd 
Jo 

onde  e 6 a excentricidade  da  elipse  ( e — cja,  onde 
c = ~ja2  — b ’ ). 

54.  Calcule  o comprimento  total  da  astroide  x — a cos 3 8, 
y = a sen 30,  onde  a > 0. 

55.  (a)  Plote  a epitrocoide  com  equates 

x — 1 1 cos  / — 4 cos(l  1//2) 

y = 1 1 sen  / — 4 sen(H//2) 

Qual  intervalo  do  parametro  fomece  a curva  completa? 

(b)  Use  seu  CAS  para  calcular  o comprimento  aproximado 
dessa  curva. 

56.  Uma  curva  chamada  espiral  de  Cornu  e defmida  pelas 
equa<joes  parametricas 

x — C(t ) — j cos(7tm2/2)  du 
Jo 

y — Sit)  — I sen(7nC/2)  du 
Jo 

onde  C e S sao  as  fun?oes  de  Fresnel  que  foram  introduzidas 
no  Capitulo  5. 

(a)  Plote  essa  curva.  O que  acontece  quando  / — »■  oo  e / — » — °°? 

(b)  Calcule  o comprimento  da  espiral  de  Cornu  a partir  da 
origem  at6  o ponto  com  o valor  do  parametro  /. 

57-58  □ Monte,  mas  nao  avalie,  uma  integral  que  represente  a area 
da  superficie  obtida  pela  rotagao  da  curva  dada  ao  redor  do  eixo  x. 

57.  x = t - Z2,  y = hy\  1 ^ / *£  2 

58.  x — sen2/,  y — sen  3z,  0 / «£  ^ r/3 

53-61  □ Calcule  a area  da  superftcie  obtida  pela  rotat^ao  da  curva 
dada  ao  redor  do  eixo  x. 

58.  x = Z3,  y - t\  0 *£  / < 1 

60.  x = 3 t~t\  y = 3 1\  0 1 

61.  x — a cos 38,  y — a sen3#,  0^6^  -jt/2 


||  62.  Plote  a curva 

x — 2 cos  8 — cos  28  y ~ 2 sen  8 — sen  28 

Se  essa  curva  girar  ao  redor  do  eixo  x,  caicule  a area  da 
superficie  resukante.  (Use  o grafico  para  ajudar  a encontrar 
o intervalo  correto  do  parametro.) 

S3.  Se  a curva 


girar  ao  redor  do  eixo  x,  estime  a area  da  superficie  resultante 
com  precisao  de  tres  casas  decimals. 

64.  Se  o arco  da  curva  no  Exercicio  50  girar  ao  redor  do  eixo  x, 
estime  a area  da  superficie  resultante  usando  a Regra  de 
Simpson  com  n — 4. 

55-66  □ Calcule  a area  da  superficie  gerada  pela  rotatjao  da  curva 

dada  ao  redor  do  eixo  y. 

652  x - 3/2,  y = 2/3,  0 ^ / ^ 5 

66.  x = e'  ~ t,  y — 4e!/2,  0 «£  / «£  1 

67.  Se  /'  for  continua  e /'(/)  # 0 para  a / «£  b,  mostre  que  a 

curva  parametrica  x —/(/),  y — g(t),  a *£  / b,  pode  ser 
colocada  na  forma  y — Fix).  [Dica:  Mostre  que  / 1 existe.] 

68.  Use  a Formula  2 para  derivar  a Formula  7 a partir  da  Formula 
8.2.5  (do  Volume  I)  para  o caso  no  qual  a curva  pode  ser 
representada  na  forma  y — Fix),  a *£  x «£  b. 

69.  A curvatura  no  ponto  P da  curva  e definida  como 


d4>\ 


onde  4>€o  angulo  de  inclinacao  da  reta  tangente  em  P,  como 
mostrado  na  figura.  Entao,  a curvatura  e o valor  absoluto  da 
taxa  de  mudan^a  de  4>  em  relagao  ao  comprimento  de  arco. 
Esta  pode  ser  considerada  como  uma  ntedida  da  taxa  de 
mudan§a  de  dire^ao  da  curva  em  P e vai  ser  estudada  em 
mais  detalhes  no  Capitulo  13. 

(a)  Para  a curva  parametrica  x = x(/),  y = yit),  derive  a 
fdnnula 

| xy  — xy  j 

k~W+?]3/2 

onde  os  pontos  indicam  as  derivadas  em  relacao  a /,  assim 
x — dx/dt.  [Dica:  Use  <h  = ig~l(dy/dx)  e a Equa^ao  2 
para  encontrar  d<f>/dt.  Entao  use  a Regra  da  Cadeia  para 
achar  d<f>/ds.] 

(b)  Considerando  uma  curva  y — f(x ) como  a curva 
parametrica  x = x,  y = f(x),  com  o parametro  x,  mostre 
que  a formula  na  parte  (a)  se  toma 

_ \d2y/dx2 | 

* [I  + Uy/dxff'2 
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Use  a fdrmula  no  Exercfcio  69(b)  para  encontrar  a 

^y 

curvatura  da  parabola  y ~ x2  no  ponto  ( 1 , 1 ). 

(b)  Em  que  ponto  essa  parabola  tem  curvatura  maxima? 


71.  Use  a formula  no  Exercfcio  69(a)  para  calcular  a curvatura 
da  cicloide  x — $ ~ sen  0,  y — 1 - cos  6 no  topo  de  uni 
dos  arcos. 

72.  (a)  Mostre  que  a curvatura  a cada  ponto  de  uma  linha  reta  e 

k — 0. 

(b)  Mostre  que  a curvatura  a cada  ponto  do  cfrculo  de  raio 
reK—l/r. 

73.  Urn  barbante  e enrolado  ao  redor  de  um  cfrculo  e entao 
desenrolado,  sendo  mantido  esticado.  A curva  tragada  pelo 
ponto  P no  final  do  barbante  e chamada  involuta  do  cfrculo. 

Se  o cfrculo  tiver  raio  re  centro  0,  se  a posigao  inicial  de  P for 
(r,  0)  e se  o parametro  B for  escolhido  como  na  figura,  mostre 
que  as  equagoes  parametricas  da  involuta  sao 

x — r(c os  d + 6 sen  (?)  y = r(sen  6 - $ cos  (?) 


74.  Uma  vaca  e amarrada  a um  silo  com  raio  r por  uma 
corda  comprida  o suficiente  para  alcangar  apenas  o 
outro  lado  do  silo.  Calcule  a area  disponfvel  para  a 
pastagem  da  vaca. 


2.  A paitir  do  grafico  no  Problema  1 parece  que  a tangenie  em  P0  passa  por  Pi  e a tangcnte  em 
P3  passa  por  P2.  Prove  isso.  ®tt : I I 


encontrar  uma  curva  de  Bezier  que 


€1€  kMB&TS. 


Curvas  de  Bezier 


As  curvas  de  Bezier  sao  usadas  em  Computer-Aided  Design  (CAD)  e tem  esse  nome  em 
homenagem  a Bezier  (1910-1999),  matematico  francos  que  trabalhava  na  industria 
automobilfstica.  Uma  curva  cubica  de  Bezier  6 detenninada  por  quatro  pontos  de  controle, 
Po(xo,  yo),  Pi(xi,  yi),  P2(x2,  y2)  e P3(x3,  y3),  e e definida  pelas  equagoes  parametricas 

x — x0(l  ~ /)3  + 3xri(l  - tf  + 3x2/2(1  - t)  + x3/3 


y “ Vo(l  ~ if  + 3jit(l  - tf  + 3y2t2(l  - t)  + y3/3 
oiide  0 < t «£  1.  Note  que,  quando  t — 0,  temos  (x,  y) .—  (xo,  y0),  e quando  t 


1.  obtemos 


(x,  y)  = (x3,  y3);  assim,  a curva  comega  em  P0  e termina  em  P3. 

1.  Plotc  a curv'a  de  Bezier  com  os  pontos  de  controle  P0(4,  1),  P3{ 28, 48).  P>(5 0, 42)  e P3(40,  5). 
Entao,  no  mesmo  grafico,  plote  os  segmentos  de  reta  P0Pi,  P\P2  c P2P3.  (O  Exercfcio  31  na 
SegaolO.l  mostra  como  fazer  isso.)  Note  que  os  pontos  de  controle  intermediaries  Pj  e P2 
nao  estao  sobre  a curva;  a curva  comega  emP0,  vai  em  dtregao  a Pj  e B>  sem  alcanga-los  e 
tormina  em  P3. 
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5.  Os  formatos  mais  complicados  podem  ser  representados  coiocando-se  juntas  duas  ou  mats 
curvas  de  Bezier.  Suponha  que  a primeira  curva  de  Bezier  tenha  pontos  de  controle 
Po,  P i,  P2,  Pi  e a segunda  tenha  pontos  de  controle  P$,  P4,  Ps,  P$.  Se  quisennos  que  essas  duas 
pe^as  se  juntem  suavemente,  entao  as  tangentes  em  P,  devem  coincidtr,  e os  pontos  P2,  P\  e P.% 
devem  estar  nessa  reta  tangente  comum.  Usando  esse  princtpio,  encontre  os  pontos  de  controle 
para  um  par  de  curvas  de  Bezier  que  representem  a letra  S. 


Coordenadas  Polares 


P(r,  6) 


FIGURA  1 


(r,6) 


FiGURA  2 


Um  sistema  de  coordenadas  representa  um  ponto  no  piano  por  um  par  ordenado  de 
numeros  chamados  coordenadas.  Ate  agora  temos  usado  as  coordenadas  cartesianas,  que 
sao  distances  dirigidas  a partir  de  dois  eixos  perpendieu lares.  Nesta  seyao  descrevereinos 
um  sistema  de  coordenadas  introduzido  por  Newton,  denominado  sistema  de  coorde- 
nadas polares,  que  e mais  conveniente  para  muitos  propositos. 

Escolhemos  um  ponto  no  piano  conhecido  como  polo  (ou  origem)  e o denoniinamos  O. 
Entao,  desenhamos  um  raio  (semi-reta)  comecando  em  O,  chamado  eixo  polar.  Esse  eixo 
e geralmente  desenhado  horizontalmente  para  a direita  e corresponde  ao  eixo  x posidvo 
nas  coordenadas  cartesianas. 

Se  P for  qualquer  outro  ponto  no  piano,  seja  r a distancia  de  O ate  P e seja  6 o angulo 
(geralmente  medido  em  radianos)  entre  o eixo  polar  e a reta  OP  como  na  Figura  1 . Dai  o 
ponto  P e representado  pelo  par  ordenado  (r,  0)  e r,  6 denominado  coordenadas  polares 
de  P.  Usamos  a convene  ao  de  que  um  angulo  e positivo  se  for  medido  no  sentido  anti- 
horario  a partir  do  eixo  polar  e negativo  se  for  medido  no  sentido  horario.  Se  P — O,  entao 
r — 0,  e concordamos  que  (0,  0)  representa  o polo  para  qualquer  valor  de  0 . 

Estendemos  o significado  de  coordenadas  polares  para  o caso  no  qual  r e negativo  con- 
cordando  que,  como  na  Figura  2,  os  pontos  (-r,  6)  e (r,  0)  estao  na  mesma  reta  atraves  de 
O e estao  & mesma  distancia  | r | a partir  de  O,  mas  em  lados  opostos  de  O.  Se  r > 0,  o 
ponto  ( r , 0)  esta  no  mesmo  quadrante  que  6;  se  r < 0,  ele  esta  no  quadrante  do  lado  oposto 
ao  polo.  Note  que  (— r,  0)  representa  o mesmo  ponto  que  (r,  6 + tt). 

EXEMPL0  1 □ Plote  os  pontos  cujas  coordenadas  polares  sao  dadas. 

(a)  (1,  5tt/4)  (b)  (2,3 rr)  (c)  (2,  -2ir/3)  (d)  (-3,  3ir/4) 

S0LUQA0  Os  pontos  sao  plotados  na  Figura  3.  Na  parte  (d)  o ponto  (--3,  37 r/4)  esta 
locaiizado  tres  unidades  a partir  do  polo  no  quarto  quadrante,  porque  o angulo  3ir/4 
esta  no  segundo  quadrante  e r — —3  e negativo. 
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No  sistema  de  coordenadas  cartesianas  cada  ponto  tem  apenas  uma  representacao,  mas 
no  sistema  de  coordenadas  polares  cada  ponto  tem  muitas  representagdes.  Por  exemplo,  o 
ponto  (1,  5tt/4)  no  Exemplo  1(a)  poderia  ser  escrito  como  (1,  — 3tt/4)  on  (I,  137r/4)  ou 
(— 1,  7r/4).  (Veja  a Figura  4.) 


(i.f)  0.-?)  (i.f)  (-■'  f) 


FtGURA  4 


>'• 

jP(r,  6)  - 

- P(x,  >’) 

r y' 

>■ 

r 

0 

X 

X 

FiGURA  5 


De  fato,  como  uma  rotacao  completa  no  sentido  anti-horario  e dada  por  um  anguio  2 7 t, 
o ponto  representado  pelas  coordenadas  polares  (r,  9)  e tambem  representado  por 


(r,  6 + 2nir)  e (t,  9 + (2 n + 1)77) 
onde  n e qualquer  inteiro. 

A relagao  entre  as  coordenadas  polares  e cartesianas  pode  ser  vista  a partir  da  Figura  5, 
na  qual  o polo  corresponde  a origem  e o eixo  polar  coincide  com  o eixo  x positivo.  Se  o 
ponto  P tiver  coordenadas  cartesianas  (x,  y)  e coordenadas  polares  (r,  9),  entao,  a partir  da 
figura,  temos 


e assim 


cos  6 


x 

r 


sen  6 


y 


r 


m | x — r cos  9 y = r sen  6 

Embora  as  Equagoes  1 tenham  sido  deduzidas  a partir  da  Figura  5,  que  ilustra  o caso 
onde  r>0e0<  0 < tt/2,  essas  equates  sao  validas  para  todos  os  valores  de  r e 9.  (Veja 
a definigao  geral  de  sen  9 e cos  6 no  Apendice  D do  Volume  I.) 

As  Equates  1 nos  permitem  encontrar  as  coordenadas  cartesianas  de  um  ponto  quando 
as  coordenadas  polares  sao  conhecidas.  Para  encontrar  red  onde  rev  sao  conhecidos, 
usamos  as  equates 

FI]  j rz  — x2  + y2  tg  0 ~ ~ | 

I x 


que  podem  ser  deduzidas  a partir  das  Equagoes  1 ou  simplesmente  lidas  a partir  da  Figura  5. 


EXEMPLO  I a Converta  o ponto  (2, 7r/3)  de  coordenadas  polares  para  cartesianas. 
SQLUQAQ  Como  r = 2 e $ = 7r/3,  as  Equagoes  1 fomecem 


^ 77  1 

x ~ r cos  6 = 2 cos  — = 2 • — — 1 
3 2 

^ 77  J3  r- 

y = r sen  9 = 2 sen  — = 2 * — — v/3 


Portanto,  o ponto  e (l,  y'3)  nas  coordenadas  cartesianas. 


EXEiiPLO  3 □ Represente  o ponto  com  coordenadas  cartesianas  (1,  - 1)  em  termos  de 
coordenadas  polares. 
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SOLUgAO  Se  escolhermos  r positive,  entao  a Equacao  2 fornece 

r = yfx2  + v2  — VI2  + ( — l)2  = yfl 

{g  0 = L = - 1 

jr 

Como  o ponto  (1,  —1)  esta  no  quarto  quadrante,  podemos  escoiher  6 = — tt/ 4 ou 
8 = Entao  uma  resposta  possfvel  e (yfl,  ~tt/4)\  e outra  e (y^,  ?7r/4). 

NOTA  a As  Equa9oes  2 nao  determinam  unicamente  0 quando  x e >!  sao  dados,  porque, 
como  8 aumenta  atraves  do  intervalo  0 ^ 8 < 2tt,  cada  vaior  de  tg  $ ocorre  duas  vezes. 
Portanto,  para  converter  coordenadas  cartesianas  em  coordenadas  polares,  nao  e apenas 
suficiente  encontrar  r e 8 que  satisfa^am  as  Equapoes  2.  Como  no  Exemplo  3,  devemos 
escoiher  8 de  modo  que  o ponto  (r,  0)  esteja  no  quadrante  correto. 


i Curvas  Polares 


FIGURA  6 


/(-2,  3) 

/ 

FIGURA  7 


O grafico  de  uma  equacao  polar  r =/(0),  ou  mais  genericamente  F(r,  8)  = 0,  consiste 
em  todos  os  pontos  P que  tem  pelo  menos  uma  representapao  (r,  8)  cujas  coordenadas  sa- 
tisfazem  a equa9ao. 

EXEMPLO  4 : Que  curva  e representada  pela  equapao  polar  r = 2? 

SQIUQAO  A curva  consiste  em  todos  os  pontos  (r,  8)  com  r — 2.  Como  r representa  a 
distancia  do  ponto  ao  polo,  a curva  r = 2 representa  o circulo  com  centro  O e raio  2.  Em 
geral,  a equa9ao  r = a representa  um  circulo  com  centro  O e raio  j a |.  (Veja  a Figura  6.) 

EXEMPLO  5 o Esboce  a cun'a  polar  8—1. 

SOLU^AO  Essa  curva  consiste  em  todos  os  pontos  ( r , 8)  tal  que  o angulo  polar  e 1 
radiano.  E uma  linha  reta  que  passa  por  0 e forma  um  angulo  de  1 radiano  com  o eixo 
polar  (veja  a Figura  7).  Note  que  os  pontos  (r,  1)  na  reta  com  r > 0 estao  no  primeiro 
quadrante,  enquanto  aqueles  com  r < 0 estao  no  tereeiro  quadrante. 

EXEMPLO  8 o 

(a)  Esboce  a curva  com  equapao  polar  r — 2 cos  6. 

(b)  Encontre  a equapao  cartesiana  para  essa  curva. 

S0LUCA0 

(a)  Na  Figura  8 encontramos  os  valores  de  r para  alguns  valores  convenientes  de  8 
e plotamos  os  correspondentes  pontos  (r,  8).  Entao  juntamos  esses  pontos  para  esbo9ar  a 
curva,  que  pareee  ser  um  circulo.  Usamos  os  valores  de  8 apenas  entre  0 e tt,  ja  que,  se 
deixarmos  9 aumentar  alem  de  tt,  obtemos  os  mesmos  pontos  novamente. 


FIGURA  8 
Tabela  de  valores  e grafico 
de  r — 2 cos  8 
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(b)  Para  converter  a equacao  dada  em  uma  equacao  cartesiana,  u samos  as  Equagdes  1 e 
2.  A partir  de  x = r cos  6 , temos  cos  6 — jc/r;  assim,  a equacao  r = 2 cos  0 toma-se 
r — 2xj r,  que  fomece 

2a*  = r"  = a'2  + v2  ou  x2  + y 2 — 2x  = 0 
Completando  o quadrado,  obtemos 


(x  — I ) t ' — 1 

que  e uma  equacao  do  circulo  com  centra  ( 1 , 0)  e raio  1 . 


□ A Figura  9 mostra  em  uma  ilustragao 
geometries  que  o clrcuio  no  Exempio  6 
tem  a equacao  r — 2 cos  G . O anguio 
OPQ  e um  SnguSo  reto  (por  que?)  e 
assim  r/2  — cos  8. 


FIGURA  9 


vf 


/ 

L^£ 


p 


\\ 

\\ 


0\ 


\Q 


FIGURA  10 

r — I + sen  6 em  coordenadas 
cartesianas,  0 ^ 8 ^ 2 rr 


EXEMPLO  7 □ Esboce  a cur\'a  r — 1 + sen  Q. 

S0LUQA0  Em  vez  de  plotarmos  os  pontos  como  no  Exempio  6,  primeiro  esbocatnos  o 
grafico  de  r — 1 + sen  6 em  coordenadas  cartesianas  na  Figura  10  pelo  deslocamento 
da  curva  seno  uma  unidade  para  cima.  Isso  nos  permite  ler  facilmente  os  valores  de  r 
que  correspondent  a valores  crescentes  de  0 . Por  exempio,  vemos  que  6 aumenta  de  0 
ate  7t/2,  r (a  distancia  a partir  de  O ) aumenta  de  1 ate  2,  assim  esbocamos  a parte 
correspondente  da  curva  polar  na  Figura  11(a).  Quando  6 aumenta  de  rr/ 2 ate  rr,  a 
Figura  10  mostra  que  r diminui  de  2 ate  1,  e dessa  forma  esbocamos  a proxima  parte  da 
curva  como  na  Figura  1 1(b).  Quando  6 aumenta  de  rr  ate  37j/2,  r diminui  de  1 para  0, 
como  apresentado  na  parte  (c).  Finalmente,  quando  6 aumenta  de  Zrr/2  ate  2tt,  r 
aumenta  de  0 para  1,  como  mostrado  na  parte  (d).  Se  deixassemos  $ aumentar  alem  de 
27 t ou  diminuir  alem  de  0,  simplesmente  retracariamos  nossa  trajetoria.  Juntando  as 
partes  da  curva  a partir  das  Figuras  1 l(a)-(d),  esbocamos  a curva  completa  na  parte  (e). 
Fla  e chamada  de  cardioide  porque  tem  o formato  parecido  com  o de  um  coracao. 


(a)  (b) 

FIGURA  11 

Estagios  do  esboco  da  cardioide  r — 1 + sen  8 
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EXEMPLG  8 o Esboce  a curva  r — cos  2 9. 

S0LUQA0  Como  no  Exemplo  7,  primeiro  esbo9amos  r — cos  2$,  0 0 2tt , em 

coordenadas  carlesianas  na  Figura  12.  Quando  9 aumenta  de  0 aid  rrfA,  a Figura  12 
mostra  que  r diminui  de  1 ate  0,  e assim  desenhamos  a parte  correspondente  da  curva 
polar  na  Figura  1 3 (indicada  por  uma  seta  simples).  Quando  9 aumenta  de  tt/4  ate  tt/2, 
r varia  de  0 ate  “1.  Isso  significa  que  a distancia  de  O aumenta  de  0 ate  1,  mas  em  vez 
de  ser  no  primeiro  quadrante  essa  parte  da  curva  polar  (indicada  por  uma  seta  dupla)  esta 
no  lado  oposto  ao  polo  no  terceiro  quadrante,  O restante  da  curva  e desenhado  de  uma 
maneira  semelhante,  com  numeros  e setas  indicando  a ordem  na  qual  as  porqoes  sao 
tra^adas.  A curva  resultante  tem  quatro  la^os  e e denominada  rosa  de  quatro  petalas. 


FIGURA  12  FIGURA  13 

r — cos  26  em  coordenadas  carlesianas  Rosa  de  quatro  petalas  r — cos  2$ 


A Simetria 

Ao  esbocar  curvas  polares,  lembre-se  de  que  e util  algumas  vezes  ievar  em  conta  a simetria.  As 

tres  regras  seguintes  sao  explicadas  pela  Figura  14. 

(a)  Se  uma  equa^ao  polar  nao  mudar  quando  $ for  trocado  por  —6,  a curva  sera  simetrica 
ao  redor  do  eixo  polar. 

(b)  Se  a equaqao  nao  mudar  quando  r for  trocado  por  ~r,  ou  quando  $ for  trocado  por 
6 + rr,  a curva  sera  simdtrica  ao  redor  do  polo.  (Isso  significa  que  a curva  permanecera 
inalterada  se  a girarmos  180°  ao  redor  da  origern.) 

(c)  Se  a equa^ao  nao  mudar  quando  6 for  trocado  por  rr  — 9,  a curva  sera  simetrica  ao 
redor  da  reta  vertical  9 = rr/2. 


'fe'i-  - Sfti.  '•SM*. 


.. , #Sfc  : 


- S 
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As  curvas  nos  Exemplos  6 e 8 sao  simetricas  ao  redor  do  eixo  polar,  pois 
cos(-0)  = cos  9.  As  curvas  nos  Exemplos  7 e 8 sao  simetricas  ao  redor  de  0 ~ ir/2 
porque  sen(rr  — 0)  ~ sen  9 e cos  2{tt  — 9)  — cos  26.  A rosa  de  quatro  petalas  e tambem 
simetrica  ao  redor  do  polo.  Essas  propriedades  de  simetria  poderiam  ser  usadas  para 
esbo^ar  as  curvas.  Por  exemplo,  no  Exemplo  6 so  precisariamos  ter  plotado  pontos  pa- 
ra  0 ^ 6 tt/2  e entao  refieli-los  ao  redor  do  eixo  polar  para  obter  o cfrculo  completo. 


U Tangentes  a Curvas  Polares 

Para  encontrar  a reta  tangente  a uma  curva  polar  r ~f(9),  vamos  considerar  6 como  urn 
parametro  e escrever  suas  equayoes  parametricas  como 

x ~ rc os  6 — f(6)  cos  6 y — r sen  6 = f(0)  sen  9 


Entao,  usando  o metodo  para  encontrar  inclina^oes  de  curvas  parametricas  (Equacao 
10.2.2),  e a Regra  do  Produto  temos 


dy 

dy  _ dd 
dx  dx 
~d9 


— sen  6 + r cos  6 
d8 


dr 

~d6 


cos  0 ~ r sen  9 


Localizamos  as  tangentes  horizontais  achando  os  pontos  onde  dy/dO  — 0 (desde 
que  dxfdd  # 0).  Do  mesmo  modo,  localizamos  as  tangentes  verticais  nos  pontos  onde 
dxfdO  = 0 (desde  que  dy/d6  # 0). 

Note  que,  se  estivermos  olhando  para  as  retas  tangentes  no  polo,  entao  r — 0 e a 
Equacao  3 e simpiificada  para 


dl 

dx 


tg  0 


se 


dr 

~d0 


7^  0 


Por  exemplo,  no  Exemplo  8 achamos  que  r — cos  29  = 0,  onde  6 = tt/A  ou  Isso 
significa  que  as  retas  6 — tt/4  e 9 = 3ttJ 4 (ou  y = x e y = —x)  sao  retas  tangentes  a 
r = cos  29  na  origem. 


EXEMPLO  9 □ 

(a)  Para  a cardioide  r — 1 + sen  9 do  Exemplo  7,  calcule  a inclinacao  da  reta  tangente 
quando  9 — 7t/3. 

(b)  Encontre  os  pontos  na  cardioide  onde  a reta  tangente  e horizontal  ou  vertical. 
SOLUfAO  Usando  a Equacao  3 com  r — 1 + sen  9,  obtemos 


dy 

dx 


dr 

He 


sen  9 + rcos  9 


dr 

d9 


cos  9 — r sen  9 


cos  9 sen  0 + (1  + sen  9)  cos  6 
cos  9 cos  9 — (1  + sen  9)  sen  9 


cos  0(1  +2  sen  9)  __  cos  0(1  +2  sen  9) 
1—2  sen20  — sen  0 (1  + sen  0)(1  - 2 sen  9) 
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(a)  A inclina^ao  da  langente  no  ponto  onde  0 — 77/ 3 e 


dy 

dx 


cos(tt/3)({  + 2sen(7r/3)) 

(1  + sen(7r/3))(l  — 2sen(ir/3)) 


|(1  -+V3)  1 + a/3 

(1  + V3/2X1  - -Jl)  (2  + V5)(i  - v'5) 


1 + a/3 

- 1 - V3 


(b)  Observe  que 

— cos  0(1+2  sen  0)  = 0 

do 

dx 

— — (1  + sen  0)(1  — 2 sen  0)  = 0 
d6 


17  3 77  ITT  llTT 
quandofl  = y,T,— 

7 r J7T 

quando  0 = — , — 

2 6 6 


FIGURA  15 

Retas  tangentes  para  r = 1 + sen  6 


Portanto  existem  tangentes  horizontais  nos  pontos  (2,  tt/2),  (|.  77j/6),  (5,  11 77/6)  e 
tangentes  verticals  em  (f,  77/6)  e (|,  5 77/6).  Quando  0 = 3 tt/2 , dy/dd  e dxfdO  sao  0 e, 
dessa  forma,  devemos  ser  cuidadosos.  Usando  a Regra  de  U Hospital,  temos 


,.  dy 

hm  _ — 

S— >(3jr/2)~ 


1 + 2 sen  0 
lim  

<M37t/2>"  1 


1 


lim 


2 sen  0 
cos  0 


cos  6 

hm  

$-*Qirfiy  1 + sen  0 


3 e-+(3w/2f  1 + sen  0 


1 —sen  0 

— (lm  

3 8->  (3ir/2)  COS  0 


Por  simetria, 


..  dy 

lim  — 

$—*{iir/2)+  dx 


00 


Entao  existe  uma  reta  tangente  vertical  no  polo  (veja  a Figura  15). 


NOTA  o Em  vez  de  lembramios  da  Equa^ao  3,  poderiamos  empregar  o metodo  usado 
para  deriva-la.  Por  exemplo,  no  Exemplo  9,  poderiamos  ter  escrito 

x — r cos  0 — (1  + sen  0)  cos  0 = cos  0 + 1 sen  20 

y = rsen  0 = (1  + sen  0)  sen  0 = sen  0 + sen20 


Assim  temos 

dy  __  dy/dS  ___  cos  0 + 2 sen  0 cos  0 __  cos  0 + sen  20 
dx  dx/dd  —sen  0 + cos  20  —sen  0 + cos  20 


que  e equivalente  a nossa  expressao  previa. 
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SssJf  Plotando  Curvas  Polares  com  Dispositivos  Graficos 

Embora  seja  util  saber  esbo^ar  as  curvas  polares  simples  manualmente,  precisamos  usar 
uma  calculadora  grafica  ou  um  computador  quando  nos  deparamos  com  uraa  curva  com- 
plicada,  como  a mostrada  na  Figura  16. 

Alguns  dispositivos  graficos  tem  comandos  que  nos  permitem  plotar  as  curvas  polares 
diretamente.  Com  outras  maquinas  precisamos  fazer  a conversao  para  as  curvas  parametri- 
cas  primeiro.  No  ultimo  caso,  tomamos  a equa9ao  polar  r ~ f(0)  e escrevemos  suas 
equa95es  parametricas  como 


FIGURA  16 

r = sen  8 + sen’(50/2)  x — r cos  0 — /(0)  cos  8 y = rsen  0 = f(8)  sen  0 


Algumas  maquinas  requerem  que  o parametro  seja  denominado  t era  vez  de  8. 


FIGURA  17 
r = sen(80/5) 


EXEiiPLCI  16  □ Plote  a curva  r — sen(80/5). 

S01UQA0  Vamos  assumir  que  nosso  dispositivo  grafico  nao  tenha  um  comando  para 
plotar  as  curvas  polares.  Nesse  caso,  precisamos  trabalhar  com  as  equa9oes  parametricas 
correspondentes,  que  sao 

x ~ rcos  8 = sen(80/5)  cos  0 y — rsen  d ~ sen (8 0/5)  sen  8 

Em  qualquer  caso,  precisamos  determinar  o domfnio  para  6.  Entao  nos  perguntamos: 
quantas  rota9oes  completas  sao  necessarias  ate  a curva  se  repetir?  Se  a resposta  for  n, 
entao 


sen 


8(0  + 2m t) 


( 80  16«7r\ 

senj j I 

\ 5 5 ; 


e assim  precisamos  que  16 mr/5  seja  um  multiplo  par  de  rr.  Isso  oconera  primeiro 
quando  n = 5.  Portanto  plotaremos  a curva  inteira  se  especificarmos  que  0 0 *£  IOtt. 

Trocando  de  0 para  t,  temos  as  equa9oes 


x — sen(8r/5)  cos  t y = sen(8t/5)  sen  t 0 ^ t ^ 10 7r 

e a Figura  17  nos  mostra  a curva  resultante.  Note  que  essa  rosa  tem  16  la9os. 

EXEMPLO  11  □ Investigue  a farmlia  de  curvas  polares  dada  por  r — 1 + c sen  0. 
Como  o fonnato  muda  quando  c varia?  (Essas  curvas  sao  chamadas  limagons, 
que  em  frances  significa  caracol,  por  causa  do  formato  dessas  curvas  para  certos 
valores  de  c.) 


SOLUQAO  A Figura  18  mostra  graficos  desenhados  por  computador  para  varios  valores 

u No  Exercicio  53  pediremos  para  de  c.  Para  c > 1 existe  um  la90  que  reduz  de  tamanho  quando  c diminui.  Quando 

voce  provar  analiticamente  o que 

descobriu  a partir  dos  graficos  na  c = l o laqo  desaparece  e a curv^a  toma-se  a cardioide  que  esbo9amos  no  Exemplo  7. 

Figura  18.  Para  c entre  1 e | a cuspide  da  cardioide  e suavizada  e toma-se  uma  “covinha”. 

Quando  c diminui  de  \ para  0,  a lima9on  parece  oval.  Essa  oval  toma-se  mais 
circular  quando  c~>0e  quando  c = 0 a curva  e apenas  o circulo  r — 1 . 


a<SEtv.  ■.'JtJ'.v 
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FIGURA  18 

Membros  da  familia  de 
lima^ons  r = 1 + sen  0 


As  partes  restantes  da  Figura  1 8 mostram  que,  quando  c se  toma  negativo,  os  for- 
matos  mudam  na  ordem  inversa.  De  fato,  essas  curvas  sao  reflexSes  ao  redor  do  eixo 
horizontal  das  curvas  correspondentes  com  c positivo. 


Exercicios 


1-2  □ pjote  o ponto  cujas  coordenadas  polares  sao  dadas.  Entao 
encontre  dots  outros  pares  de  coordenadas  polares  desse  ponto,  um 
com  r > 0 e o outro  com  r < 0. 

1.  (a)  (1,  it/2)  (b)  (-2,  7r/4)  (c)  (3,2) 

2.  (a)  (3,0)  (b)  (2,-tt/I)  (c)  (-1,  -tt/2) 

3-4  u Plote  o ponto  cujas  coordenadas  polares  sao  dadas.  Entao 
encontre  as  coordenadas  cartesianas  do  ponto. 

3.  (a)  (3, tt/2)  (b)  (2^2,377/4)  (c)  (-1,  tt/3) 

4.  (a)  (2,  2 77-/3)  (b)  (4,  3t t)  (c)  (-2,-57 r/6) 


13.  Encontre  a distancia  entre  os  pontos  com  coordenadas  polares 
(1,  7t/6)  e (3,  37t/4). 

14.  Encontre  uma  formula  para  a distancia  entre  os  pontos  com 
coordenadas  polares  (n,  0;)  e (r2,  02). 

15-20  □ Encontre  a equacao  cartesiana  para  a curva  descrita  pela 
equacao  polar  dada. 

15.  r — 2 16.  r cos  6 = 1 

IS®  r — 3 sen  d 18.  r — 2 sen  0 + 2 cos  0 

19.  r — cos-sec  0 20.  r = tg  0 sec  0 


5-6  O As  coordenadas  cartesianas  de  um  ponto  sao  dadas. 

(i)  Encontre  as  coordenadas  polares  (r,  0)  do  ponto,  onde  r>0e 

0 0 < 2tt. 

(ii)  Encontre  as  coordenadas  polares  (r,  0)  do  ponto,  onde  r < 0 e 


0 « 0 

< 2 7 r. 

5. 

(a)  (1, 

1) 

(b)  (2^3,  ”2) 

6. 

(a)  (- 

1,-V 

'3)  (b)  (-2,  3) 

7-1 ; 

l □ Esboce  a 

regiao  no  piano  que  consiste  ern  pontos 

coordenadas  polares  satisfazem  as  condifoes  dadas. 

7, 

1^7 

*«2 

8. 

r 5*  Cf 

, it/: 

5 0 277/3 

9. 

0 r 

< 4, 

— tt/2  0 < 77 /6 

16. 

2 < r 

«5, 

3tt/4  < 6 < 5tt/4 

11. 

2 < r 

< 3, 

5 tt/3  « 0 « 7 tt/3 

12. 

-1  *5 

r =£  1, 

tt/4  ==  0 37r/4 

21-28  □ Encontre  uma  equacao  polar  para  a curva  representada 
pela  equacao  cartesiana  dada. 

21.  x = 3 22.  .x2  + y2  = 9 

23.  x = ~-y2  24.  x + y ~ 9 

sill  x2  + y2  = 2 cx  26.  x 2 — y 2 — 1 

27-28  □ Para  cada  uma  das  curvas  descritas,  decida  se  a curva 
seria  mais  facilmente  dada  por  uma  equacao  polar  ou  por  uma 
equacao  cartesiana.  Entao  escreva  uma  equagao  para  a curva. 

27.  (a)  Uma  reta  que  passa  pela  origem  e forma  um  angulo 

de  tt/6  com  o eixo  x positivo. 

(b)  Uma  reta  vertical  peio  ponto  (3,  3). 

28,  (a)  Um  cfrculo  com  raio  5 e centro  (2,  3). 

(b)  Um  cfrculo  com  centro  na  origem  e raio  4. 
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ZZ-4%  - Esboce  a curva  com  a equa^ao  dada. 


29. 

0 = 

' ““17/6 

30. 

7 

I 

- 3r  + 2 - 0 

31. 

r - 

= sen  0 

32. 

r- 

—3  cos  0 

33. 

r ~ 

= 2(1  — sen  0) 

38. 

r = 

1 ~ 3 cos  0 

35. 

r = 

= 0,  0 3*  0 

36. 

r = 

In  0,  0 2*  1 

37. 

r s 

= sen  20 

38. 

r ~ 

2 cos  30 

39. 

r - 

= 2 cos  40 

40. 

r — 

sen  50 

41. 

r~  ■ 

= 4 cos  20 

42. 

r 2 - 

= sen  20 

43. 

r = 

= 2 cos  (3  0/2) 

44. 

r:0 

«*  1 

45. 

r = 

: 1 + 2 cos  20 

46. 

r = 

1 + 2 cos(0/2) 

4?- 

48 

A figura  mostra 

o grafico  de  t 

- como  uma  fun£ao  de 

coordenadas  cartesianas.  Use-o  para  esbo^ar  a curva  polar 
correspondents. 

47.  43. 


2t 

l| 


H h 

IT 


2 TT  0 


rk 


49.  Mostre  que  a curva  polar  r = 4 + 2 sec  0 (chamada 
conchdide)  tem  a reta  x = 2 como  uma  assmtota  vertical 
mostrando  que  lim^^x  2.  Use  esse  fato  para  ajudar  a 
esbo§ar  a conchoide. 

50.  Mostre  que  a curva  r — 2 - co-sec  0 (tambem  uma  conchdide) 
tem  a reta  y = — 1 como  uma  assmtota  horizontal  mostrando 
que  iimr_SK}>  — — 1.  Use  esse  fato  para  ajudar  a esbofar  a 
conchdide. 

51.  Mostre  que  a curva  r — sen  8 tg  6 (denominada  cissoide 
de  Diodes)  tem  a reta  x ~ 1 como  uma  assmtota  vertical. 
Mostre  tambem  que  a curva  est&  inteiramente  dentro  da 
faixa  vertical  0 x < 1.  Use  esses  fatos  para  ajudar 

a esbogar  a cissoide. 

52.  Esboce  a curva  (x2  + y2)3  = 4x2>>2. 

53.  (a)  No  Exemplo  1 1 os  graficos  sugerem  que  a lima?on 

r — 1 + c sen  8 tem  um  la<jo  intemo  quando  | c | > 1 . 
Prove  que  isso  e verdadeiro  e encontre  os  valores  de  6 
que  correspondam  ao  la§o  interno. 

(b)  A partir  da  Figura  1 8 parece  que  a lima^on  perde  sua 
covinha  quando  c = |.  Prove. 


54.  Conecte  as  curvas  polares  com  seus  respectivos  graficos  I-VI. 
De  razdes  para  suas  escolhas.  (Nao  use  um  dispositivo  grdfico.) 
(a)  r — sen(0/2)  (b)  r = sen  (0/4) 

(c)  r — sec(3 8)  (d)  r = 0sen  0 

(e)  r = 1 + 4 cos  50  (f)  r “ l/%/0 


5sb™6fl  □ Calcule  a ineiina5ao  da  reta  tangente  para  a curva  polar 
dada  no  ponto  especificado  pelo  valor  de  0. 

55.  r — 2 sen  0,  0 = tt/6 

56.  r — 2 — sen  0,  0 = 7r/3 

57.  r = 1/0.  0 — 77  58.  r — In  0.  0 = e 

59.  r = 1 + cos  0,  0 — 77/6  60.  r = sen  30,  0 = tt/6 

61-66  o Encontre  os  pontos  na  curva  dada  onde  a reta  tangente  e 
horizontal  ou  vertical. 

Ufa  r — 3 cos  0 62.  r = cos  0 + sen  0 

63.  r — 1 + cos  0 64.  r = e 6 

65.  r = cos  20  66.  r2  — sen  20 
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S7.  Mostre  que  a equayao  polar  r — a sen  $ + b cos  6,  onde 
ab  A 0,  representa  um  cfrculo  e calcule  seu  centre  e o raio. 

68.  Mostre  que  as  curvas  r — a sen  6 e r — a cos  6 se  interceptam 
com  angulos  retos. 

|2  63-74  O Use  um  dispositive?  grafico  para  plotar  a curva  polar. 
Escolha  o intervalo  do  parametro  para  ter  certeza  de  que  voce 
fez  a curva  inteira. 

69.  r ~ 1 + 2 sen  (d/2)  (nefroide  de  Freeth) 

70.  r = N/1  - 0,8  sen20  (hipopedia) 

71.  r — e %ea0  - 2 cos(4P)  (curva  borboleta) 

72.  r — sen2(40)  + cos(40) 

73.  r = 2 - 5 sen(0/6) 


Investigue  como  o grafico  muda  quando  o numero  a varia.  Em 
particular,  voce  deveria  identificar  os  valores  de  transigao  de  a 
para  os  quais  o formato  basico  da  curva  muda. 

11  80.  O astronomo  Giovanni  Cassini  (1625-1712)  estudou  a famflia 
de  curvas  com  equa9oes  polares 

r4  - 2cV2  cos  26  + c4  ~ a4  ~ 0 

onde  acc  sao  numeros  reals  positivos.  Essas  curvas  sao 
chamadas  ovais  de  Cassini,  embora  tenham  formato  oval 
apenas  para  certos  valores  de  a e c.  (Cassini  pensou  que  essas 
curvas  pudessem  representar  as  orbitas  planetarias  melhor  que 
as  elipses  de  Kepler.)  Investigue  a variedade  de  formates 
que  essas  curvas  possam  ter.  Em  particular,  como  estao 
relacionados  ate  quando  a curva  se  divide  em  duas  partes? 

81  Seja  P um  ponto  qualquer  (exceto  a origem)  na  curva  r «=/(0). 


74.  r = cos(#/2)  + cos(0/3) 

11  75.  Como  os  graficos  r — 1 + sen(0  - ir/6)  e 

r = 1 + sen(d  — ir/3)  estao  relacionados  ao  grafico 
r — 1 + sen  61  Em  geral,  como  o grafico  de  r — f{6  — a) 
esta  relacionado  ao  grafico  de  r — /(0)? 

11  76.  Use  um  grafico  para  estimar  a coordenada  y dos  pontos  mais 
altos  na  curva  r “ sen  29.  Entao  use  o calculo  para  encontrar 
o valor  exato. 

II  77.  (a)  Investigue  a famfiia  de  curvas  definidas  pelas  equates 

polares  r = sen  nd,  onde  n 6 um  inteiro  positivo.  Como  o 
numero  de  la^os  esta  relacionado  a n? 

(b)  O que  aconteceria  se  a equa^ao  na  parte  (a)  fosse  trocada 
por  r — | sen  n6\2 

31  78.  Uma  famflia  de  curvas  e dada  pelas  equates  r = 1 + c sen 
n 6,  onde  c e um  numero  real  e n 6 um  inteiro  positivo.  Como 
o grafico  muda  quando  n aumenta?  Como  ele  muda  quando  c 
varia?  Hustre  plotando  os  membros  suficientes  da  famflia  para 
apoiar  suas  conclusoes. 

II  79.  Uma  famflia  de  curvas  tern  equates  polares 

1 - a cos  6 

r 

1 + a cos  6 


Se  ip  for  o angulo  entre  a reta  tangente  emfea  reta  radial  OP, 
mostre  que 

tg  ip  = — ~ — 

dr/dd 

[Dica:  Observe  que  ip  — <p  — 0 na  figura.] 

r =f{0  ) \ / 

kw 


82.  (a)  Use  o Exercfcio  81  para  mostrar  que  o angulo  entre  a reta 
tangente  e a reta  radial  e ip  ~ ir/4  a cada  ponto  na  curva 
r ~ ee. 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  plotando  a curva  e a reta  tangente  aos 
pontos  onde  6 — 0 e ir/2. 

(c)  Prove  que  qualquer  curva  polar  r = /(0),  com  a 
propriedade  de  que  o angulo  entre  a reta  radial  e a reta 
tangente  6 uma  constante,  deve  ser  do  tipo  r — Ceke,  onde 
C e k sao  constantes. 


Areas  e Comprimentos  em  Coordenadas  Polares 

Nesta  secao  desenvolveremos  a formula  para  a area  de  uma  regiao  cuja  fronteira  e dada 
por  uma  equafao  polar.  Precisamos  usar  a formula  para  a area  de  um  setor  de  um  cfrculo 


figura  1 


onde,  como  na  Figura  1 , r e o raio  e 6,  a medida  em  radianos  do  Sngulo  central.  A Formula 
1 segue  do  fato  de  que  a drea  de  um  setor  e proporcional  a seu  angulo  central: 
A — (B/lifiirr*  — \r2Q.  (Veja  tamb^m  o Exercfcio  35  na  Sepao  7.3  no  Volume  I.) 
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Seja  Sft  a regiao  ilustrada  na  Figura  2,  limitada  pela  curva  polar  r — f(8)  e pelos  raios 
0 — a e 6 — b,  onde  / e uma  fun^ao  contmua  positiva  e onde  0 < b — a 2 rr. 
Dividimos  o intervalo  [ a , F]  em  subintervalos  com  extremos  do,  8>,  82, ... , 8n  e iarguras 
iguais  Ad.  Os  raios  6=0,  dividem  entao  2k  em  n regides  menores  com  angulo  central 
A 8 ~ 6 , — 6j-i.  Se  escolhermos  Of  no  z-esimo  subintervalo  [$,- u 6,],  entao  a area  A As 
da  z-esima  regiao  sera  aproximada  pela  area  do  setor  de  urn  circulo  com  angulo  central 
A 6 e raio  /(#*),  (Veja  a Figura  3.) 

Entao,  a partir  da  Formula  1 temos 

AA,  » |[/(0*)]2At? 


e assim  uma  aproximacao  para  a area  total  A de  2ft  e 

[2]  itif(d*)YA6 

i~ ! 

A partir  da  Figura  3 parece  que  a aproximacao  em  (2)  melhora  quando  n — » °°.  Mas  as 
somas  em  (2)  sao  as  de  Riemann  para  a funcao  g(6)  — |[/(0)]2,  logo, 

limil[/(0f)]2Afl=  \b&MVde 

i-—\  Ja 


E portanto  parece  plausivel  (e  de  fato  pode  ser  provado)  que  a formula  para  a area  A da 
regiao  polar  2ft  e 


ru 

a = f "limYde 

1 



A Formula  3 e freqiientemente  escrita  como 

■ 

, 

■ 

fb  i * 

1 

a 

■ 

A = {rdO 

da 

entendendo  que  r — fid).  Note  a similaridade  entre  as  Formulas  1 e 4. 

Quando  aplicamos  as  Formulas  3 ou  4,  e interessante  pensar  na  area  como  varrida  por 
um  raio  que  gira  e passa  por  O e que  come^a  com  angulo  a e termina  com  angulo  b. 


EXEUfiPLO  1 c Calcule  a drea  limitada  por  um  la^o  da  rosa  de  quatro  petalas  r = cos  26. 

SOLUQAO  A curva  r — cos  28  foi  esbo^ada  no  Exemplo  8 da  Sepao  10.3.  Note  a partir 
da  Figura  4 que  a regiao  limitada  pelo  la^o  direito  6 varrida  pelo  raio  que  gira  de 
8 = — ir/4  ate  0 — tt/4.  Dessa  forma,  a Formula  4 fomece 

A = I \r2dd  — | f cos2 2 8d6 

J~n/  4 5— a/4 

- f"4  cos2  28 d 6 = f M(l  + cos  48)  d8 
Jo  Jo 

=*  il0  + ?sen40]o/4  = y Q 
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EXEMPLO  2 o Calcule  a area  da  regiao  que  esta  dentro  do  circulo  r — 3 sen  0 e fora  da 
cardioide  r — 1 + sen  0. 

S0LUQA0  A cardioide  (veja  o Exemplo  7 da  Se9§o  10.3)  e o circulo  estao  esbo9ados  na 
Figura  5,  e a regiao  desejada  esta  sombreada.  Os  valores  d e at  b na  Formula  4 sao 
determinados  achando-se  os  pontos  de  interse^ao  das  duas  curvas.  Bias  se  interceptam 
quando  3 sen  0 — 1 +•  sen  0,  o que  fornece  sen  0 — s,  assim  9 — tt/6,  5rr/6.  A area 
desejada  pode  ser  encontrada  pela  subtra9§o  da  area  dentro  da  cardioide  entre  9 = tt/6  e 
8 — 5tt/6  da  area  dentro  do  circulo  de  tt/6  ate  5 tt/6.  Entao 


A — i J5"’'  (3  sen  0)'of0  ~ 1 1 6 0 +“  sen  6)2d6 
Como  a regiao  e simetrica  ao  redor  do  eixo  0 = tt/2,  podemos  escrever 


A — 2 


~/6 


T ' 9 sei \26d6  — k {1+2  sen  8 + sen20)  dd 


(8  sen20  -1  — 2 sen  8)  d8 


tt/6 


(3—4  cos  26-2  sen  8)  d8 


[porq  ue  sen'er 


30  — 2 sen  20  + 2 cos  0 — tt 


O Exemplo  2 ilustra  o procedimento  para  encontrar  a area  da  regiao  limitada  por  duas 
curvas  polares.  Em  geral,  seja  $1  uraa  regiao,  como  ilustrado  na  Figura  6,  que  e limita- 
da pelas  curvas  com  as  equates  polares  r—f(9),  r — g($),  8~a  e 0 = 0,  onde 
f(9)  > g(8)  2*  0 e 0 < b — a ^ 2tt.  A area  A de  e calculada  pela  subtra^ao  da  area 
dentro  de  r — g(0)  da  area  dentro  de  r = /(0);  assim,  usando  a Formula  3 temos 

A = ib‘iim?de-  p i[g(9)?de 

Ja  Ja 

-if  (Um2~[gm2)d0 

Ja 


|||  ATEN  Q AO  a O fato  de  que  um  dnico  ponto  tem  muitas  representa^oes  era  coordenadas 
polares  algumas  vezes  toma  dificil  encontrar  todos  os  pontos  de  interse^ao  de  duas  curvas  po- 
lares. Por  exemplo,  e obvio  a partir  da  Figura  5 que  o circulo  e a cardidide  tem  tres 
pontos  de  interse^ao;  contudo,  no  Exemplo  2,  resolvemos  as  equa^oes  r = 3 sen  0 e 
r ==  1 + sen  0 e encontramos  apenas  dois  pontos  (f,  tt/6)  e (5,  5 tt/6).  A origem  tambem 
e um  ponto  de  interse9ao,  mas  nao  pudemos  encontra-lo  resolvendo  as  equa9oes  para  as 
curvas,  pois  a origem  nao  tem  uraa  unica  representagao  em  coordenadas  polares  que  sa- 
tisfa9a  ambas  as  equa9des.  Note  que,  quando  representada  como  (0,  0)  ou  (0,  tt),  a origem 
satisfaz  r ~ 3 sen  0 e assim,  esta  no  circulo;  quando  representada  como  (0,  3rr/2),  satis- 
faz  r = 1 + sen  0 e,  dessa  forma,  esta  na  cardidide.  Pense  em  dois  pontos  se  movendo 
ao  longo  das  curvas  quando  o valor  do  parametro  0 aumenta  de  0 ate  2rr . Em  uma  curva 
a origem  e alcan9ada  em  0 = 0 e 0 = tt;  na  outra,  e alcan9ada  em  0 = 37 r/2.  Os  pontos 
nao  colidem  na  origem,  porque  eles  a alcan9am  em  tempos  diferentes,  mas  de  qualquer 
modo  as  curvas  se  interceptam. 

Entao,  para  encontrar  todos  os  pontos  de  interse9ao  de  duas  curvas  polares,  e 
recomendavel  que  voce  desenhe  os  graficos  de  ambas  as  curvas.  E especialmente  conve- 
nient© usar  uma  calculadora  grdfica  ou  um  computador  para  ajudar  nessa  tarefa. 


i 

2- 


EXEMPLO  3 □ Encontre  todos  os  pontos  de  interse9ao  das  curvas  r = cos  20  e r 
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SOLUQAO  Se  resolvennos  as  equa9oes  r = cos  26  e r — obteremos  cos  20  — j e, 
portanto,  26  = tt/3,  5 rr/3,  7rr/3,  1 1 tt/3.  Entao,  os  valores  cle  6 entre  0 e 27rque 
satisfazem  ambas  as  equacoes  sao  6 — tt/6,  5rr/6,  77t/6,  1 1 7r/6.  Encontramos  quatro 
pontos  de  interse^ao:  (f,  n r/6),  (|,  5 tt/6),  (i  lir/6)  t (I,  11  tt/6). 

Contudo,  voce  pode  ver  a partir  da  Figura  7 que  as  curvas  tern  outros  quatro  pontos 
de  interseqao,  a saber:  (|,  t r/3),  (I,  27r/3),  (i,  4tt/3)  e (|,  57r/3).  Esses  podem  ser 
encontrados  usando-se  simetria  ou  notando-se  que  a outra  equacao  do  circulo  er  = — \ e 
entao  resol vendo-se  as  equaqoes  r = cos  26  e r = - O 

1 3 Co  in  prim  onto  de  Arco 

Para  calcular  o comprimento  de  uma  curva  polar  r ~/(0),  a 6 *£  b,  referimo-nos  a 6 
como  um  parametro  e escrevemos  as  equaqoes  parametricas  da  cur\'a  como 

x — r cos  6 — f(8)  cos  0 v — rsen  0 =/(0)sen  0 

Usando  a Regra  do  Produto  e diferenciando  em  relaqao  a 6,  obtemos 


dx  dr 

— — — _ cos  q — r sen  Q 

d6  d6 

assim,  usando  cos20  + sen20  = 1,  temos 
dx 


dy  dr 
d6  dd 


sen  6 + rc os  0 


de 


dy}2 

de 


dry  . dr  , , 

~ I cos  6 — 2 r cos  6 sen  6 + r sen ~0 

d6  d6 


dr  V 
de) 


dr 

~d6 


sen20  + 2r— ■ sen  6 cos  6 + r2  cos 2 6 
dO 


Assumindo  que  f 6 contfnua,  podemos  usar  o Teorema  10.2.6  para  escrever  o compri- 
mento de  arco  como 


Portanto  o comprimento  da  curva  com  equaqao  polar  r = /(0),  a *£  0 *£  b e 


EXESVIPLO  4 □ Calcule  o comprimento  da  cardioide  r = 1 + sen  0. 

SOLUpAO  A cardioide  € mostrada  na  Figura  8 (nos  a esboqamos  no  Exeinplo  7 da  Seyao 
10.3).  Seu  comprimento  total  e dado  pelo  intervalo  do  parametro  0^6^  2tt,  assim,  a 
Formula  5 fomece 


r1  + 


dr\ 


de) 


dO  = V(1  + sen  0)2  + cos  26d6 

i o 


l'2l7 


n/2  + 2 sen  0 dQ 


.jfei&Z.:.. 


FIGURA  8 
r = I + sen  6 


to 
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Poderfamos  avaliar  essa  integral  pela  multiplica^ao  e divisao  do  integrando  por 
v2  - 2 sen  8 , ou  poderfamos  usar  um  sistema  algebrico  computacional.  De  qualquer 
maneira,  calculamos  que  o comprimento  da  cardioide  e L — 8.  D 


Exercicios 

1-4  □ Encontre  a area  da  regiao  que  e limitada  pelas  curvas  dadas 
que  esta  no  setor  especificado. 

1.  r — \fd,  0 «£  0 ^ 7t/4  2.  r = tt  *£  0 2rr 

3.  r — sen  6,  tt/3  0 2 tt/3  4,  r — ¥;sen  6,  0 *£  0 ^ tt 

5-8  □ Encontre  a area  da  regiao  sombreada. 


3-14  □ Esboce  a curva  e calcule  a area  limitada  por  eia. 

3.  r - 3 cos  8 10.  r — 3(1  + cos  9) 

HI  r2  = 4 cos  20  12.  r2  = sen  29 

13.  r = 2 cos  30  14.  r = 2 + cos  20 

15—16  □ Plote  a curva  e calcule  a area  limitada  por  ela. 

15.  r—  1+2  sen  60  16.  r = 2 sen  0+3  sen  90 

17-21  □ Encontre  a area  da  regiao  dentro  de  um  ia?o  da  curva. 
17.  r — sen  20  18.  r — 4 sen  30 

13.  r — 3 cos  50  20.  r=2cos40 

® r ==  1 + 2 sen  0 (la90  intemo) 

22.  Calcule  a £rea  limitada  pelo  la$o  do  estrofoide 
r — 2 cos  0 — sec  0. 

23-28  □ Encontre  a area  da  regiao  que  esta  dentro  da  primeira 
curva  e fora  da  segunda  curva. 


23. 

r 

= 4 sen  0,  r - 

= 2 

24. 

r 

= 1 - sen  0, 

r=  1 

25. 

r2 

= 8 cos  20,  i 

r=  2 

26. 

r : 

- 2 + sen0,  r 

— 3 sen  0 

27. 

r : 

= 3 cos  0,  r - 

- i + cos  0 

28. 

r : 

= 1 + cos  0, 

r — 3 cos  0 

29- 

34 

□ Encontre  a area  da  regiao  que  esta 

i dentro  de  ambas  as  curvas. 

23. 

r 

— sen  0,  r — 

cos  0 

30. 

r — sen  20,  r — sen  0 

31. 

r 

= sen  20,  r - 

s cos  20 

32. 

r2  — 2 sen  20,  r — 1 

33. 

r 

= 3 + 2 sen  0, 

r ~ 2 

34. 

r 

= a sen  0,  r - 

- b cos  0,  a 

> o. 

b > 0 

35. 

Encontre  a area  dentro  do  la^o 

maior 

• e fora  do  Ia$o  menor 

da  lima^on  r = | + cos  0. 


18  36.  Ache  a area  entre  o laqo  maior  e o la^o  menor  da  curva 
r — 1 + 2 cos  30. 

37-42  □ Encontre  todos  os  pontos  de  interse^ao  das  curvas  dadas. 

37.  r = sen  0,  r — cos  6 38.  r — 2,  r — 2 cos  20 

33.  r — cos  0,  r — 1 — cos  0 40.  r = cos  30,  r = sen  30 

H§  r — sen  0,  r = sen  20  42.  r2  = sen  20,  r2  = cos  20 

Si  43.  Os  pontos  de  interse^ao  da  cardioide  r — 1 + sen  0 e do  la^o 
espiral  r — 20,  — it/ 2 0 7r/2,  nao  podem  ser  encontrados 

exatamente.  Use  um  dispositivo  grafico  para  encontrar  os 
valores  aproximados  de  0 nos  quais  eles  se  interceptam. 

Entao  use  esses  valores  para  estimar  a area  que  esta  dentro 
de  ambas  as  curvas. 

i!  44.  Use  um  grafico  para  estimar  os  valores  de  0 para  os  quais  as 
curvas  r = 3 + sen  50  e r — 6 sen  0 se  interceptam.  Entao 
estime  a area  que  esta  dentro  de  ambas  as  curvas. 

45-48  □ Calcule  o comprimento  da  curva  polar. 

45.  r — 3 sen  0,  0 *£  0 «£  tt/3 

46.  r — e28,  0 ^8^  2i r 
SHI  r — 0~,  0 =£  0 2tt 

48.  r — 0,  G 0 2 tt 
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43-52  □ Use  uma  calculadora  ou  um  computador  para  encontrar  o 
comprimento  do  1390,  com  precisao  de  quatro  casas  decimals. 

48.  r = 3 sen  20 

50.  r = 4 sen  30 

51.  r — sen  (0/2) 

52.  r — I + cos  (0/3) 

||  53-54  G Plote  a curva  e calcule  seu  comprimento. 

53.  r - cos^(0/ 4)  54.  r * cos2(0/2) 

55.  (a)  Use  a Formula  10.2.7  para  mostrar  que  a area  da  superffcie 
gerada  pela  rota^o  da  curva  polar 

r =/‘(0)  a « e^b 


(onde  /'  e contfnua  e 0 a < b «£  77)  ao  redor  do  eixo 
polar  e 


27rr  sen  0 


V 


r"  + 


de 


(b)  Use  a formula  na  parte  (a)  para  calcular  a area  da 

superffcie  gerada  pela  rotaqao  da  lemniscata  r2  — cos  20 
ao  redor  do  eixo  polar. 


56.  (a)  Encontre  a formula  para  a area  da  superffcie  gerada 
pela  rota^ao  da  curva  polar  r ~ f(0),  a *£  0 «=  b 
(onde  /'  e contfnua  e 0 a < b 77),  ao  redor 
da  reta  Q—  tt/2. 

(b)  Calcule  a area  da  superffcie  gerada  pela  rota^ao  da 
lemniscata  r1  = cos  20  ao  redor  da  reta  0 — ir/2. 


Sejoes  Conicas  ___ 

Nesta  se9ao  daremos  as  defini^oes  geometricas  de  parabolas,  elipses  e hiperboles  e 
derivaremos  suas  equa9oes-padrao.  Elas  sao  chamadas  se9oes  conicas,  ou  conicas,  porque 
resultam  da  interse9ao  de  urn  cone  com  um  piano,  como  mostrado  na  Figura  1 . 


FIGURA  1 
Conicas 


parabola 


Parabolas 


Uma  parabola  e o conjunto  de  pontos  era  um  piano  cujas  distancias  a um  ponto  iixo  F 
(denominado  foco)  e a uma  reta  fixa  (chamada  diretriz)  sao  iguais.  Essa  defini9ao  e 
ilustrada  pela  Figura  2.  Note  que  o ponto  na  metade  do  caminlio  entre  o foco  e a diretriz 
esta  na  parabola;  e ele  e conhecido  como  vertice.  A reta  que  passa  pelo  foco  e e perpen- 
dicular k diretriz  e intitulada  eixo  da  parabola. 

No  sdculo  XVI,  Galileu  mostrou  que  a trajetdria  de  um  projetil  atirado  no  ax  a um  certo 
angulo  em  relacao  ao  solo  e uma  parabola.  Desde  essa  epoca,  os  formatos  parabdlicos  tem 
sido  usados  para  desenhar  farois  de  carro,  telescdpios  refletores  e pontes  suspensas.  (Veja 
o Problema  16  na  pagina  276  do  Volume  I para  se  lembrar  da  propriedade  de  reflexao  das 
parabolas  que  as  faz  tao  uteis.) 
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P(x,  V) 

/ 

\ 

. -"/I ' 

j 

Fid  p)  , 

; 

[>’ 
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! 

o 

1 

u 

p x 

FIGURA  3 


Obteremos  uma  equacao  particularmente  simples  para  uma  parabola  se  colocarmos  o 
vertice  na  origem  O e sua  diretriz  paralela  ao  eixo  x,  como  na  Figura  3.  Se  o foco  for  o 
ponto  (0,  p ),  entao  a diretriz  tern  a equacao  y = -p.  Se  P(x,  y)  for  um  ponto  qualquer  na 
parabola,  entao  a distancia  de  P ate  o foco  e 

| PF | = Vx2  + (v  - p)2 

e a distancia  de  P ate  a diretriz  e | y + p j.  (A  Figura  3 ilustra  o caso  onde  p > 0.)  A pro- 
priedade  de  defmi^ao  de  uma  parabola  e que  essas  distancias  sao  iguais: 

V-*2  + (v  - p)2  = | y + p | 

Gbtemos  uma  equacao  equivalente  elevando  ao  quadrado  e simplificando: 

x2  + (y  - p)2  ^\y  + p j2  = (y  + pf 
x2  + v 2 — 2 py  4-  p2  = v2  + 2 py  + p2 
X'2  — 4 py 


Tj  Uma  equayao  da  parabola  com  foco  (0,  p)  e diretriz  y 

x 2 — 4 py 


?e 


y. 

\ 

\ 

\ 

* 

/ 

J 

(0  ,p)  / 

0 

X 

(a)  x-  = 

4py,  p > 0 

FIGURA  4 


Se  escrevermos  a — 1/(4 p),  entao  a equa^ao-padrao  de  uma  parabola  (1)  toma-se 
y = ax1.  A concavidade  e para  cima  se  p > 0 e para  baixo  se  p < 0 [veja  a Figura  4, 
partes  (a)  e (b)].  O grafico  e simetrico  em  rela^ao  ao  eixo  y porque  (1)  nao  muda  quando 
x e trocado  por  —a*. 


y , 

v = ~p 

y t 

X 

/ 

y> 

X 

\ 

0 

/ (p,  0) 

(P’  0) 

' x ! 

\ j 

~ 

k ’ * 

0 

* 

/ 

> (0,  p)  \ 

F \ x ~ —p  | 

\ 1 

\ | 

F 

/ 

/ 

/ 

/ 

x ~ 

(b)  x 2 = 4 py, p < 0 (c)^1  = 4 px, p>0  (d)  y - = 4 px,  p<  0 


Se  trocarmos  x e y em  (1),  obteremos 


que  e uma  equacao  da  parabola  com  foco  ( p , 0)  e diretriz  x — —p.  (Trocar  x e y significa 
refletir  em  relagao  k reta  diagonal  y — x .)  A concavidade  da  parabola  e para  a direita  se 
p > 0 e para  a esquerda  se  p < 0 [veja  a Figura  4,  partes  (c)  e (d)].  Em  ambos  os  casos  o 
grafico  e simetrico  em  relagao  ao  eixo  x,  que  e o eixo  da  parabola. 

EXEMPL0  1 □ Encontre  o foco  e a diretriz  da  parabola  y2  + 10x  = Oe  esboce  o grafico. 
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>4 

}C+  10x  = 0 

\ 

\ 

\ 

0 ! 

/ 

j 5 

/ 

X-  \ 

/ 

1 

F1GURA  5 


SOLUQAO  Se  escrevermos  a equaqao  como  v2  — - lOx  e a compararmos  com  a Equaqao 
2 veremos  que  4p  = — 10,  assim  p = — f.  Entao,  o foco  e (/?,  0)  — { — §,  0)  e a diretriz  e 
x = §.  O esbo90  e mostrado  na  Figura  5.  i 

IPi  Elipses 

Uma  elipse  e o conjunto  de  pontos  em  um  piano  cuja  soma  das  distancias  a dois  pontos 
fixos  F\  e F2  e uma  constante  (veja  a Figura  6).  Esses  dois  pontos  sao  chamados  focos. 
Uma  das  Leis  de  Kepler  e que  as  orbitas  dos  planetas  no  si  sterna  solar  sao  elipses  com  o 
Sol  em  um  dos  focos. 

Para  obter  a equaqao  mais  simples  para  uma  elipse,  colocamos  os  focos  no  eixo  x nos 
pontos  (— e,  0)  e (c,  0)  como  na  Figura  7,  de  modo  que  a origem  esteja  na  metade  do  ca- 
minho  entre  os  focos.  Seja  a soma  das  distancias  a partir  de  um  ponto  na  elipse  ate  os  focos 
2 a > 0.  Entao  P(x,  y)  e um  ponto  na  elipse  quando 

| PFX  | + | PF2 1 = 2a 

V'''(.v  -f  c)"  •}  y’  + yf(x"—  c)2  + y2  ==  2a 

v(.x:  ~ c)2  + v2  — 2a  — V(x  + <)2  + y2 

Elevando  ao  quadrado  ambos  os  lados,  temos 

x1  — 2c x + c~  + y ■ = 4a  ^ — 4a  \/  (x  4-  cj  - + y*  + x2  + 2c x + c2  + y2 

que  e simplificada  para  a^Jix  + c)2  + y2  = a3  + cx 

Elevamos  ao  quadrado  novamente: 

a2(x 2 E 2 cx  + c2  + y2)  — a4  + 2 a~cx  + c2x£ 

que  se  toma  ( a 2 — c2)x2  + cry 1 — a2(a 2 — c 2) 


isto  e. 
ou 


A partir  do  triangulo  F\F2P  na  Figura  7,  vemos  que  2c  < 2a,  assim  c < a e,  portanto, 
a2  — c2  > 0.  Por  conveniencia,  seja  b2  — a2  — c2.  Entao  a equaqao  da  elipse  toma-se 
b2x 2 + a2y 2 — a2b2,  ou,  se  ambos  os  lados  forem  divididos  por  azb2. 


1 


Como  b2  = a2  — c2  < a2,  segue  que  b < a.  Os  interceptos  x sao  encontrados  fazendo-se 
y = 0.  Entao  x2ja 2 — 1,  oux2  = a2,  assim  x ==  ±a.  Os  pontos  correspondentes  (a,  0)  e 
(~a,  0)  sao  chamados  vertices  da  elipse,  e o segmento  de  reta  que  une  os  vertices  e dito 
eixo  principal.  Para  encontrar  os  interceptos  y fazemos  x ~ 0 e obtemos  y2  — b2,  dessa 
forma  y ~ ±b.  A Equa^ao  3 nao  muda  se  x for  trocado  por  —x  ou  y for  trocado  por  —y, 
logo,  a elipse  e simetrica  em  rela^ao  a ambos  os  eixos.  Note  que,  se  os  focos  coincidirem, 
entao  c = 0,  portanto,  a = b e a elipse  torna-se  um  circulo  com  raio  r = a = b. 

Resumimos  essa  discussao  como  a seguir  (veja  tambem  a Figura  8). 


A elipse 


X 

b 2 


1 a^b> 0 
iem  focos  (±c,  0),  onde  c2  ~ a2  - b2,  e vertices  (±a,  0). 


<M&::  ,.is:  ■&% 
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V i 

// 

/ 

(~b,  0)  j 

(0,  a) 

.(0.X 

\(b,  0) 

j < d 

f X 

(0,-0/ 

\ 

\ 

\ , 
\ 

\ 

/ 

(0  ,-a) 

FIGURA  9 

+ 2L  = I , a > b 
b~  a ~ 


Se  os  focos  de  uina  elipse  esiiverem  localizados  no  eixo  y era  (0,  ±c),  entao  podemos 
encontrar  sua  equa^ao  trocando  xejem  (4)  (veja  a Figura  9). 


[5]  A elipse 

2 9 

X V" 

___  -p  _x__  — j a =5  b > 0 

b~  a' 

tem  os  locos  (0,  ±c),  onde  c2  — a2  — b2  e vertices  (0,  ±a). 


EXEMPiO  2 □ Esboce  o grafico  de  9x2  4-  16 / = 144  e localize  os  focos. 
S0LUQA0  Dividindo  ambos  os  lados  da  equaqao  por  144: 


x2 

76 


1 


A equaqao  esta  agora  no  formato-padrao  para  uma  elipse,  e assim  temos  a1  = 16, 

K ~ 9’  a = 4 e b = 3'  °s  inlercePt0S  x s5°  ±4  e os  interceptos  y sao  ±3.  Tambem, 
c2  “ a~  b2  — 7,  portanto  c = /7,  e os  focos  sao  (±/7,  0).  O grafico  e esboqado 
na  Figura  10. 


EXEfVIPtO  3 o Encontre  uma  equaqao  para  a elipse  com  focos  (0,  ±2)  e vertices  (0,  ±3) 

S0LUQA0  Usando  a nota^ao  de  (5),  temos  c = 2 e a = 3.  Entao,  obtemos 
b-  — a"  — c2  — 9 — 4 — 5;  logo,  uma  equacjao  para  a elipse  e 


FIGURA  10 
9/  + 16/  = 144 


Outra  maneira  de  escrever  a equaqao  e 9x2  + 5/  — 45 


Como  as  parabolas,  as  elipses  tem  uma  propriedade  de  reflexao  interessante  com  con- 
sequencias  praticas.  Se  uma  fonte  de  luz  — ou  som  — for  colocada  era  um  foco  de  uma 

superficie  com  secqoes  transversals  elfpticas,  entao  toda  luz  — ou  som e refletida 

da  superficie  para  o outro  foco  (veja  o Exercfcio  59).  Esse  princfpio  e usado  em  litotrip- 
sia,  um  tratamento  para  pedras  nos  rins.  Um  refletor  com  sec^ao  transversal  elfptica  e colo- 
cado  de  maneira  que  a pedra  no  rim  esta  em  um  foco.  Ondas  sonoras  de  alta  intensidade 
geradas  no  outro  foco  sao  refletidas  para  a pedra  e a destroem  sem  causar  dano  ao  tecido 
vizinho.  O paciente  nao  sofre  o trauma  de  uma  cirurgia  e se  recupera  em  poucos  dias. 


FIGURA  1 1 

P esta  na  hiperbole  quando 
! PF>  1 - ! PF2 1 = ±2a 


2 Hiperboles 

Uma  hiperbole  e o conjunto  de  todos  os  pontos  em  um  piano  cuja  diferen^a  entre  as  dis- 
tancias a dois  pontos  fixos  F\  e F2  (os  focos)  e uma  constante.  Essa  definicao  e ilustrada 
na  Figura  11. 

As  hiperboles  ocorrem  frequenteroente  como  grafos  de  equaqoes  em  quimica,  fisica. 
biologia  e economia  (Lei  de  Boyle,  Lei  de  Ohm,  curvas  de  demanda  e de  oferta).  Uma  apli- 
ca^ao  particularmente  importante  de  hiperboles  £ encontrada  nos  sistemas  de  navegaqao 
desenvolvidos  nas  I e II  Guerras  Mundiais  (veja  o Exercfcio  51). 

Observe  que  a definicao  de  uma  hiperbole  e similar  aquela  de  uma  elipse;  a unica 
mudanca  6 que  a soma  das  distancias  toma-se  uma  diferenqa  das  distancias.  De  fato,  a de- 
riva^ao  da  equa^ao  de  uma  hiperbole  e tambem  similar  aquela  dada  anteriormente  para 
uma  elipse.  Deixamos  para  mostrar  no  Exercfcio  52  que,  quando  os  focos  estao  no  eixo  x 
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v 


era  (±c,  0)  e a diierenga  das  distancias  for  (FF, 
hiperbole  e 

r — , y~  

^ b2 


\PF -> 


:2a,  entao  a equagao  da 


1 


onde  c2  — a2  + b1.  Note  que  os  interceptos  a-  sao  novamente  ±a,  e os  pontos  («,  0)  e 
(~a,  0)  sao  os  vertices  da  hiperbole.  Mas,  se  colocarmos  x — 0 na  Equagao  6 teremos 
v — - b \ que  e impossfvel;  dessa  forma,  nao  existe  o intercepto  y.  A hiperbole  e simetrica 
em  relagao  a ambos  os  eixos. 

Para  analisar  a hiperbole  urn  pouco  mais,  olhamos  a Equacao  6 e obtemos 


{-a,  0} 


{a,  0) 


si 


{-c,  0) 


FIGURA  12 
1 1 
V Vi 

a~  b1 


.'0\ 


(c,  0} 


1 + 


r 


i 


lsso  mostra  que  a"  ? a2,  assim  | a | = \/a2  > a . Portanto  temos  x 5*  a ou  x ^ —a.  Isso 
significa  que  a hiperbole  consiste  em  duas  partes,  chamadas  ramos. 

Ao  desenhar  uma  hiperbole,  tenha  em  mente  que  e util  desenhar  primeiro  suas  assin- 
totas,  que  sao  as  retas  v — (b/a) x e y — -~{b/a)x  mostradas  na  Figura  12.  Ambos  os  ramos 
da  hiperbole  se  aproximam  das  assmtotas,  isto  e,  eles  chegam  arbitrariamente  proximos 
das  assmtotas.  [Veja  o Exercfcio  67  da  Segao  4.5  do  Volume  I,  ondey  = (b/a)x  e mostrado 
como  uma  assmtota  inclinada.l 


Vs 

S'X 

V'X. 

— 


—7t 
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(0,c) 


// 
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‘ a 
/ y — tX 


/ ' h 
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/ , 
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.(0,  -a) 
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FiGURA  13 
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FiGURA  14 
97  - 16y2  = 144 


jT|  A hiperbole 

A" 

“ “T  = 1 

b2 

a 2 

1 ^ 

1 tern  os  focos  (±c,  0),  onde  c2 
j y — ±{b/a)  a. 

= a2  + b2. 

vertices  (±a,  0)  e assmtotas 

Se  os  focos  de  uma  hiperbole  estiverem  no  eixo  y,  entao,  trocando  os  papeis  de  a e y, 
obtemos  a seguinte  informagao,  que  e ilustrada  na  Figura  13. 


| 5]  A hiperbole 

o 2 

r.  _ _ i 

2 i 2 * 

a b 

| tem  os  focos  (0,  ±c),  onde  c1  - 
\ y = ±{ajb)  x. 

- a2  + b2,  vertices  (0,  ±a ),  e assmtotas 

EXEMPLO  4 □ Encontre  os  focos  e as  assmtotas  da  hipdrbole  9a2  — 16y2  — 144  e 
esboce  seu  grafico. 

S0LU£A0  Se  dividirmos  ambos  os  lados  da  equagao  por  144,  teremos 


0 

X ~ 


16 


1 


que  e da  fonna  dada  em  (7)  com  a ~ 4 e b = 3.  Como  c1  ~ 16  + 9 = 25,  os  focos  sao 

3 3 

(±5,  0).  As  assmtotas  sao  as  retas  y = -4- x e y = — %x.  O grafico  e visto  na  Figura  14.  □ 
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EXEMPLO  5 □ Encontre  os  focos  e a equagao  da  hiperbole  com  vertices  (0,  ±1)  e 
assmtota  y — 2x. 

S0LUQA0  A partir  de  (8)  e da  informagao  dada,  vemos  gue  a — 1 e a/b  = 2.  Entao, 
b — a/2  = \ e c2  = a2  + b1  « f.  Os  focos  sao  (0,  d=v;'5/2)  e a equagao  da  hiperbole  e 

y 2 — 4x 2 — 1 


\ / 
\ / 


v - 1 = -Mx  - 4)  ,// 

2 / ■’  / 


\ (4,4)  / 

\ / 

Y<4.  i) 

/ \ 


/ \ 


/ 


\ 


/ 

/ / 


/ <V2>\ 

/ — x x 

/ / 

A / \ ^ 

/ V \ \ 

/ /?  \ \ 

A/'y-  i=Hx~4)  \\ 

2 \ \ 


FIGURA  15 

9x2  - 4/  - 72*  + 8>’+  176  = 0 


Conicas  Deslocadas 


Como  discutido  no  Apendice  C no  Volume  I,  deslocamos  as  conicas  tomando  as  equacoes- 
padrao  (1),  (2),  (4),  (5),  (7)  e (8)  e trocando x e y por  x — hey  — k. 


EXEMPLO  6 □ Encontre  uma  equagao  para  a elipse  com  focos  (2,  -2),  (4,  -2 ) e vertices 
(1,  —2),  (5,  -2). 

S0LUQA0  O eixo  principal  e o segmento  de  reta  que  une  os  vertices  (1,  -2),  (5,  -2)  e 
tern  comprimento  4;  assim  a — 2.  A distancia  entre  os  focos  e 2,  e assim,  c = 1.  Entao, 
bl  = a1  - c1  — 3.  Como  o centro  da  elipse  e (3,  -2),  trocamos  reyera  (4)  por  * - 3 
e y + 2 para  obter 

(x  - 3)2  (v  + 2)2 

2 + -V U.  — j 

4 3 

como  a equagao  da  elipse.  q 


EXEMPL0  7 o Esboce  a conica 

9x2  _ 4y2  _ 12x  + gy  + 176  S 0 

e encontre  seus  focos. 

S0LUQA0  Completamos  os  quadrados  como  a seguir: 

4{y2  - 2y)  ~~  9(x2  - 8x)  = 176 
4(> 2 — 2 y + 1)  — 9(x2  — 8x  + 16)  = 176  4-  4 — 144 
4(y  - l)2  - 9(x  - 4)2  = 36 

(y  ~ If  (x  - 4f-  _ 

9 4 1 

Isso  esta  na  forma  de  (8),  exceto  que  xcy  estao  trocados  por  x — 4 e y — 1 . Entao, 
a2  ~ 9,  b2  ~ 4ec2  — 13. A hiperbole  esta  deslocada  quatro  unidades  para  a direita  e uma 
unidade para cima.  Os  focos  sao  (4,  1 + vT3) e (4,  1 - «/l3)  e os  vertices  sao  (4, 4)  e 
(4,  —2).  As  assmtotas  sao  y ~ 1 = ±|(x  — 4).  A hiperbole  e esbogada  na  Figura  15.  D 


Exercicios 


1-8  □ Encontre  o vertice,  o foco  e a diretriz  da  parabola  e esboce 
seu  grafico. 

2.  4y  + x2  ~ 0 
4.  y2  - 12x 
6.  x — 1 — (y  4-  5)‘ 

8.  y 4-  12x  — 2x2  = 16 

1-10  □ Encontre  uma  equagao  da  parabola.  Entao  ache  o foco  e a 
diretriz. 


1.  x = 2y2 

3.  4x2  — ~y 

8 (x  + 2)2  = 8(>>  - 3) 

7.  >4  + 2 y + 12*  + 25  = 0 


9.  10. 


i ~y> 

...i „..j 

Kr 

1 | 

- 

2 | 

I jd 

I J 

L-J 

□ 
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11-16  □ Encontre  os  vertices  e os  focos  da  elipse  e esboce  see  grafico. 


12. 


64  100 


13.  4x2  + r “16  14.  4.V2  + 25y2  - 25 

m 9x2  - 18x  + 4y2  — 27 
16.  x2  + 2y2  — 6x  + 4y  + 7 — 0 


17-18  □ Encontre  uma  equagao  da  elipse.  Entao  localize  seus  focos. 


19_24  □ Encontre  os  vertices,  os  focos  e as  assintotas  da  hiperbole 
e esboce  seu  grafico. 


19. 

144 

21.  V"  — x2 


1 


23.  2y2  - 3x2  - 4y  + 12x  + 8 

24.  16x2  — 9y2  + 64x  - 90y  - 


20. 


22. 

-0 

305 


16  36 

9x2  - 4y2  = 36 


25-38  □ Identifique  o tipo  de  secao  conica  cuja  equagao  e dada  e 


ache  os  vertices  e os  focos. 
25.  x2  = y + 1 
27.  x2  - 4 y - 2y2 
29.  y2  + 2y  = 4x2  + 3 


26.  x2  = y2  + 1 

28.  y2  - 8y  * 6x  - 16 

30.  4x2  + 4x  + y2  = 0 


41.  Elipse,  centre  (2,  2),  focos  (0,  2),  vertice  (5,  2) 

42.  Elipse,  focos  (±2,  0),  passando  por  (2,  1) 

43.  Hiperbole,  focos  (0,  ±3),  vertices  (0,  ± 1) 

44.  Hiperbole,  focos  (±6,  0),  vertices  (±4,  0) 

45.  Hiperbole,  focos  (1,  3)  e (7,  3),  vertices  (2,  3)  e (6,  3) 

46.  Hiperbole,  focos  (2,  ~2)  e (2,  8),  vertices  (2,  0)  e (2.  6) 

47.  Hiperbole,  vertices  (±3,  0),  assintotas  y = ±2x 

48.  Hiperbole,  focos  (2,  2)  e (6,  2), 

assintotas  y — x — 2 e y — 6 — x 


49.  Em  uma  orbita  lunar  o ponto  mais  proximo  da  superffeie  da 
Lua  e chamado  perilunio  e o ponto  mais  distante  da  superffeie 
da  Lua  e denominado  apolunio.  A nave  espacial  Apollo  / / foi 
colocada  em  uma  orbita  lunar  elfptica  com  altitude  de 
perilfinio  de  1 10  km  e altitude  de  apolunio  de  314  km  (acima 
da  Lua).  Encontre  uma  equagao  dessa  elipse  se  o raio  da  Lua 
for  1 .728  km  e o centro  da  Lua  estiver  em  um  dos  focos. 

50.  Uma  seegao  transversal  de  um  refletor  parabolico  e mostrada 
na  figura.  A lampada  e colocada  em  um  foco,  e a abertura  no 
foco  e 10  cm. 

(a)  Ache  uma  equagao  da  parabola. 

(b)  Encontre  o diametro  da  abertura  | CD  j,  II  cm  a partir  do 
vertice. 


31—48  □ Encontre  uma  equagao  para  a conica  que  satisfaga  as 
condigoes  dadas. 


31.  Parabola 
1321  Parabola 

33.  Parabola 

34.  Parabola 

35.  Parabola 
MB  Parabola 

37.  Elipse, 

38.  Elipse, 
38.  Elipse, 
48.  Elipse, 


vertice  (0,  0),  foco  (0,  —2) 
vertice  (1,  0),  diretriz  x — -5 
foco  (-4,  0),  diretriz  x = 2 
foco  (3,  6),  vertice  (3,  2) 
vertice  (0,  0),  eixo  x,  passando  por  (1,-4) 
eixo  vertical,  passando  por  (—2,  3),  (0,  3)  e (1,  9) 
focos  (±2,  0),  vertices  (±5,  0) 
focos  (0,  ±5),  vertices  (0,  ±13) 
focos  (0,  2),  (0,  6),  vertices  (0,  0),  (0,  8) 
focos  (0,-1),  (8,-1),  vertices  (9,-1) 


51 . No  sistema  de  navegagao  LORAN  (LOng  RAnge  Navigation), 
duas  estagoes  de  radio  localizadas  em  A e B transmitem 
simultaneamentc  sinais  para  um  barco  ou  um  aviao  localizado 
em  P.  O computador  de  bordo  convene  a diferenga  de  tempo 
na  recepgao  desses  sinais  em  diferenga  de  distancia 
| PA  | — | PB  | e isso,  de  acordo  com  a definigao  de  uma 
hiperbole,  localiza  o navio  ou  o aviao  em  um  ramo 
da  hiperbole  (veja  a figura).  Suponha  que  a estagao  B 
esteja  localizada  400  milhas  a leste  da  estagao  A na  costa. 

Um  navio  recebe  o sinal  de  B 1200  microssegundos  (/as) 
antes  de  receber  o sinal  de  A, 

(a)  Assumindo  que  o sinal  de  radio  viaja  a uma  velocidade  de 
980  p 6s/ /as,  encontre  uma  equagao  da  hiperbole  na  qua!  o 
navio  esteja. 

(b)  Se  o navio  for  esperado  ao  norte  de  B,  a que  distancia  da 
costa  estara  o navio? 
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52.  Use  a definiqao  de  uma  hiperbole  para  derivar  a Equa^ao  6 
para  uma  hiperbole  com  focos  (±c,  0)  e vertices  (±«,  0). 

53.  Mostre  que  a funcao  definida  pelo  ramo  superior  da  hiperbole 
y2/a2  — x~fbl  — 1 tem  concavidade  para  cima. 

54.  Encontre  uma  equagao  para  a elipse  com  focos  (1,  I)  e 
(—  1,  — 1)  e eixo  principal  com  comprimento  igual  a 4. 

55.  Determine  o tipo  de  curva  representado  pela  equafao 

x3  . v 3 __ 

k k — 16 

cm  cada  urn  dos  seguintes  casos:  (a)  k > 16,  (b)  0 < k < 16  e 

(c)  k < 0. 

(d)  Mostre  que  todas  as  curvas  nas  partes  (a)  e (b)  tern  os 
mesmos  focos,  nao  importando  o valor  de  k. 

56.  (a)  Mostre  que  a equa^ao  da  reta  tangente  a parabola 

y2  — 4 px  no  ponto  (x0,  y0)  pode  ser  escrita  como 

>’o>’  = 2 p(x  + Xo) 

(b)  Onde  essa  reta  tangente  intercepta  o eixo  x?  Use  esse  fato 
para  desenhar  a reta  tangente. 

57.  Use  a Regra  de  Simpson  com  n = 10  para  estimar  o 
comprimento  da  elipse  x2  + 4 y2  = 4. 

58.  O planeta  Plutao  percorre  uma  orbita  eliptica  ao  redor  do  Sol 
(era  um  foco).  O comprimento  do  eixo  principal  e 

1,18  X 10i0  km,  e o comprimento  do  eixo  secundario  e 
1,14  X 10'°  km.  Use  a Regra  de  Simpson  com  n = 10  para 
estimar  a distancia  percorrida  pelo  planeta  durante  uma  orbita 
completa  ao  redor  do  Sol. 

5S.  Seja  P(xh  yi)  um  ponto  na  elipse  x2/az  + y2/b2  — 1 com  focos 
Pi  e P2  e seja  a e fi  os  Sngulos  entre  as  retas  PFU  PF2  e a 
elipse,  como  na  figura.  Prove  que  a — (3.  Isso  explica  como  as 


galerias  aciisticas  e a iitotripsia  funcionam.  O som  vindo  de 
um  foco  e refletido  e passa  pelo  outro  foco.  [Dica:  Use  a 
formula  do  Problema  15  da  pagina  276  do  Capftuio  3 no 
Volume  I para  mostrar  que  tg  a = tg  fi.\ 


60.  Seja  P(.vi,yt)  um  ponto  na  hiperbole  xl/a2  ~ y2/b 2 — 1 com 
focos  Pi  e /A  e sejam  ae/3  os  angulos  entre  as  retas  FF-,,  PF> 
e a hiperbole,  como  mostrado  na  figura.  Prove  que  a — fi. 
(Essa  e a propriedade  de  reflexao  da  hiperbole.  Isso  mostra 
que  a luz  dirigida  ao  foco  F2  de  um  espelho  hiperbolico  e 
refletida  em  direcao  ao  outro  foco  Pi.) 


Na  segao  anterior  definimos  a parabola  em  termos  de  um  foco  e da  diretriz,  mas  definimos 
a elipse  e a hiperbole  era  termos  de  dois  focos.  Nesta  se^ao  daremos  um  tratamento  mais 
uniforme  para  os  tres  tipos  de  se^oes  conicas  em  termos  de  um  foco  e da  diretriz.  Alem 
disso,  colocaremos  o foco  na  origem;  assim,  uma  seqao  conica  tera  uma  equacao  polar 


dsSSt.  ' 


* Jsate: ,.Jfek.  •<  ... 
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simples.  No  Capitulo  13,  usaremos  a equa^ao  polar  de  uma  elipse  para  derivar  as  Leis  de 
Kepler  de  movimento  planetario. 


FIGURA  1 


) JTj  Tears  mg  Seja  F um  ponto  fixado  (chamado  foco)  e l uma  reta  fixada 
(denominada  diretriz)  em  um  piano.  Seja  e um  numero  positivo  fixado 
(conhecido  como  excentrieidade).  O conjunto  de  todos  os  pontos  P no  piano  tal  que 

j j p[  j e disiancia  de  e e a constante  / • . ) 

e uma  se^ao  conica.  A conica  e 

i 

\ 

(a)  uma  elipse  se  e < 1 

\ 

(b)  uma  parabola  se  e = 1 

| 

| (c)  uma  hiperbole  se  e > 1 

Prom  Note  que,  se  a excentrieidade  for  e = 1,  entao  j PF  j — | PI  |,  e assim  a condi^ao 
dada  simplesmente  se  torna  a defini§ao  de  uma  parabola,  como  mostrado  na  Se9§o  10.5. 

Vamos  colocar  o foco  F na  origem  e a diretriz  paralela  ao  eixo  y e d unidades  para  a 
direita.  Entao  a diretriz  tem  a equa9§o  x — d e e perpendicular  ao  eixo  polar.  Se  o ponto 
P tiver  coordenadas  polares  (r,  0),  vemos  a partir  da  Figura  1 que 

| PF | — r \Pl  \ — d ~ r cos  0 

Entao,  a condiqao  | PF  |/|  PI  | = e ou  | PF  j = e\  PI  | toma-se 

jjj  r = e(d  — r cos  0) 

Se  elevarmos  ao  quadrado  ambos  os  lados  dessa  equa9ao  polar  e convertermos  as  coor- 
denadas retangulares,  teremos 

x1  -p  y2  = e2(d  — jc)2  — e2(d2  — 2dx  + x2) 

ou  (1  — e2)x2  + 2 de2x  + y4  — e2d2 


Depois  de  completar  os  quadrados,  temos 


; 3 ! 


+ 


e2d2 

(1  - e2)2 


Se  c ^ X,  reconhecemos  a brquacao  3 como  a equu9ao  de  uma  elipse.  De  lato,  eia  e da 
forma 


onde 


(*  " h)'~ 
a2  b 2 


e2d 


e2d 2 


e2dl 


(1  - £2)2 


.:%M: $«. 
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Na  Segao  10.5  descobrimos  que  os  focos  de  uma  elipse  estao  a uma  distancia  c a parttr 
do  centro,  onde 


y j 

Ni 

\ 1 

\ ! 

X = d 

diretriz 

F 

j 

j i 

/ i 

/ i 

/ 1 

„r 

(a)  r=  5 

1 + e cos  6 


Isso  mostra  que 


e4d2 

(1  - e2)2 


-h 


e confirma  que  o foco  como  definido  no  Teorema  1 significa  a mesma  coisa  que  o foco 
definido  na  Segao  10.5.  Tambem  segue  das  Equa95es  4 e 5 que  a excentricidade  e dada  por 

c 

a 

Se  e > 1.  entao  1 — r < 0 e vemos  que  a Equagao  3 representa  uma  hiperbole.  Da 
mesma  maneira  que  fizemos  anteriormente,  poderiamos  reescrever  a Equagao  3 na  forma 


Vi 

1 

I 

x-  ~d  \ 
diretriz 

/ 

,****** 

] 

1 

/ 

f 

! 

v 

X 

j 

1 

(b)r  = 


ed 

1 - e cos  6 


y = d 

y *: 

diretriz 

/ 

_ 

—7— 

/ 

/ 

F 

\ x 
\ 

/ 

\ 

(c)r: 

ed 

1 + e sen  6 

\ 

y* 

i 

! 

i 

\ 

\ 

% 

\ 

i 

/ 

/ . 

/ * 

y-  ~d 

diretriz 

(d)r  = 


ed 

1 - e sen  d 


(x  - hf  y2 

a 1 b 2 


1 


e ver  que 


e — — onde  c‘  — a~  + b ' 

a Q 

Resolvendo  a Equagao  2 para  r,  vemos  que  a equagao  polar  da  conica  mostrada  na 
Figura  1 pode  ser  escrita  como 


ed 

r = 

1 + ecos  0 

Se  a diretriz  for  escolhida  como  estando  & esquerda  do  foco  x = ~~d,  ou  se  a diretriz  for 
escolhida  como  estando  paralela  ao  eixo  polar  y = ±d , entao  a equagao  polar  da  conica 
e dada  pelo  seguinte  teorema,  que  e ilustrado  pela  Figura  2.  (veja  os  Exercicios  21-23.) 


1 6 1 Teorema  A equagao  polar  da  forma 

ed  ed 

r = ou  r — 

1 ± e cos  6 1 ± e sen  0 

representa  uma  secao  conica  com  excentricidade  e.  A conica  e uma  elipse  se  e < 1, 
uma  parabola  se  e ~ 1 ou  uma  hiperbole  se  e > 1 . 


EXEMPLO  1 o Encontre  uma  equagao  polar  para  uma  parabola  que  tern  seu  foco  na 
origem  e cuja  diretriz  e a reta  y — ~6. 


SOtUQA.O  Usando  o Teorema  6 com  e — 1 e d ~ 6,  e usando  a parte  (d)  da  Figura  2, 
vemos  que  a equagao  da  parabola  e 


r 


o 


•TSfflfe-  ■.  


FIGURA  2 

Equagoes  polares  de  conieas 


1 — sen  0 
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EXEMPLO  2 □ Uma  conica  e dada  pel  a equacao  polar 

= 10 
3 — 2 cos  9 


Encontre  a excentricidade,  identiiique  a conica,  localize  a diretriz  e esboce  a conica. 
SOLUQAO  Dividindo  numerador  e denominador  por  3,  escrevemos  a equa9§o  conio 

to 

__  3 

1 — f cos  0 


x=  ~5 
(diretriz) 

V 

1 

10 

r~  3 — 2 cos0 
, foco 

1 

(2,'ff) 

may'/  x 

FIGURA  3 


Do  Teorema  6,  vemos  que  isso  representa  uma  elipse  com  e = f.  Como  ed  — y, 
temos 


10  10 

r/  = X = 4-  = 5 

c 3 

logo,  a diretriz  tern  a equacao  cartesiana  x—  -5.  Quando  6 — 0,  r — 10;  quando  9 — n, 
r — 2.  Assim  os  vertices  tern  coordenadas  polares  (10,  0)  e (2,  it).  A elipse  e esbo^ada 
na  Figura  3. 


EXEMPLO  3 


Esboce  a conica  r 


12 

2 + 4 sen  9 


.y  - 

2 K. 

' 2 \ 

6,  \ 

's' 

^ S' 

''  y = 3 (diretriz) 

S' 

(6,  JT)  0 

\ (6. 0)"^+.^  x 

V 

foco 

FIGURA  4 
_ 12 
1 ~ 2 + 4 sen  9 


SOLUQAO  Escrevendo  a equacao  na  forma 


■ _ 6 

1 + 2 sen  9 

vemos  que  a excentricidade  e e = 2 e,  portanto,  representa  uma  hiperbole.  Como  ed  ~ 6, 
d = 3 e a diretriz  tem  a equa9ao  >>  = 3.  Os  vertices  ocorrem  quando  9 — tt/2  e 3tt/2, 
assim  eles  sao  (2,  tt/2)  e (—6,  37r/2)  = (6,  tt/2).  E tambem  util  plotar  os  pontos  de 
interseqao  no  eixo  x.  Estes  ocorrem  quando  9 — 0,  7r  e em  ambos  os  casos  r — 6. 

Para  maior  precisao  poderfamos  desenhar  as  assintotas.  Note  que  r — > ±oo  quando 
2 + 4 sen  9 ~+  0+  ou  0 " e 2 + 4 sen  9 — 0 quando  sen  9 = Entao  as  assintotas 
sao  paralelas  aos  raios  9 = 7tt/6  e 9 — 1 l7r/6.  A hiperbole  e esboQada  na  Figura  4.  O 


Na  rota9ao  de  secoes  conicas  descobriremos  que  e muito  mais  conveniente  usar  as 
equa9oes  polares  do  que  as  equa9oes  cartesianas.  Apenas  usamos  o fato  de  que  (veja  o 
Exercicio  75  na  Se9ao  10.3)  o grdfico  de  r =f(9  - a)eo  grafieo  de  r = f(8 ) que gira  no 
sentido  anti-horario  ao  redor  da  origem  por  um  angulo  a. 


II 


EXEMPLO  I o Sea  elipse  do  Exemplo  2 girar  por  um  angulo  tt/4  ao  redor  da  origem, 
encontre  uma  equacao  polar  e plote  a elipse  resultante. 

SOLUQAO  Obtemos  a equa9ao  da  elipse  que  gira  trocando  9 por  6 ~~  tt/4  na  equaQao 
dada  no  Exemplo  2.  Assim  a nova  equa9ao  e 

= 10 

3 — 2cos(0  - tt/4) 

Usamos  essa  equaqao  para  plotar  a elipse  que  gira  na  Figura  5.  Note  que  a elipse  gira  ao 
redor  de  seu  foco  esquerdo.  C 


FIGURA  5 
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Na  Figura  6 usaraos  um  computador  para  esbocar  um  nuniero  de  conicas  para  demons- 
trar  o efeito  da  variaqao  da  excentricidade  e.  Note  que  quando  e esta  proxima  de  0 a el  ipse 
e praticamente  circular,  enquanto  ela  se  toma  raais  alongada  quando  e — » 1“ . Quando 
e — 1,  claro,  a con  tea  e uma  parabola. 


e = 0, 1 e - 0,5  e- 0,68  e ~ 0,86  e - 0.96 


«=  1,1 


e-  1,4 


e = 


4 


FSGURA  6 


Exercicios 


1— S r:  Escreva  uma  equa^ao  polar  de  uma  conica  com  o foco  na 
origem  e com  os  dados  fomecidos. 

1.  Hiperbole,  excentricidade^,  diretriz y = 6 

2.  Parabola,  diretriz  x = 4 

3.  Elipse,  excentricidade  j,  diretriz  x = -5 

4.  Hiperbole,  excentricidade  2,  diretriz  y — —2 

5.  Parabola,  vertice  em  (4,  3ir/2) 

6.  Elipse,  excentricidade  0,8,  vertice  (1,  -rr/2) 

1.  Elipse,  excentricidade  1,  diretriz  r = 4 sec  6 

8.  Hiperbole,  excentricidade  3,  diretriz  r — 6 co-sec  0 


B-W  (a)  Encontre  a excentricidade,  (b)  identifique  a conica,  (c) 
de  uma  equacao  da  diretriz  e (d)  esboce  a conica. 


9.  r 
11.  r - 


l 

1 + sen  8 
12 

4 - sin0 


10.  r 


12.  r — ~ 


3 + 2 sen  6 
4 


2 — 3 cos  0 


13.  r 


15.  r 


17.  (a)  Encontre  a excentricidade  e a diretriz  da  conica 

r — 1/ (4  — 3 cos  $)  e plote  a conica  e sua  diretriz. 

(b)  Se  a conica  girar  no  sentido  and-horario  ao  redor  da 

origem  por  um  angulo  tt/3,  escreva  a equacao  resultante  e 
plote  sua  curva. 

: 18.  Plote  a parabola  r = 5/(2  + 2 sen  6)  e sua  diretriz.  Tambem 

plote  a curva  obtida  pela  rota9§o  dessa  parabola  ao  redor  de 
seu  foco  por  um  angulo  tt/6. 

:;f  19.  Plote  as  conicas  r - e/(\  - e cos  6 ) com  e = 0,4,  0,6,  0,8  e 
1,0  na  mesma  tela.  Como  o valor  de  e afeta  o formato  da 
cur\'a? 

20.  (a)  Plote  as  conicas  r = ed/(\  + sen  &)  para  e ~ 1 e 

varios  valores  de  d.  Como  o valor  de  d afeta  o formato 
da  cfinica? 


9 _ 5 

6 + 2 cos  6 14'  r 2 — 2 sen  9 

3 4 

4 — 8 cos  8 ' 2 + cos  6 


692  □ CALCULO  Editors  Thomson 


(b)  Plote  essas  conicas  para  d = 1 e varios  valores  de  e.  Como 
o valor  de  e afeta  o formato  da  conica  ? 

21.  Mostre  que  uma  conica  com  foco  na  origem,  excentricidade  e e 
diretriz  x — — d tem  a equa9§o  polar 

ed 

r 1 — ecos  6 

22.  Mostre  que  uma  conica  com  foco  na  origem,  excentricidade  e 
e diretriz  y — d tem  a equayao  polar 

ed 

1 + e sen  9 

23.  Mostre  que  utna  conica  com  foco  na  origem,  excentricidade  e 
e diretriz  y — — d tem  a equayao  polar 

ed 

r 1 — e sen  0 

24.  Mostre  que  as  parabolas  r = c/(l  + cos  9)  e 

r — d/(l  ~ cos  B)  se  interceptam  com  Sngulos  retos. 

25.  (a)  Mostre  que  a equa^ao  polar  de  uma  elipse  com  diretriz 

x — — d pode  ser  escrita  na  forma 

_ a( 1 ~ e1 2 3 4 *) 
r 1 — e cos  6 

(b)  Encontre  uma  equa^ao  polar  aproximada  para  a drbita 
ehptica  da  Terra  ao  redor  do  Sol  (era  urn  foco)  dado  que  a 
excentricidade  e cerca  de  0,017  e o compriniento  do  eixo 
principal  e cerca  de  2,99  X 108  km. 

26.  (a)  Os  planetas  se  movem  ao  redor  do  Sol  em  orbitas  elipticas 

com  o Sol  em  urn  dos  focos.  As  posi<?oes  de  urn  pianeta 
que  estao  mats  prdximas  ou  mais  afastadas  do  Sol  sao 
chamadas  respectivamente  perielio  e afelio  do  pianeta. 

Use  o Exercfcio  25(a)  para  mostrar  que  a distancia  no 
peridlio  de  urn  pianeta  ate  o Sol  e a(l  — e)  e que  sua 
distancia  no  afelio  e a(l  + e). 


(b)  Use  os  dados  do  Exercfcio  25(b)  para  encontrar  as 
distancias  da  Terra  atd  o Sol  no  perielio  e no  afelio. 


pianeta 


afelio  | — — — Xi— 4 perielio 


27.  A drbita  do  cometa  de  Halley,  visto  pela  ultima  vez  em  1986  e 
com  retomo  esperado  para  2062,  e uma  elipse  com 
excentricidade  0,97  e com  urn  foco  no  Sol.  O comprimento  do 
eixo  principal  e 36,18  AU.  [Uma  unidade  astronomica  (AU)  e a 
distancia  media  entre  a Terra  e o Sol,  cerca  de  93  miihoes  de 
milhas.]  Encontre  uma  equaqao  polar  para  a drbita  do  cometa 
de  Halley.  Qual  e a distancia  maxima  do  cometa  ate  o Sol':’ 

28.  O cometa  Hale-Bopp,  descoberto  em  1995,  tem  uma  drbita 
elfptica  com  excentricidade  0,9951  e o comprimento  do  eixo 
principal  e 356,5  AU.  Encontre  uma  equayao  polar  para  a 
drbita  desse  cometa.  Quao  perto  do  Sol  chega  esse  cometa? 

29.  O pianeta  Mercurio  percorre  uma  drbita  eltptica  com 
excentricidade  0,206.  Sua  distancia  minima  do  Sol  e 

4,6  X 107  km.  Use  os  resultados  do  Exercfcio  26(a)  para 
encontrar  a distancia  maxima  ate  o Sol. 

30.  A distSncia  do  pianeta  Plutao  ate  o Sol  e 4,43  X 109  km  no 
perielio  e 7,37  X 109  km  no  afelio.  Use  o Exercfcio  26  para 
encontrar  a excentricidade  da  drbita  de  Plutao. 

31.  Usando  os  dados  do  Exercfcio  29,  calcule  a distancia 
percorrida  pelo  pianeta  Mercurio  durante  uma  drbita  completa 
ao  redor  do  Sol.  (Se  sua  calculadora  ou  sistema  algebrico 
computacional  avaliar  as  integrais  defmidas,  use-o.  Caso 
contrario,  use  a Regra  de  Simpson.) 


Revisao 


VERIFICAQAO  DE  CONCE1TOS 


1.  (a)  O que  e uma  curva  parametrica? 

(b)  Como  voc 6 esboca  uma  curva  parametrica? 

2.  (a)  Como  voce  ealcula  a inclmayao  de  uma  tangente  a uma 

. curva  parametrica? 

(b)  Como  voce  calcula  a area  sob  uma  curva  parametrica? 


(b)  Escreva  as  equayoes  para  expressar  as  coordenadas 
cartesianas  (x,  y)  de  um  ponto  em  temios  de  coordenadas 
polares. 

(c)  Quais  equayoes  voce  usaria  para  encontrar  as  coordenadas 
polares  de  um  ponto  se  voce  soubesse  as  coordenadas 


3.  Escreva  uma  expressao  para  cada  um  dos  seguintes  itens: 

(a)  O comprimento  de  uma  curva  parametrica. 

(b)  A area  da  superffcie  obtida  pela  rota^ao  de  uma  curva 
parametrica  ao  redor  do  eixo  x. 

4.  (a)  Use  um  diagrama  para  explicar  o signiftcado  das 

coordenadas  polares  (r,  6)  de  um  ponto. 


5.  (a)  Como  voce  calcula  a inclinayao  de  uma  reta  tangente  a 
uma  curva  polar? 

(b)  Como  voce  calcula  a area  de  uma  regiao  limitada  por  uma 
curva  polar? 

(c)  Como  voce  calcula  o comprimento  de  uma  curva  polar? 
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(c)  Escreva  equagoes  para  as  assfntotas  da  hiperbole 
na  parte  (b). 
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6.  (a)  De  uma  definigao  geometrica  de  uma  parabola. 

(b)  Escreva  uma  equagao  de  uma  parabola  com  foco  (0,  p)  e 

diretriz  y = —p.  O que  acontece  se  o foco  for  (/?,  0)  e a 
diretriz  for  x ~ —pi 

7.  (a)  D6  uma  definigao  de  uma  elipse  em  termos  dos  focos. 

(b)  Escreva  uma  equagao  para  a elipse  com  focos  (±c,  0)  e 

vertices  (±a,  0). 

8.  (a)  De  uma  definicao  de  uma  hiperbole  em  termos  dos  focos. 
(b)  Escreva  uma  equagao  para  a hiperbole  com  os  focos 

(±c,  0)  e os  vertices  (±a,  0). 


9.  (a)  O que  e a excentricidade  de  uma  segao  conica? 

(b)  O que  voce  pode  dizer  sobre  a excentricidade 

se  a segao  conica  for  uma  elipse?  Uma  hiperbole? 
Uma  parabola? 

(c)  Escreva  uma  equagao  polar  para  uma  segao  conica 
com  excentricidade  e e diretriz  x ~ d.  O que 
acontece  se  a diretriz  for  x — —dl  y —■  dl  y — —dl 


TESTES  FALSO-VERDADE  RO 


Determine  se  a dectaragao  e verdadeira  ou  falsa.  Se  for  verdadeira,  explique  o 
porqud.  Se  for  falsa,  explique  o porque  ou  de  um  contra-exempfo. 

1.  Se  a curva  parametrica  x =/(t),  y - g(t)  satifaz  #'(1)  = 0, 
entao  ela  tem  uma  tangente  horizontal  quando  / — 1 . 

2.  Se  x — f{t)  e y — git)  tem  derivadas  segundas,  entao  d2yldx 2 — 
(d2y/dt2)/(d2xJdt2). 

3.  O comprimento  da  curva  x - fij)  e y - g(t),  a *£  f *£  0 e 

J"y{/(/)f  + \g'U)fdt. 

4.  Se  um  ponto  e representado  por  (x,  y)  em  coordenadas 
cartesianas  (onde  x 5^  0)  e (r,  0)  em  coordenadas  polares  entao 
8 ~ tg~  l (ylx). 


5.  As  curvas  polares  r — 1 — sen  20  e r — sen  20—1  tem  o 
mesmo  grafico. 

6.  As  equagoes  r - 2,  x2  + y2  — 4 e x = 2 sen  3 1,  v = cos  3 1 
(0  =s  r sg  2tt)  tem  todas  o mesmo  grafico. 

7.  As  equagoes  parametricas  x — t2,  y — t4  possuem  o mesmo 
grafico  de  x = /3,  y = r6. 

8.  O grafico  de  y2  — 2y  + 3x  e uma  parabola. 

9.  A reta  tangente  a uma  parabola  intercepta  a parabola  apenas 
uma  vez. 

10.  Uma  hiperbole  nunca  intercepta  sua  diretriz. 


EXERCfCIOS 


matmm 


1-4  □ Esboce  a curva  parametrica  e elimine  o parametro 
para  encontrar  a equagao  cartesiana  da  curva. 

1.  x * t2  + At,  y — 2 — t,  -4  < i « 1 

2.  x = 1 + e2\  >’  — e‘ 

3.  x = tg  0,  y = cot  8 

4.  x — 2 cos  0,  — 1 + sen  0 

5.  Escreva  os  diferentes  conjuntos  de  equagoes  parametricas 
para  a curva  y = s/x. 

8.  Use  os  graficos  d ax - fit)  ty  = git)  para  esbogar  a curva 
parametrica  x-f  (/),  y = g{t).  Indique  com  setas  a diregao 
na  qua!  a curva  € tragada  quanto  t aumenta. 


. Xi 

1 / y\ 

\ 

j u 

/ 

/l  / / 

-T 

if—' - 

7. 

9. 

11. 

13. 


n Esboce  a cum  polar. 
r = 1 — cos  0 
r = 1 + cos  20 
r1  — sec  20 

1 

1 + cos  0 


8.  r = sen  40 
10.  r = 3 + cos  30 
12.  r — 2 cos(0/2) 

,4.  r_ ! 

4 + 3 sen  0 


1S-16  □ Eneontre  uma  equagao  polar  para  a cum  representada 
pela  equagao  cartesiana  dada. 

15.  x + y ~ 2 16.  x"  + y2  = 2 


|j  17.  A curva  com  equagao  polar  r — (sen  0}/ 0 e chamada 
coded ide.  Use  um  grafico  de  r como  fungao  de  0 em 
coordenadas  cartesianas  para  esbogar  a cocledide 
manualmente.  Entao  plote-a  com  uma 
maquina  para  verificar  seu  esbogo. 

Ip  18.  Plote  a elipse  r — 2/(4  - 3 cos  0)  e sua  diretriz.  Tambem 

plote  a elipse  obtida  {tela  rotagao  ao  redor  da  origem,  com  um 
angulo  de  2rr/3, 


j« 
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13-22  □ Calcule  a inclinagao  da  reta  tangente  a curva  dada  no 

ponto  correspondent  ao  valor  especificado  do  parametro. 

IS.  x = In  /,  y = 1 + C;  t — ! 

20.  x - t3  + 6t  + 1,  y = 2t  — t2;  t - - 1 

21.  r = 0 = tt 

22.  r — 3 + cos  3 6;  6 — 7t/2 

23-24  □ Calcule  dy/dx  e d'y/dx". 

23.  x = r cos  f,  y ~ t sen  / 

24.  x — I + t2,  y — t — r 

25.  Use  um  grafico  para  estimar  as  coordenadas  do  ponto  mais 
baixo  na  curva  x — ty  ~~  3/,  y = t2  + / + 1 Entao  use  o 
calculo  para  calcular  as  coordenadas  exatas. 

26.  Calcule  a area  da  regiao  limitada  pelo  lago  da  curva  no 
Exercfcio  25. 

27.  Em  que  pontos  a curva 

x — 2a  cos  t - a cos  2(  y — 2a  sen  / - a sen  2 1 

tem  tangentes  verticals  ou  horizontais?  Use  essa  informagao 
para  ajudar  a esbogar  a curva. 

28.  Calcule  a area  limitada  pela  curva  no  Exercfcio  27. 

29.  Calcule  a area  limitada  pela  curva  r2  — 9 cos  58. 

30.  Calcule  a drea  limitada  pelo  lago  intemo  da  curva 
r — 1 — 3 sen  6. 

31.  Calcule  os  pontos  de  intersegao  das  curvas  r — 2 e r = 4 cos  6. 

32.  Encontre  os  pontos  de  intersegao  das  curvas  r = co-tg  6 e 
r — 2 cos  8. 

33.  Encontre  a ifrea  da  regiao  que  esta  dentro  de  ambos  os  circulos 
r = 2 sen  6 e r = sen  6 + cos  6. 

34.  Encontre  a £rea  da  regiao  que  esta  dentro  da  curva 
r — 2 + cos  26 , mas  fora  da  curva  r = 2 + sen  6. 

35-38  o Calcule  o comprimento  da  curva. 

35.  x - 3 r,  y = 2r3,  0«/«2 

36.  x = 2 + 3/,  y = cosh  3 /,  0 « f 1 


37.  r — 1/d,  tt  «£  8 =£  2-7T 

38.  r — sen3(6>/3),  0 0 «£  ir 

39-48  □ Calcule  a area  da  superficie  obtida  pela  rotagao  da  curva 
dada  ao  redor  do  eixo  x. 

| 

39.  x ~ 4 St,  V ” — + — : r , 1 4 

3 2r 

40.  x = 2 + 3/,  y — cosh  3 1,  0 r 1 

■ 41.  As  curvas  definidas  pelas  equagoes  parametricas 

e-c  tit2  - c) 

t2  + i ^ t2  + i 

sao  chamadas  estrofoides  (do  grego,  girar,  torcer).  Investigue 
como  essas  curv'as  mudam  quando  c varia. 

f§!  42.  Uma  famflia  de  curvas  tem  equagoes  polares  r“  — j sen  2dJ 
onde  aeum  numero  positivo.  Investigue  como  essas  curvas 
mudam  quando  a varia. 

43-46  □ Encontre  os  focos  e os  vertices  e esboce  o grafico. 

2 2 
* x y 

43.  1 

9 8 

44.  4x2  - y2  - 16 

45.  6y2  + x — 36y  + 55  = 0 

46.  25x2  + 4y2  + 50x  - 16y  = 59 

47.  Encontre  uma  equagao  da  parabola  com  foco  (0,  6)  e diretriz 

y ~ 2. 

48.  Encontre  uma  equagao  da  hiperbole  com  focos  (0,  ±5)  e 
vertices  (0,  ±2). 

49.  Encontre  uma  equagao  da  hiperbole  com  os  focos  (±3,  0)  e as 
assmtotas  2 y — ±x. 

50.  Encontre  uma  equagao  da  elipse  com  focos  (3,  ±2)  e eixo 
principal  com  comprimento  8. 

51.  Encontre  uma  equagao  para  a elipse  que  divida  um  vertice  e 
um  foco  com  a parabola  x2  + y = lOOe  que  tenha  seu  outro 
foco  na  origem. 


James  Stewart  CAPSTULO  10  EQUACOES  PARAMETRICAS  E COORDENADAS  POLARES 


695 


52. 


Mostre  que,  se  m for  qualquer  ntimero  real,  entao  existem 
exatamente  duas  retas  de  inclina^ao  m tangentes  a elipse 


2ja2  + y2jb2  — 1 e suas  equates  sao 


y — mx 


53.  Encontre  uma  equa?ao  polar  para  a elipse  com  foco  na  origem, 
excentricidade  * e diretriz  com  equa^ao  r = 4 sec  B. 

54.  Mostre  que  os  angulos  entre  o eixo  polar  e as  assmtotas  da 
hiperbole  r — edj{\  ~ f?  cos  9)  c ->  1 sao  dados  por 
cos"’(±l/c). 


55.  Na  figura  o ctrculo  de  raio  a e estacionario,  e para  cada 

9 o ponto  Pc  o ponto  medio  do  segmento  OR.  A curva  tra^ada 
por  P para  0 < 9 < rr  6 denominada  curva  de  arco  longo. 
Encontre  as  equasoes  parametricas  para  essa  curva. 


1.  Uina  curva  e definida  pdas  equates  parametricas 

(;  cos  u fi  sen  u 

x ~ du  v = du 

h u n u 

Calcule  o comprimento  do  arco  da  curva  a partir  da  origem  ate  o ponto  mats  proximo  onde 
existe  uma  reta  vertical  tangente. 

2.  (a)  Encontre  os  pontos  mais  altos  e mais  baixos  sobre  a curva  x4  + y4  = x2  + v 

(b)  Esboce  a curva.  (Note,  que  ela  6 simetrica  em  rela^ao  a ambos  os  eixos  e a ambas  as  retas 
y = ±x;  assim,  inicialmente  e suficiente  considerar  y x ^ 0.) 

(c)  Use  as  coordenadas  polares  e urn  sistema  algebrico  computacional  para  enconlrar  a area 
dentro  da  curva. 

3.  Qual  e o menor  visor  que  contem  cada  membro  da  famflia  de  curvas  polares  r — 1 + c sen  6 . 
onde  0 c =s=  1?  Ilustre  sua  resposta  ao  plotar  varios  membros  da  famflia  no  visor  da 
calculadora. 

4.  Quatro  insetos  sao  colocados  nos  quatro  cantos  de  uni  quadrado  com  lado  de  comprimento  a. 
Os  insetos  andam  no  sentido  anti-horario  na  mesma  velocidade  e cada  urn  deles  sempre  anda 
diretamente  em  direijao  ao  proximo  inseto.  Eles  se  aproximam  do  centro  do  quadrado  ao  longo 
de  um  caminho  em  espiral. 

(a)  Encontre  a equafao  polar  do  caminho  do  inseto  supondo  que  o polo  esteja  no  centro  do 
quadrado.  (Use  o fato  de  que  a reta  ligando  um  inseto  ate  o proximo  e tangente  ao 
caminho  do  inseto.) 

(b)  Encontre  a distancia  percorrida  por  um  inseto  quando  ele  encontra  os  outros  insetos  no 
centro. 


a 


a 


5.  Uma  curva  chamada  folio  de  Descartes  6 definida  pelas  equa9oes  parametricas 

3 1 > _ 3 12 

X ~ 1 + r3  7 1 + t3 

(a)  Mostre  que,  se  (a,  b)  estiverem  na  curva,  entao  (b,  a)  iambem  estao;  isto  e,  a curva  e 
simetrica  em  rela^ao  a reta  v — x.  Onde  a curva  intercepta  essa  reta? 

(b)  Encontre  os  pontos  na  curva  onde  as  retas  tangentes  sao  horizontals  ou  verticals. 

(c)  Mostre  que  a reta  y = — x — 1 e uma  assmtota  inclinada. 

(d)  Esboce  a curva. 
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(e)  Mostre  que  a equa9ao  cartesiana  dessa  curva  e .r  -4-  y3  — 3xy\ 

(f)  Mostre  que  a equa^ao  polar  pode  ser  escrita  na  forma 

_ 3 sec  $ tg  & 

1 + tg  38 

(g)  Encontre  a drea  da  regiao  dentro  do  la^o  dessa  curva. 

(h)  Mostre  que  a irta  do  la90  e a mesma  que  esta  entre  a assfntota  e os  infinitos  ramos  da 
curva.  (Use  urn  sistema  algebrico  computaciona!  para  avaliar  a integral.) 


. . 


11 

Seqiiencias 
Infimtas  e Series 


As  fungoes  de  Bessel,  usadas  para 
modelar  as  vibragoes  de  tambores  e 
pratos,  sao  defmidas  como  somas  de 
series  infinitas  na  Se^ao  11.8. 


Sequencias  infinitas  e series  foram  introduzidas  rapidamente  no  Volume  1 em 
conexao  com  os  paradoxos  de  Zenon  e a representagao  decimal  de  numeros,  Sua 
importancia  em  caicuio  surge  da  ideia  de  Newton  da  representagao  de  fungoes  como 
somas  de  series  infinitas.  Por  exemplo,  para  encontrar  areas  e!e  frequentemente 
integrava  uma  fungao  expressando-a  primeiro  como  uma  serie  e entao  integrando 
cada  termo  da  serie.  Seguiremos  sua  ideia  na  Segao  11.10  para  integrar  as  fungoes 
como  e"x\  (Lembre-se  de  que,  anteriormente,  nao  pudemos  fazer  isso.)  Muitas  das 
fungoes  que  surgem  em  fisica,  matematica  e quimica,  tais  como  as  fungoes  de 
Bessel,  sao  definidas  como  somas  de  series;  assim,  e importante  nos  familiarizarmos 
com  os  conceitos  basicos  de  convergencia  de  sequencias  infinitas  e series. 

Fisicos  tambem  usam  series  de  outra  maneira,  como  veremos  na  Segao  11.12. 
Em  areas  de  estudo  tao  diversas  quanto  optica,  relatividade  especial  e 
eletromagnetismo,  eles  analisam  fenomenos  trocando  uma  fungao  pelos 
primeiros  termos  da  serie  que  a representa. 


Sequencias 


Uma  seqiiencia  pode  ser  pensada  como  uma  lista  de  numeros  escritos  em  uma  ordem 
definida: 


Cl  1 1 CLa*  * * * •»  C3,  . . . 

O numero  a i e chamado  primeiro  termo,  fli  e o segundo  termo  e,  em  geral,  an  e o 
n~esimo  termo.  Podemos  lidar  exclusivamente  com  sequencias  infinitas  e,  assim,  cada 
termo  an  tera  um  sucessor  an~  j. 

Note  que,  para  cada  inteiro  positivo  n,  existe  um  numero  correspondente  an  e,  dessa 
forma,  uma  seqiiencia  pode  ser  definida  como  uma  fungao  cujo  domtnio  e o conjunto  dos 
inteiros  positivos.  Mas  geralmente  escrevemos  an  em  vez  da  notagao  de  fungao  f{n)  para 
o valor  da  fungao  no  numero  n. 

N0TAQA0  o A seqiiencia  (als  a2,  a3,  - . .}  e tambem  denotada  por 

{an}  ou 

EXEMPLO  1 □ Algumas  sequencias  podem  ser  definidas  dando  uma  formula  para  o 
n-esimo  termo.  Nos  exemplos  a seguir,  damos  tres  descrigoes  da  seqiiencia:  uma  usando 
a notagao  anterior,  outra  empregando  a formula  da  definigao  e uma  terceira  escrevendo 
os  termos  da  seqiiencia.  Note  que  n nao  precisa  comegar  em  1 . 


(a) 


(b) 


n + 1 

(~l)n(w  + 1) 
3" 


alt 


n + 1 

(—!)"(«  +1) 


2 3 4 
2’  3’ 4’ 5 


n 


n + 1 


2 3_  _ _4_  _5_  (-!)"(«  + 1) 

3’ 9’  27  ’ 81  ’ ’ 3” 


(c)  {Vn""z3}r-3  a«  = “ 3,  3 {o,  1,  \/2,  V3, . . . , %/?T:r3, . . .] 


\ »7r] 

( cos ! 

1“ 

n-Tr 

an  — cos  — — , n 0 i 

[i,#. 

4.4.. 

mr  \ 

_ COS—.  . . . ? 

1 6 J 

| 

f n.— 0 

6 j 

t ^ 

2 

6 J 

te,  -a®*-  --. 
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EXEMPIO  2 □ Ache  uma  formula  para  o termo  geral  an  da  seqiiencia 


_4_  _5__  __6_  7 

25’  125  625  ’ 3.125’-" 


assumindo  que  o padrao  dos  primeiros  termos  continue. 
SOLUQAO  Nos  e dado  que 


CL\ 


1 

5 


ai  = 


4 5 

15  125 


a4  — 


6 __  7 

625  a§  “ 3.125 


Observe  que  os  numeradores  dessas  frayoes  come^am  com  3 e sao  incrementados  por  1 
a medida  que  avanpamos  para  o proximo  termo.  O segundo  termo  tern  numerador  4; 
o terceiro,  numerador  5;  generalizando,  o n-esimo  termo  tera  numerador  n + 2.  Os 
denominadores  sao  potencias  de  5,  logo  an  tern  denominador  5'1.  Os  sinais  dos  termos 
altemam  entre  positivo  e negativo,  assim  precisamos  multiplicar  por  uma  potencia  de 
-1.  No  exempio  1(b)  o fator  (~  1)"  significa  que  comeqamos  com  um  termo  negativo. 
Neste  exempio,  queremos  come?ar  com  um  termo  positivo  e assim  usamos  (—  ly1-1  ou 
(—l)"'*'1.  Portanto, 


EXEMPL03  □ Aqui  estao  algumas  sequencias  que  nao  tem  uma  equagao  de  definigao  simples. 

(a)  A seqiiencia  {/?„},  onde  pn  e a populagao  do  mundo  no  dia  la  de  janeiro  do  ano  n. 

(b)  Se  fizermos  an  ser  o dfgito  na  n-esima  casa  decimal  do  nbmero  e,  entao  {an}  e uma 
seqiiencia  bem-definida  cujos  primeiros  termos  sao 

{7,  1,8,  2,  8,  1,8,  2,  8, 4,  5,...} 

(c)  A seqiiencia  de  Fibonacci  {/„}  e definida  recursivamente  pelas  condicoes 


/i-  1 /2-I  /.-/.-1+/-2  n^3 


Cada  termo  e a soma  dos  dois  termos  precedentes.  Os  primeiros  termos  sao 

(1,  1,2,  3,  5,  8,  13,21,...} 

3i  fl,  aa''  Essa  seqiiencia  surgiu  quando  o matematico  italiano  conhecido  como  Fibonacci  resolveu,  no 

•4— —i  mm ► seculo  Xffl,  um problema envolvendo  a reprodugao  de  coelhos  (veja  o Exercfcio  65).  □ 

1 i 

2 

Uma  seqiiencia  como  aquela  no  Exempio  1(a),  an  — n/(n  + 1)  pode  ser  desenhada 
plotando-se  seus  termos  era  uma  reta,  como  na  Figura  1,  ou  plotando-se  seu  grafico,  como 
na  Figura  2.  Note  que,  como  uma  seqiiencia  e uma  fungao  cujo  domfnio  e o conjunto  dos 
inteiros  positivos,  seu  grafico  consiste  era  pontos  isolados  com  coordenadas 

(1,  a,)  (2,  a2)  (3  ,a3)  ...  (n,a„) 

A partir  da  Figura  1 ou  2 parece  que  os  termos  da  seqiiencia  a„  — nf(n  + 1)  estao  se 
aproximando  de  1 quando  n se  Coma  grande.  De  fato,  a diferenga 


■ ■■  i "fr—i — e 
3 4 5 6 7 


FiGURA  2 


n 4-  1 


n + 1 
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pode  ser  tao  pequena  quanto  se  desejar  lomando-se  n suficientemente  grande.  Indicamos 
isso  escrevendo 


Em  geral,  a notagao 


lini — 1 

n + I 


lim  cin  1 j 

«— *« 

significa  que  os  termos  da  seqUencia  {«„}  aproximam-se  de  L quando  n toma-se  grande.  Note 
que  a seguinte  definigao  precisa  do  limite  de  uma  seqiiencia  e muito  parecida  com  a 
definigao  de  urn  limite  de  uma  fungao  no  infinite  dada  na  Segao  2.6  do  Volume  I. 

| ijj  Sefiiiieio  Uma  seqiiencia  {«„}  tern  o limite  L e escrevemos 

l t 1 

lim  an  — L ou  an—>L  quando  n ■—>  <*> 

j j 

1 I 

j se  podemos  fazer  os  termos  an  tao  perto  de  L quanto  se  queira  ao  se  fazer  n 

| suficientemente  grande.  Se  lim«^co«„  existir,  dizemos  que  a sequencia  converge 
(ou  e convergente).  Caso  contrario,  dizemos  que  a seqiiencia  diverge 
i (ou  e divergente).  | 


A Figura  3 ilustxa  a Definite  1 mostrando  os  graficos  de  duas  seqiiencias  que  tem  limite  L 


L 


FIGURA  3 

Graficos  de  duas 
seqiiencias  com  lim  an~L 


n 


Uma  versao  mais  precisa  da  Definigao  1 e a seguinte. 


o Compare  esta  definigao  com  a 
Definigao  2.6.7  do  Volume  1. 


J [z  \ DefioifSo  Uma  sequencia  {a„}  tem  o limite  L e escrevemos 

I f 

lim  a»  = L ou  an  — *■  L quando  n — * °° 

j se  para  cada  e > 0 existir  um  correspondente  inteiro  N tal  que 

] j 

| an  — L | < s sempre  que  n > N I 


A Definigao  2 e ilustrada  pela  Figura  4,  na  qual  os  termos  a\,  a2,  a3, . . . sao  plotados 
em  uma  reta.  Nao  importa  quao  pequeno  um  intervalo  (L  ~~  e,  L + e)  seja  escolhido, 
existe  um  N tal  que  todos  os  termos  da  seqiiencia  de  a^+i  em  diante  devem  estar  naquele 
intervalo. 


FIGURA  4 


Qi 


%+/  %+ 2 
-* e * 


a$  a6 


a<, 


a, 


G-j 


L-e 


L + £ 
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Outra  ilustragao  da  Definicao  2 e dada  na  Figura  5.  Os  pontos  no  grafico  de  {«„}  devem 
estar  enfre  as  retas  horizontais  y — L + s e y = L — e se  n > N.  Esse  desenho  deve  ser 
valido  nao  importa  quao  pequeno  e seja  escoihido,  mas  geralmente  e menor  requer  N 
maior. 


FIGURA  5 


v = L + e 


0 


i h -I i- 

12  3 4 


N 


n 


A compara^ao  da  Defin^ao  2 com  a Definicao  2.6.7  (Volume  I)  mostra  que  a unica 
diferenqa  entie  = L elim  *_»/(*)  = L e que  n precis  a ser  inteiro.  Entao,  temos 

o seguinte  teorema,  que  e ilustrado  pela  Figura  6. 


FIGURA  6 


jTj  Teorema  Se  lini  = Ie  f(n)  = a„  quando  n e um  inteiro,  entao 

lim^^a,,  = L. 


Em  particular,  como  sabemos  que  lim*-*®  (I/xr)  — 0 quando  r > 0 (Teorema  2.6.5, 
Volume  I),  temos 


LzJ 


lim  — « 0 se  r > 0 

a™**0  ft 


Se  an  se  tomar  grande  quando  n se  tomar  grande,  usaremos  a nota?ao  limH^«  an  ~ 
A seguinte  definicao  precisa  e similar  a Definicao  2.6.9  (Volume  I). 


g]  Definigao  limn^oo  an  = ° ° significa  que  para  cada  niimero  positivo  M existe  um 
inteiro  N tal  que 

an  > M sempre  que  n>  N 


Se  limn^f2n  = oo  , entao  a seqiiencia  {a„}  e divergente,  mas  de  maneira  especial. 
Dizemos  que  {an}  diverge  para  <* 

As  Leis  do  Limite  dadas  na  Seqao  2.3  do  Volume  I tambem  valem  para  os  limites  de 
seqiiencias,  e suas  provas  sao  similares. 
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Se  {an}  e {bn}  forem  sequencias  convergentes  e c for  uma  constante,  entao 
lim  (a„  + bn)  — lim  an  -f  lim  b„ 

lim  (an  - b„)  — lim  an  — lim  bn 

n^oo  n — >oc  ) 

lim  can  = c lim  a„  lim  c — c 

lim  ( anbn ) = lim  a„  * lim  b„ 


ft  12”^  o 


lim  an 


lim 

«->“  bn  lim  bn 


se  lim  bn  # 0 


lim  apn  = [lim  an]p  se  p > 0 e a/;  > 0 


O Teorema  do  Confronto  tambem  pode  ser  adaptado  para  sequencias  como  estas  (veja 
a Figura  7). 


m Teorema  do  Confronto 
para  Sequencias 


* cn 

. ' • ! ! • I ; i ! H t 

b„°  .*.••'*'** 

'a,. 

“o| 

n 

FIGURA  7 

A sequencta  { bn } esta  entre  as 
sequencias  {«„}  e {cj. 


a fsso  mostra  que  a estimativa  que 
fizemos  anteriormente  a partir  das 
Figuras  1 e 2 estava  correta. 


Outro  fato  util  sobre  limites  de  sequencias  e dado  pelo  seguinte  teorema,  cuja  prova  fica 
para  o Exercicio  69. 


fll  Teorema 


Se  lim  \an  \ — 0,  entao  lim  a»  ~ 0. 


EXEMPLO  4 □ Calcule  lim 

fl  + J 


S01UQA0  O metodo  e similar  aquele  usado  na  Se?ao  2.6  no  Volume  I:  Divida  o numerador 
e o denominador  pela  maior  potencia  de  n e entao  use  as  Leis  do  Limite. 


lim 

n + 1 


lim 


1 + 


lim  1 


lim  1 + lim 


1 

1+0 


Aqui  usamos  a Equat^ao  4 com  r = 1 . 


^ , , T.  Inn 

EXEiVfPiO  5 u Calcule  hm. . 

ft — >CC  M 

S0LUQA0  Note  que  numerador  e denominador  se  aproximam  do  infinito  quando  n — » 
Nao  podemos  empregar  a Regra  de  V Hospital  diretamente,  porque  ela  nao  se  aplica  a 


..-Jlsfe. 
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seqiiencias,  mas  sim  a fun^oes  de  uma  variavel  real.  Contudo,  podemos  usar  a Regra  de 
L’Hospital  para  a funsao  relacionada  f(x)  = (In  x)/x  e obter 


lim 


In  x 


lim 


iA 


Portanto,  pelo  Teorema  3,  temos 


In  n 
hm 


0 


«-**  n 


0 

-1  + 


—i 1 ! 1 h— H H 

12  3 4 


F1GURA  8 


G 0 grafico  da  sequdncia  no 
Exemplo  6 e mostrado  na  Figura  9 e 
respalda  a resposta. 


a„ 


it 


iHlSIMIPiG  I □ Determine  quando  a seqiiencia  an  = (—  1)"  e convergente  ou  divergente. 
SOLUQAO  Se  escrevermos  os  tennos  da  seqiiencia,  obteremos 

{-1, 1,-1, 1,-1, 1,  -1,...} 

O grafico  dessa  seqiiencia  e exibido  na  Figura  8.  Como  os  termos  oscilam  entre  1 e -1 
infinitamente,  an  nao  se  aproxima  de  numero  algum.  Entao,  lim„^»  ( — 1)"  nao  existe; 
isto  e,  a seqiiencia  {(  — 1)"}  e divergente.  ; 


EXEMPLO 

SOLUQAO 


Avalie  lim 


(“1  )" 


se  ele  existir. 


lim 


(-1)" 

n 


— lim  — 

b— * n 


0 


Assim,  pelo  Teorema  6, 


lim 


n 


= 0 


EXEMPLO  8 □ Discuta  a convergencia  da  seqiiencia  an  — n\jnn , onde 
nl  = 1-2-3 n. 


FIGURA  9 


□ Orlando  Grafleos  d®  Seqiie-nelas 

Alguns  sistemas  algdbricos 
computacionais  tern  comandos 
especiais  que  nos  permitem  criar 
sequences  e plota-tas  diretamente. 
Com  a maioria  das  calculadoras 
graficas,  contudo,  as  sequences 
podem  ser  piotadas  usando-se 
equagoes  paramdtricas.  For  exemplo, 
a sequdncia  no  Exemplo  8 pode  ser 
plotada  inserindO'Se  as  equagbes 
parametricas 

x = t y — t\/t‘ 

e plotando-se  no  modo  pontual  com 
t — 1 , marcando  a etapa  t igual  a 1 . 

O resultado  e exposto  na  Figura  10. 


SOLU^AO  Numerador  e denominador  se  aproximam  do  infinito  quando  n <»,  mas  aqui 
nao  temos  uma  funtjao  correspondente  para  usar  com  a Regra  de  L’Hospital  (jd  nao  e 
definido  quando  x nao  e um  inteiro).  Vamos  escrever  alguns  termos  para  pensarmos 
sobre  o que  acontece  com  an  quando  n toma-se  maior: 


a i = 3 


0,2  — 


1 • 2 
2 • 2 


«3  = 


1-2-3 

3-3-3 


1-2*3 n 

On 

n - n - n - * * * - n 


Parece,  a partir  dessas  expressoes  e do  grdfico  na  Figura  10,  que  os  termos  estao 
decrescendo  e talvez  se  aproximem  de  0.  Para  confinnar  isso,  observe  na 
Equa^ao  7 que 

l/2-3 n 

On  = ~ I 

n \n • n * * * • * n 
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Note  que  a expressao  em  parenteses  e no  maximo  1,  porque  o numerador  e menor 
(ou  igual)  ao  denominador.  Assim 


0 

FIGURA  10 


0 < an  ^ — 
n 

Sabemos  que  l/«  — > 0 quando  n -->  ».  Portanto,  an  — > 0 quando  n oo  pelo  Teorema 

do  Confronto. 

EXEftflPLO  9 □ Para  que  valores  de  r a sequencia  {r"}  e convergente? 

S0LUQA0  Sabemos  da  Seyao  2.6  e dos  graficos  das  fun^oes  exponenciais  na  Segao  1.5, 
ambas  do  Volume  I,  que  lim x^ax  - oo  para  a > 1 e limx->xa  x = 0 para  0 < a < 1. 
Logo,  colocando  a ~ r e usando  o Teorema  2,  temos 

= Ser>1 
"->*  [0  se  0 < r < 1 

E obvio  que 


lim  1"  = 1 e lim  O'1  — 0 


Se  -T  < r < 0,  entao  0 < j r | < 1 , assim 

lim  | rfi|  = lim  | r|ft  — 0 


e portanto  lim,,-**  r"  — 0 pelo  Teorema  6.  Se  r ^ ~ 1 , entao  {r"|  diverge  como  no 
Exemplo  6.  A Figura  1 1 mostra  os  graficos  para  varios  valores  de  r.  (O  caso  r — — 1 6 
mostrado  na  Figura  8.) 


r > 1 , 

“■1 

* 

• 

i- 

___ 

i 

-1  < r<  0 

1- 

• " r—  1 

j * V.  * 4 

n 

FIGURA  11 
A sequencia  an  — r" 

d 

. 5 

0 < r < 1 

n 

r<  _i  . 

Os  resultados  do  Exemplo  9 estao  resumidos  a seguir  para  uso  future. 


S3  A sequencia  {r*}  e convergente  se  - 1 < r ^ 1 e divergente  para  todos  os 
outros  valores  de  r. 


lim  rn 


0 se  - 1 < r < 1 

1 se  r = 1 
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|Tj  Deflnicao  Unia  seqiiencia  {an}  e denominada  crescente  se  a„  < a„+ 1 para 
todo  n 2=  1,  isto  e,  a\  < ai  < a?  < • • • . £ chamada  decrescente  se  an  > a„+i 
para  todo  n 1 . E dita  monotonica  se  for  crescente  ou  decrescente. 


EXE  MPLS  10  □ A seqiiencia  i f e decrescente  porque 

\ n + 5 


n 4-  5 (n  + 1)  + 5 n + 6 

para  todo  n 1.(0  lado  direito  e raenor  porque  tern  um  denominador  rnaior.) 


EXEMPLO  11  £j  Mostre  que  a seqiiencia  a 


n = e decrescente. 

n~  + 1 


SOLUQAO  1 Devemos  mostrar  que  an+]  < ar„  isto  e, 

n + 1 n 

(n  + l)2  H~  1 n2  + 1 

Essa  desigualdade  e equivalente  aquela  que  obtivemos  pela  multiplicasao  cruzada: 

( 1 *A“7  < 7 («  + 0('22  + 1)  < n[(n  + l)2  + 1] 

(n  + 1 j"  + 1 n~i  1 

<=>  n3  + n2  + n + } < n2  + 2n2  + 2n 
<=>  1 < n2  + n 

E obvio  que  le  verdadeiro  para  n2  + n > 1.  Portanto,  an+l  < an,  e assim  {a„}  e 
decrescente. 


SOLUQAO  2 Considere  a fun^ao  f(x ) = — 


+ 1 


x2  + 1 — 2x2  1 — x 2 

(x2  + l)2  = (jc2  + 1 f 


< 0 sempre  que  jc2  > 1 


Entao,/e  decrescente  era  (1,  °°),  e assim  fin)  > f(n  + 1).  Portanto,  { an } e decrescente. 


FlOl  DsfinifSe  Uma  seqiiencia  {an}  6 limitada  superiormente  se  existir  um 
numero  M tal  que 

an  ^ M para  todo  n 5s  1 

E e limitada  inferiormente  se  existir  um  numero  m de  forma  que 
m an  para  todo  n 5s  1 

Se  ela  for  limitada  superior  e inferiormente,  entao  {an}  6 uma  seqiiencia  limitada. 
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FIGURA  12 


Por  exemplo,  a sequencia  an  — n e limitada  inferiormente  (an  > 0)  mas  nao  superior* 
mente.  A sequencia  an  ~ n/(n  + 1)  e limitada,  porque  0 < an  < 1 para  todo  n. 

Sabemos  que  nem  toda  seqiiencia  limitada  e convergente  fpor  exemplo,  a sequencia 
aH  — (- !)"  satisfaz  - 1 1,  mas  e divergente,  como  mostrado  no  Exemplo  6],  nem 

toda  sequencia  monotonica  e convergente  (an  = n -*«>).  Mas  se  uma  sequencia  for  limi- 
tada  e monotonica,  entao  ela  deve  ser  convergente.  Esse  fato  e provado  no  Teorema  1 1 , 
porem  intuitivamente  voce  pode  entender  por  que  isso  e verdadeiro  olhando  a Figura  12. 
Se  {«„}  for  crescente  e a„  ^ M para  todo  n,  entao  os  termos  sao  forqados  a se  aglomerar 
e se  aproximar  algum  numero  L. 

A prova  do  Teorema  1 1 e baseada  no  Axioma  da  Completividade  para  o conjunto  R 
dos  numeros  reais,  que  diz  que,  se  S for  um  conjunto  nao  vazio  de  numeros  reais  que  tern 
um  limitante  superior  M (x  ^ M para  todo  x era  S),  entao  S tem  um  limite  superior  mi* 
nimo  b . (Isso  significa  que  b e um  majorante  para  S , mas,  se  M for  um  outro  majorante, 
entao  b « M.)  O Axioma  da  Completividade  e uma  expressao  do  fato  de  que  nao  existe 
salto  nem  buraco  na  reta  dos  numeros  reais. 


mi  Teorema  da  Sequencia  Monotonica  Toda  sequencia  limitada,  monotonica,  e 
convergente. 


Prova  Suponha  que  { a„ } seja  uma  sequencia  crescente.  Como  {a„}  e limitada,  o conjunto 
S = {an  j n > 1}  tem  um  majorante.  Pelo  Axioma  da  Completividade  ele  tern  um  menor 
limitante  superior  = supremo  L.  Dado  s > 0,  L — s nao  e um  majorante  para  S (porque 
Leo  menor  dos  majorantes).  Portanto 

On  > L — e para  algum  inteiro  N 

Mas  a sequencia  e crescente,  assim  a„  ^ a N para  cada  n > N.  Entao,  se  n > N, 
temos 

a„  > L — e 

assim  0 ^ L — an  < e 

porque  an  « L.  Entao 

j L — an  | < e sempre  que  n > N 


assim  lim an  = L. 

Uma  prova  similar  (usando  o maximo  minorante  ou  o maior  limitante  inferior) 
funciona  se  {a,,}  for  decrescente.  Q 

A prova  do  Teorema  1 1 mostra  que  uma  sequencia  que  e crescente  e limitada  superior- 
mente  e convergente.  (Do  mesmo  mode,  uma  sequencia  decrescente  que  e limitada  infe- 
riormente  € convergente.)  Esse  fato  e usado  muitas  vezes  para  lidar  com  series  infinitas. 

EXEMPLO  12  □ Investigue  a sequencia  {an } definida  pela  rela^ao  de  recorrencia 

a i = 2 an m ~ i(afl  + 6)  para  n ~ 1,2,3, . . . 
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i A induqao  matematica  e 
frequentemente  usada  para  trabalhar 
com  sequences  recursivas.  Veja  a 
pagina  81  do  Voiume  i para  uma 
discussao  do  Prindpio  da  induqao 
Matematica. 


o Uma  prova  desse  fato  e pedida  no 
Exercicio  52. 


S01UQA0  Comegamos  calculando  os  primeiros  termos: 


0\  = 

~ 2 

- 

= |(2  + 6)  = 4 

a3  - 

= 2(4  "H  6)  : 

fl4  = 

= 1(5  + 6)  = 5,5 

a5  = 

= 5,75 

&6 

= 5,875 

«7  = 

= 5,9375 

«8  = 

= 5,96875 

Cl  9 ” 

- 5,984375 

Esses  termos  iniciais  sugerem  que  a seqiiencia  e crescente  e os  termos  estao  se 
aproximando  de  6.  Para  confirmar  que  a seqiiencia  e crescente,  usamos  a indu9ao 
matematica  para  mostrar  que  an+ 1 > att  para  todo  n 5s  1.  Isso  e verdadeiro  para  n = i 
porque  a2  — 4 > a>,.  Se  assumirmos  que  isso  e verdadeiro  para  n — k,  entao,  temos 


ak+i  > ak 


assim  ak+i  + 6 > ak  4-  6 

e | (ok+i  + 6)  > \{ak  + 6) 

Entao  ak+2  > an -i 

Deduzimos  que  a„+\  > an  e verdadeiro  para  n — k + 1.  Portanto,  por  indu^ao  a 
desigualdade  e verdadeira  para  todo  n. 

A seguir  verificamos  que  {a,,}  e limitada  mostrando  que  an  < 6 para  todo  n.  (Como  a 
seqiiencia  e crescente,  ja  sabemos  que  ela  tern  um  minorante:  an  5®  ci\  — 2 para  todo  n.) 
Sabemos  que  a t < 6,  assim  a asser?ao  e verdadeira  para  n — 1 . Suponha  que  isso  seja 
verdadeiro  para  n = k.  Logo, 


ak<  6 

assim  ak  + 6 < 12 

!(a*  -f  6)  < |(12)  = 6 

Entao  <6 

Isso  mostra,  por  indu9ao  matematica,  que  an  < 6 para  todo  n. 

Como  a seqiiencia  {««}  e crescente  e limitada,  o Teorema  1 1 garante  que  ela  tem  um 
limite.  O teorema  nao  nos  conta  qual  e o valor  do  limite.  Mas  agora  que  sabemos  que 
L ~ lim„_K  an  existe,  podemos  usar  a rela9ao  de  recorrencia  para  escrever 

lim  a„+ ; — lim  |(a„  4-  6)  = lim  an  + 6)  — \{L  + 6) 

«— >cc  «~*c c " \n  / 

Como  an  — > L,  segue  que  an+[  L,  tambem  (quando  n n + 1 — » <x>,  igualmente). 
Assim,  temos 


L = |(L  + 6) 


Resolvendo  essa  equacao  para  L temos  L ~ 6,  como  previsto. 
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1.  (a)  O que  6 uma  seqiiencia? 

(b)  O que  signifiea  dizer  que  Itm,,.-,*  a„  = 8? 

(e)  O que  signifiea  dizer  que  iim^«  a„  = so? 

2.  (a)  O que  e uma  seqiiencia  convergente?  De  dois  exemplos. 
(b)  O que  e uma  seqiiencia  divergente?  De  dois  exemplos. 

1-8  □ Liste  os  cinco  primeiros  termos  da  seqiiencia. 

n + 1 

(0,2)"  *■  <*« 


3.  a 
5.  a 


1 


3(-l  T 


7.  a [ 3 , <xn + j 


2 a. 


3 ri  — 1 
6.  {2  • 4 * 6 • ‘ • 

8.  = 4,  <vh 


(2  «)} 

Q,, 

a,,  - 1 


9-14  □ Encontre  uma  formula  para  o tenuo  geral  a„  da  seqiiencia, 
assumindo  que  o padrao  dos  primeiros  termos  continua. 

s.  H.U.A....I  io. 


f I 3 11 

127  4t  6»  8- 


It.  {2,7,  12,  17,...} 

m U -a 


12. 


} 2 
9> 


A 4 

167  25  1 


14.  {5,  1,5,  1,5,  1,...} 


15-48  □ Determine  se  a seqiiencia  converge  ou  diverge.  Se  ela 
convergir,  encontre  o limite. 


15.  an  — n(n  — 1) 
3 + 5 n2 


in  a» 

19.  a„ 

21.  CLa 


n + n" 
2" 

(-lr'rt 


n2  + l 
23-  <2„  = cos(«/2) 

25. 

(2  n + 1)! 
£n  + £ ” ] 
e2”  -T j 

29.  {n2e~n} 

cur2* 

a„ 


16.  a„ 

18.  a„ 

20. 

22.  ar. 


n + 1 
3 n — 1 
yfn 


1 + ^fn 
n 


1 + y/n 
(— l)"n3 


27. 


cos  n 


2n 

33.  an  — n sen(  1/n) 

35.  a„  ~ (l  3 — 

Wt  {o,  1,0,0, 1,0, 0,0, 1, ...} 

38. 

39.  On 


«3  -f  2n2  + ! 

24.  an  = cos(2/«) 

26.  {arctg2n} 

-10  / In  « 

28.  1 r — r~ 

[ In  In 

30.  { n cos  mr } 
fHH  a„  ~ ln(n  + 1)  — In  n 


34,  an  — yin  — Jtr  — 1 
sen  2n 


36, 


1 + ~Jn 


i i 1 t i i i 
3’  2>  S’  3>  5’  4’  6> 


n!_ 

2“ 


40.  a„ 


(-3)" 


II  41-48  C Use  urn  grafico  da  seqiiencia  para  decidir  se  a seqiiencia  e 
convergente  ou  divergente.  Se  a seqiiencia  for  convergente,  estime 
o valor  do  limite  a partir  do  grafico  e entao  prove  sua 
estimativa.  (Veja  a margem  esquerda  na  pdgina  704  com 
sugestoes  para  graficos  de  seqtiencias). 

41.  a„  - (-!)»■— 42,  a„  = 2 + (-2/ 7 r)“ 


43,  i arctg 


2 n 


2 n + 1 


44. 


45.  a„ 

47.  a, 

48.  ari 


46.  a„  *=  {/3"  + 5'1 


1 


(2 n ~ 1) 


(2nf 

1*3*5 (2n  - 1) 


iiii+t 


49.  Se  $ 1.000  forem  investidos  a uma  taxa  de  juros  de  6%, 
compostos  anualmente,  depois  de  n anos  0 investimento  valera 
an  — 1.000(1,06)”  ddlares. 

(a)  Encontre  os  cinco  primeiros  termos  da  seqiiencia  {n,,}. 

(b)  A seqiiencia  e convergente  ou  divergente?  Explique. 

50.  Calcule  os  primeiros  40  termos  da  seqiiencia  definida  por 

\an  se  an  6 um  numero  par 
3 an  +1  se  an  e um  numero  fmpar 

e a 1 — 11.  Fa$a  o mesmo  para  at  = 25.  Estabele^a  uma 
conjectura  sobre  esse  tipo  de  seqiiencia. 

51.  Para  quais  valores  de  r a seqiiencia  {nrnj 
6 convergente? 

52.  (a)  Se  {a „}  for  convergente,  mostre  que 

Um  a,^i  — lim  a„ 

n— ► » n— »<* 

(b)  Uma  seqiiencia  e definida  por  a , = 1 e 

~ 1/(1  + an)  para  n 5=  1.  Assumindo  que  {a„} 

6 convergente,  encontre  sen  limite. 

gU§  Suponha  que  voce  saiba  que  {«„}  e uma  seqiiencia  decrescente 
e que  todos  os  termos  estao  entre  os  mimeros  5 e 8.  Explique 
por  que  a seqiiencia  tern  um  limite.  O que  voce  pode  dizer 
sobre  o valor  do  limite? 

54-66  □ Determine  se  a seqiiencia  dada  6 crescente,  decrescente  ou 
nao  monotonica.  A seqiidncia  6 limitada? 


54.  a„ 


3.  an 


5” 


1 


ni 


2 n + 3 
57.  an  = cos (nirfl) 


56.  an 
58.  a„ 


2 n 


3n  4-  4 
ne~~n 
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59.  an 


l + 1 


60.  a„  — n + — 
n 


61.  Calcule  o limite  da  sequencia 


/2,  J2\/2,  V2v/2V2, 


62.  Uma  sequencia  {a,,}  e dada  por  ==  y2,  £«h  = \'2  + 

(a)  Por  inducao,  ou  de  outra  maneira,  mostre  que  {a,,}  e 
crescente  e limitada  superiormente  por  3.  Aplique  o 
Teorema  1 1 para  indicar  que  lint,,  a,,  existe. 

(b)  Calcule  lim, a„. 

63.  Mostre  que  a sequencia  definida  por  a>  = 1, 

= 3 - \/a„  6 crescente  e «„  < 3 para  todo  n.  Deduza 
que  {a,,}  e convergente  e calcule  seu  limite. 

64.  Mostre  que  a sequencia  definida  por 


Ol 


a„~  i 


3 - 

satisfaz  0 < a„  *£  2 e e decrescente.  Deduza  que  a seqiien- 
cia  e convergente  e encontre  seu  limite. 

65.  (a)  Fibonacci  coiocou  o seguinte  problema:  suponha  que 

coelhos  vivam  para  sempre  e que  a cada  mes  cada  par 
produza  urn  novo  par,  que  se  tom  a reprodutivo  com 
2 meses  de  idade.  Se  come$armos  com  um  par  recem- 
nascido,  quantos  pares  de  coelhos  teremos  no  n-esimo 
mes?  Mostre  que  a resposta  e onde  {/„}  e a sequen- 
ce de  Fibonacci  definida  no  Exemplo  3(c). 

(b)  Seja  a,;  e mostre  que  a„-\  = 1 + \/a„~2.  Assu- 

mindo  que  {«„}  e convergente,  encontre  seu  limite. 

66.  (a)  Seja  a s = a , a2  =/(«),  =/(a2)  —/(/(«)),  ■ • - , 

ond e/e  uma  fun^ao  continua.  Se 
lim,,— - L mostre  que  f(L)  » L. 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  tomando  /(x)  = cos  x, « - 1,  e 

estimando  o valor  de  L com  precisao  de  cinco  casas  deci- 
mals. 

11  6?-  (a)  Use  um  grafico  para  estimar  o valor  do  limite 

n 5 

lim  — - 
n\ 

(b)  Use  um  grafico  da  sequencia  na  parte  (a)  para  encontrar 
os  menores  valores  de  N que  correspondem  a g ==  0,1  e 
g — 0,001  na  Definicao  2. 

68.  Use  a Definicao  2 diretamente  para  provar  que  lim„^«  r"  = 0 
quando  | r | < 1 - 

S9,  Prove  o Teorema  6. 

[Dica:  Use  a Defin^ao  2 ou  o Teorema  do  Confronto.j 
1 


78,  Seja a„  = {l  + 

(a)  Mostre  que,  se  0 « a < b,  entao 

/,«+!  _ /7,,+l 

— < (n  + 1 )bn 


(b)  Deduza  que  bn[(n  + \)a  — nb]  < a"'\ 

(c)  Use  a ~ 1 + 1 /(n  + 1)  e b — 1 + \/n  na  parte  (b) 
para  mostrar  que  {a,,}  e crescente. 

(d)  Use  a ~ 1 e b ~ 1 + l/(2n)  na  parte  (b)  para  mostrar 
que  < 4. 

(e)  Use  as  partes  (c)  e (d)  para  mostrar  que  a„  < 4 para  todo  n. 

(f)  Use  o Teorema  11  para  mostrar  que  lim „_♦»  (1  + 1 fnY 
existe,  (O  limite  e e.  Veja  a Equa^ao  3.8.6  do  Volume  L) 

71.  Sejam  a e b numeros  positivos  com  a > b.  Seja  at  sua 

media  aritmetica  e fri  sua  media  geometrica: 


72. 


a + b 


a i = 


y ab 


Repita  esse  procedimento  de  modo  que,  em  geral, 
a„  + b„ 


73. 


T l 


b„,.  i = v a„bn 


L, 


(a)  Use  a inducao  matematica  para  mostrar  que 

a„  > a„ 4-j  > bn+ 1 > bn 

(b)  Deduza  que  {«„}  e {/?„}  sao  ambas  convergentes. 

(c)  Mostre  que  = lim bn.  Gauss 

chamou  o valor  comum  desses  limites  de  media 
aritmetica-geometriea  dos  numeros  a e b. 

(a)  Mostre  que,  se  lim„.,.^  aln  ™ L e lim„_cofl2«+i  = 
entao  («„}  e convergente  e Iim„.^^  a„  — L. 

(b)  Se  a}  — 1 e 

1 

««+i  = 1 + “ ; 

1 + an 

encontre  os  oito  primeiros  membros  da  sequencia  {a,,}. 
Entao  use  a parte  (a)  para  mostrar  que  lim„— * an  — 
Isso  da  a expansao  em  fracoes  continuas 
1 


yjl  — 1 + 


2 + 


1 


P»+l 


2 + • • • 

O tamanho  de  uma  populagao  de  peixes  pode  ser  modelado 
pela  formula 

bpn 

a + pn 

onde  pn  e o tamanho  da  popula5ao  de  peixes  depois  de  n anos 
e a e b sao  as  constantes  positivas  que  dependent  da  espe- 
cie  e de  seu  habitat.  Suponha  que  a popula^ao  no  ano  0 seja 
Po>0- 

(a)  Mostre  que  se  {/?„}  e convergente,  entao  os  unicos  valo- 
res possfveis  para  seu  limite  sao  0 e b — a. 

(b)  Mostre  que  pn+l  < ( bia)pn. 

(c)  Use  o item  (b)  para  mostrar  que,  se  a > b,  daC 

lim = 0;  em  outras  palavras,  a popula^ao  morre, 

(d)  Agora  assuma  que  a < b.  Mostre  que,  se  pQ  < b - a, 
entao  {pn\  e crescente  eO  < pn<  b ~ a.  Mostre  tambem 
que,  se  p0  > b — a,  assim,  {pj  e decrescente  tpn>  b ~ a. 
Deduza  que,  se  a < b,  logo  lim  pn  b 
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Uma  seqiiencia  que  aparece  em  ecologia  como  um  modelo  para  o crescimeoto  populacional  e 
definida  pela  equagao  de  diferen^a  logistica 

Pn+i  = kp„(  1 “ pn) 


onde  pr.  mede  o tamanho  da  popula$ao  da  rc-esima  geraijao  de  uma  unica  especie.  Para  manler  os 
numeros  manejaveis,  pn  e uma  fra?ao  do  tamanho  maximo  da  populagao,  e assim  0 *£  pn  l . 
Note  que  a forma  dessa  equa^ao  e similar  a da  equa$ao  diferencial  logtstica  na  Se$ao  9.5.  O 
modelo  discrete  — com  seqiiencias  em  vez  de  fun§oes  conti'nuas  — e preferivel  para  modelar 
populates  de  insetos,  onde  acasalamento  e morte  ocorrem  de  uma  maneira  periodica. 

Um  ecologista  estd  interessado  em  prever  o tamanho  da  popula^ao  com  o passar  do  tempo  e faz 
as  perguntas:  ela  estabilizara  em  um  valor  limite?  Ela  mudara  de  uma  maneira  cfclica?  Ou  ela 
exibira  comportamento  aleatoric? 

Escreva  um  programa  para  calcular  os  n primeiros  termos  dessa  seqiiencia,  commando  com 
uma  populate  inicial  /?0,  onde  0 <pQ  < i.  Use  esse  programa  para  fazer  o que  se  pede. 


1.  Calcule  20  ou  30  termos  da  seqiiencia  para  | e para  dois  valores  d c k tal  que  1 < k < 3. 
Plote  as  sequencias.  Elas  parecem  convergir?  Repita  para  um  valor  diferente  de  p()  entre  0 e 1. 
O limite  depende  da  escolha  de  pol  Depende  da  escolha  de  kl 


2.  Calcule  os  termos  da  seqiiencia  para  um  valor  de  k entre  3 e 3,4  e plote-os.  O que  voce  nota 
sobre  o comportamento  dos  termos? 

3.  Experimente  com  valores  de  k entre  3,4  e 3,5.  O que  acontece  com  os  termos? 

4.  Para  os  valores  de  k entre  3,6  e 4,  calcule  e plote  pelo  menos  100  termos  e comente  sobre 
o comportamento  da  seqiiencia.  O que  acontecera  se  voce  mudar  pa  por  0,001?  Esse  tipo 
de  comportamento  e chamado  caotico  e e exibido  por  populates  de  insetos  sob 


Series 


Se  tentarmos  adicionar  os  termos  de  uma  seqiiencia  infinita  {an}^u  obteremos  uma 
expressao  da  forma 


HI  a i + a?  + ru  + • • * + a„  + 

que  e denominada  uma  serie  infinita  (ou  apenas  uma  serie)  e e denotada,  por  abreviacao, 
pelo  sfmbolo 

X ««  ou  X «« 


Mas  faz  sentido  falar  sobre  a soma  de  uma  quantidade  infinita  de  termos? 
Seria  impossfvel  encontrar  uma  soma  finita  para  a serie 


l~f'2-f'3+44'5  + *‘*+n4-'** 

porque  se  comecamios  adicionando  os  termos  obteremos  as  somas  cumulativas  1, 3, 6,  10,  15, 
21, ...  e depois  o n-esimo  termo,  n(n  + l)/2,  que  se  toma  muito  grande  quando  n aumenta. 
Contudo,  se  come^armos  a adicionar  os  tennos  da  serie 


1 

2 


I 

4 


1 1 

4-  — + — + 

8 16 


32 


+ 


_1_ 

64 


+ 2fi  + 


m* 


Jfe-  - <®&.. 
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n 

Soma  dos  n primeiros  termos 

\ 

0,50000000 

0,75000000 

o 

J 

0,87500000 

4 

0,93750000 

5 

0,96875000 

6 

0,98437500 

7 

0,99218750 

10 

0,99902344 

3 5 

0,99996948 

20 

0,99999905 

25  . 

0,99999997 

obteremos  I,  L I,  H,  li  • * • > 1 ~ 1/2", ....  A tabela  mostra  que,  quando  adicionamos 
mais  e mais  termos,  essas  somas  parciais  se  tomam  cada  vez  mais  proximas  de  1.  (Veja 
tambem  a Figura  11  na  pagina  7 do  Volume  I.)  De  fato,  adicionando  um  numero  suficiente 
de  teraios  da  serie,  podemos  fazer  as  somas  parciais  se  tomaxem  tao  proximas  quanto  qui- 
sermos  de  1 . Assim,  parece  razoave!  dizer  que  a soma  dessa  serie  infinita  e 1 e escrever 


oc 

1 


2n 


= 1 


Usamos  uma  ideia  similar  para  determinar  se  uma  serie  geral  (1)  tern  uraa  soma  ou  nao. 
Consideramos  as  somas  parciais 

Si  = a i 


S2  — a i + a2 


s-j  = a i + «2  + U3 


$4  = ai  + a2  + + u4 


e,  em  geral, 

n 

s„  ~ a i + a2  + + • • * + an  — X a,~ 

i-l 

Essas  somas  parciais  formam  uma  nova  sequencia  {$„},  que  pode  ou  nao  ter  um  limite.  Se 
lim,-*«5„“j  existir  (como  um  numero  finito),  entao,  como  no  exemplo  anterior,  o 
chamamos  soma  da  serie  infinita  2 a„. 


|~2~]  Definite  Dada  uma  serie  j an  = a\  + a2  + 03  H-  * • *,  denote  por 
s„  sua  «-dsima  soma  parcial: 

n 

= I = a i + + * * ' + an 

/=] 

Se  a sequencia  {s,,}  for  convergente  e limfl-,ffi  sn  — s existir  como  um  numero  real, 
entao  a sdrie  2 an  e denominada  convergente,  e escrevemos 

|0i  + 0.2  ~t~  * * * + <3fi  + * * * — s ou  X an  = s 

O nfimero  s e chamado  soma  da  serie.  Caso  contrario,  a serie  e dita  divergente, 


Assim,  quando  escrevemos  2*-i  a»  — s queremos  dizer  que,  adicionando  um  numero  sufi- 
ciente de  tennos  da  serie,  podemos  chegar  tao  proximo  quanto  quisermos  do  numero  5'.  Note  que 


□ Compare  com  a integral  impropria 


n 

X an  = lira  X a< 

n=!  (-_j 


j f(x)dx  — lim  \\f(x)dx 

Para  encontrar  essa  integral, 
integrarnos  de  1 ate  t e entao  fazemos 
Para  uma  serie,  somamos  de 
lane  entao  temos 


EXEIVIPtO  1 □ Um  exemplo  importance  de  uma  serie  infinita  e a serie  geometrica 


a + ar  + ar2  + ar^  + 


ar 


n-l 


__  ^ 


ar 


n- 1 


a ¥*  0 


B“t 


James  Stewart  CAHtULG  11  SEQUENCIAS  INFINITAS  E SERIES 


713 


□ A Figura  1 fornece  uma 
demonstragao  geometries  do  resuitado 
no  Exemplo  1 . Se  os  triangulos  forem 
construfdos  como  mostrado  e 5 for  a 
soma  da  serie,  entao,  por  similaridade 
de  triangulos, 

5 a a 

— = entao  s — 

a a - ar  i - r 


FIGURA  1 


Cada  termo  e obtido  a partir  do  anterior  pela  multiplicacao  dele  por  uma  razao  em 
comum  r.  ( Ja  consideramos  o caso  especial  onde  a — \ e r = I na  pagina  709.) 

Se  r — 1,  entao  sn  = a + a + • • • + a = na—>  Como  lim,,-**  s„  nao  existe,  a 
serie  geometrica  diverge  nesse  caso. 

Se  r 5^  1 , temos 


= a + ar  + ar 2 + * * • + arn~l 


e rsn  — ar  + ar2  + • • - H-  ar'1  ! + ar" 

Subtraindo  essas  equates,  obtemos 

sn  — rsn  — a — arn 


f3l  , = 'J" 

1 '■  1 

1 — r 

Se  — 1 < r < 5 , sabemos,  a partir  de  (11.1.8),  que  rn  — > 0 quando  « — » o q;  assim, 

r a(l  “ r")  a a a 

lira  s»  = lim  — — ; lim  rn  — 

,i~»x  «-»»  1 — r 1 — r 1 — r «-»«  1 — r 

Entao,  quando  | r\  < 1 a serie  geometrica  e convergente,  e sua  soma  e a/ (l  - r). 

Se  r s?  -1  ou  r > 1,  a seqiiencia  {r”}  e divergente  por  (11.1.8);  assim,  peia  Equapao 
3,  lim*-**  sn  nao  existe.  Portanto  a serie  geometrica  diverge  naqueles  cases.  i 


Resumimos  os  resultados  do  Exemplo  1 como  a seguir. 


□ Em  palavras:  a soma  de  uma  serie 
geom&trica  convergente  e 

primeiro  termo 
1 - razao 


[ 4]  A serie  geometrica 

X ar"“!  — a + ar  + ar 2 + ■ • • 

K*»l 

e convergente  se  I r\  < 1 e sua  soma  e 


Vi  „ * CL  . , 

2j  ar  — r < 1 

1 ~ it 

n—  f -I  T 

Se  | r | Ss  a serie  geometrica  e divergente. 


EXEMPLO  2 u Encontre  a soma  da  serie  geometrica 

5_iO  + 20_40,... 

J 3 ' 9 27  ' 

S0LUQA0  O primeiro  termo  6 a ~ 5 e a razao  6 r — — f.  Como  | r \ = f < 1,  a serie  e 
convergente  por  (4)  e sua  soma  e 


JO  j 20 

3 + 9 


40 

27 


+ 


1 - (-i) 


&■■  ■■'&&&  %&&&*■  :&:.v 


JfcSft  feb. 


5 


5 

3 
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□ O que  reaSmente  queremos  dizer 
quando  falamos  que  a soma  da  serie 
no  Exemplo  2 e 3?  Claro,  nao 
podemos  adicionar  literaimente  um 
numero  infinito  de  termos,  um  a um. 
Mas,  de  acordo  com  a Deftniqao  2, 
a soma  total  e o limite  da  sequencta 
de  somas  parciais.  Assim,  tomando  a 
soma  de  um  numero  suficiente  de 
termos,  podemos  chegar  tao  proximo 
quanto  quisermos  do  numero  3.  A 
tabela  mostra  as  primeiras  dez  somas 
parciais  s„.  e o grafico  na  Figura  2 
mostra  como  a sequencia  de  somas 
parciais  se  aproxima  de  3. 


□ Outra  maneira  de  identificar  a e r e 
escrever  os  primeiros  termos: 

4 + ¥ + “+*•■ 


n 

~~~ — 

$„ 

1 

5.000000 

2 

1,666667 

3 

3,888889 

4 

2,407407 

5 

3,395062 

6 

2,736626 

7 

3,175583 

8 

2,882945 

9 

3,078037 

10 

2,947975 

EXEMPLO  3 □ A serie  X 22n3'~"  e convergente  ou  divergente? 

n- \ 

SOLUQAO  Vamos  reescrever  o n-esimo  termo  da  serie  na  foraia  arn~l : 
i 2-3'-  = 2 = i 4(5)-' 

n~  I n—  1 ^ n — t 

Reconhecemos  essa  serie  como  uma  serie  geometrica  com  a = 4 e r = Como  r > L a 
serie  diverge  por  (4). 

EXEMPLO  4 □ Escreva  o numero  2,317  = 2,3171717. . . como  uma  razao  de  inteiros. 


SOLUQAO 


2,3171717  . . . — 2,3  + 


17  17  t 17 

103  + 105  107 


Depois  do  primeiro  termo  temos  uma  serie  geometrica  com  a — 17/10 3 er  = 1/102, 
Portanto 


2,317  = 2,3  + 


17 

103 


23  _17 

10  ^ 990 


2,3  + 


99 

100 


1.147 

495 


EXEMPLO  5 □ Encontre  a soma  da  serie  X onde  \x\  < 1. 

n—  0 

SOLUQAO  Note  que  essa  serie  come?a  com  n = 0e  assim  o primeiro  termo  e x,J  = 1. 
(Com  as  series,  adotamos  a conven^ao  de  que  xQ  ~ 1 mesmo  quando  x = 0.)  Entao 

X xn  — 1 + JC  4-  x2  + x'  + X4  + ■ ' ■ 

s-0 

Essa  e uma  serie  geometrica  com  s=ler  = x.  Como  j r\  = jx|  < 1,  ela  converge,  e 
(4)  fomece 


no 


n— 0 


1 


1 ~~  X 
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EIEMPLO  6 c Mostre  que  a serie  X — r— ■ — rre  convergente  e calcule  sua  soma. 

„-i  n(n  + I) 

SOLUQAO  Essa  nao  e uma  serie  geometrica  e,  assim,  voltamos  a definigao  de  urn  a serie 
convergente  e calculamos  as  somas  parciais. 


sn 


i 


1 + 1 -f 


1 


/-i  i(/  + 1)  1*2  2-3  3*4  n(n  + 1) 

Podemos  simplificar  essa  expressao  se  usarmos  a deeomposigao  por  fragoes  parciais 


_J J_ 1_ 

i(i  +1)  i i + 1 


(veja  a Secao  7.4  no  Volume  I).  Entao,  temos 


ii  Note  que  os  temnos  se  cancelam  em 
pares.  Esse  e um  exemplo  de  uma 
soma  telescopica:  por  causa  de  todos 
os  cancetamentos,  a soma  colapsa 
tcomo  um  antigo  telescopio)  em 
apenas  dots  termos. 


e,  dessa  forma, 


lim  sn  — lim 

n— 


___1 

n + 1 


1-0=1 


D A Figura  3 ilustra  o Exemplo  6 
mostranao  os  graficos  da  seqiiencia  de 
termos  an  = 1 /[n(n  + 1)]  e a seqiiencia 
{s,,}  das  somas  parciais.  Note  que 
an  — » 0 e sH  1.  Veja  os  Exercicios  54 
e 55  para  auas  interpretagoes 
geometricas  do  Exemplo  6. 


1- 

■ 

• ’ ’ {s„} 

{«,.} 

0 

n 

Portanto,  a serie  dada  e convergente  e 

f 1 

n(n  + 1) 

EIEMPtO  1 □ Mostre  que  a serie  harmonica 

1 

*-i  n 

e divergente. 

SOLUgAO 

5i  = 1 

s2=  E + | 

54  = 1 + I'  + (j  + I)  > 1 + 5 + (I  + I)  = 1 + | 

58  = 1 + | + (|  + |)  + (|  + | + ~ + |) 

>i  + l + (?  + !)  + (I  + | + | + 1) 

— 1 +1  + | + 5=1  +| 

516  - 1 + I + (j  + 1)  + (J  + • • • + |)  + (|  + • * • + 

> i + \ + (1  + J)  + (I  + * • ■ + 1)  + {{&  + * ■ ’ + ts) 

=i+|+i+|+|=i+| 


1 + 1 + i 

2 3 4 + 


FIGURA  3 
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Similarmente,  sn  > 1 + T 564  > 1 + |,  e,  em  geral. 


n o metodo  usado  no  Exempio  7 para 
mostrar  que  a serie  harmonica  diverge 
deve-se  ao  estudioso  trances  Nicole 
Oresme  SI  323-1382). 


S2»  > 1 + — 

Isso  mostra  que  a2«  —»  00  quando  n — » 00  e assim  {a,,}  e divergenfe.  Portanto  a serie 
harmonica  diverge. 


ff]  TetMwna  Se  a serie  X a»  f°r  convergente,  entao  lim  an  — 0. 


Prova  Seja  sn  — ci\  + + * ■ * 4*  an.  Entao  an  ~ sn  ~ $n-i - Como  Ia„e  convergente, 

a sequencia  {a„}  e convergente.  Seja  lim„  sn  ~ a.  Como  n — 1 — > «>  quando  n 
tambem  temos  Iim„.-x  s„~i  — a.  Portanto 

lim  an  ~ lim  (5,,  — a„-i)  = lim  sn  — lim  a„-i 
— 5 — 5 — 0 

NOTA  1 □ Com  qualquer  serie  2 an  associamos  duas  seqiiencias:  a sequencia  {5,,}  de 
suas  somas  parciais  e a sequencia  {a,,}  de  seus  termos.  Se  2 an  for  convergente,  o limite  da 
sequencia  {a„}  e a (a  soma  da  serie)  e,  como  o Teorema  6 afirma,  o limite  da  sequencia 
{««}  e 0. 

MU  NOTA  2 □ A reciproca  do  Teorema  6 nao  e verdadeira  era  geral.  Se  lim,,..,,  a,  ~ 0,  nao 
podemos  concluir  que  la,  seja  convergente.  Observe  que,  para  a serie  harmonica  2 1/m 
temos  an  = l/n  — > 0 quando  n £*,  mas  mostramos  no  Exempio  7 que  2 1/n  e divergente. 


| [Tj  0 Teste  para  Divergencia  Se  lim  a,,  nao  existir  ou  se  lim  an  # 0,  entao  a serie 

| ^ jj  ---►  00  — * $G 

1 X an  e divergente. 


O Teste  para  Divergencia  vem  do  Teorema  6,  porque,  se  a serie  nao  for  divergente,  ela 
e convergente  e,  assim,  lim,,-,*  a»  = 0. 


EXEMPIO  8 


Mostre  que  a serie  X ~r~3 7 diverge. 

5n~  + 4 


S01UQA0 


lim  an  = lim  — -rTT 


lim 

rt— 


_J 

5 + 4 /«■ 


Desse  modo,  a serie  diverge  pelo  Teste  para  Divergencia.  13 

NOTA  3 □ Se  acharmos  que  an  7s  0,  saberemos  que  2 ane  divergente.  Se  aehar- 

mos  que  lim„ ._>*  an  — 0,  nao  saberemos  nada  sobre  a convergence  ou  divergencia  de  2 a„. 
Lembre-se  do  aviso  na  Nota  2:  se  an  = 0,  a serie  2 an  pode  convergir  ou  divergir. 


; 


S&m  Jfess 


-'-k  , , 1,;. 
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i 8 1 immmz  S e 2 e 2 b„  forem  series  convergentes,  entao  tambem  o serao  as 
series  X ca„  (onde  c e uma  constante),  X (a„  + bn)  e 2 ( a„  — bn),  e 


® I 


CO,* 


2 «« 


(ii)  2 ( + bn)  — X an  + 2 b„ 


(iii)  X (an  ~ btt)  = 2 2 br. 


Essas  propriedades  de  sdries  convergentes  vem  a partir  das  Leis  do  Limite  para 
Seqiiencias  Convergentes  na  Se^ao  11.1.  Por  exemplo,  aqui  esta  como  a parte  (ii)  do 
Teorema  8 e provada: 

Seja 


/I  0 1 s X cin  in  X b i 

(■”  l «-l  (“1 

A n-esima  soma  parcial  para  a serie  2 («„  + bn)  6 

n 

un  = X (<*i  + &,) 

i-i 

e,  usando  a Equa9§o  5.2.9  do  Volume  I,  temos 

* inn 

lim  un  ~ lim  X («<  + bi)  — Um  I 2 a,  + 2 b, 

fi  — > Cc-  rc — ^_ | 

n n 

= Um  2 a>  + lim  X bi 
= lim  sn  + lim  tn  — s + t 

n— >cc  /?—*<* 

Portanto,  2 (a„  + bn)  e convergente  e sua  soma  e 

X <a„  + bn)  = , + f = X + X 


t=^bn 


EXEMPLO  9 u Calcule  a soma  da  serie  X 


+ 


1 


",  \n(n  + 1)  2"/‘ 

SQLUQAO  A serie  2 1/2"  e uma  serie  geometrica  com  a ~ 5 e r — assim 

02  j i 


No  Exemplo  6 encontramos  que 


2"  1 


1 


1 


i.-i  «(«  + 1) 

Assim,  pelo  Teorema  8,  a sdrie  dada  e convergente  e 


3 1 

+ 


1 


+ 2 


i 


«=i  \ n(n  + 1)  2"  / ",  n(n  + 1)  " 2 


= 3 • 1 + 1 = 4 


?18 


□ 
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NOTA  4 □ Um  nuraero  finito  de  termos  nao  afeta  a convergence  ou  divergence  de  uma 
sene.  For  exemplo:  suponha  que  possamos  mostrar  que  a serie 

« 

n + 1 

e convergente.  Como 

^ n 12,3  ^ n 

«3  + 1 2 9 28  nt 4 n3  + 1 

segue-se  que  a serie  inteira  2"=tn/(n3  + 1)  e convergente.  Similarmente,  se  soubermos 
que  a serie  <a„  converge,  entao  a serie  completa 

£ a„  = £ + 2 a, 

«—  1 n—JV+I 

tambem  e convergente. 


Exercicios 


1.  (a)  Qual  e a diferen?a  entre  uma  sequencia  e uma  s£rie? 

(b)  O que  e uma  serie  convergente?  O que  e uma  serie  divergent©? 

2.  Explique  o significado  de  se  dizer  que  an  — 5. 

3-8  n Calcuie  pelo  menos  dez  somas  parciais  da  serie.  Plote 
ambas  as  sequences  de  termos  e de  somas  parciais  na  mesma  tela. 
Parece  que  a serie  e convergente  ou  divergente?  Se  ela  for 
convergente,  calcuie  a soma.  Se  for  divergente,  explique  por  que. 

In2  — 1 


m 2 


12 


(-5 r 
5.  itgn 

iM? 

b=i  V n - 


1 


{n  + I)1,5 
2 n 


4-  2 ,,, 

*=i  n + 1 

6.  £ (0,6r~! 

1 


8-  2 


n^2  n(n-  1) 


fcttSejaa.  ^ + , . 

(a)  Determine  se  {an}  € convergente. 

(b)  Determine  se  ZU  an  & convergente. 

% (a)  Explique  a diferen§a  entre 


2 o< 

i=i 


£ ^ 
y-i 


(b)  Explique  a diferen?a  entre 

£ a,  e £ aj 

/=!  /-I 

^ 1-34  c Determine  se  a serie  6 convergente  ou  divergente.  Se  for 
c%vergente,  calcuie  sua  soma. 

U'  3 + 2 + l + f . . . 12.  | - 1 + | - 1 + • • • 

* -2  + f-f  + f-- 


& 2 

25. 

27.  2 
29. 

SI 


n=2  « ""1 

Y A2 

*T2  JF  - 1 
3”  4-  2" 

n^l  6" 

2 n 


I 2 arctg  n 

«=! 


33.  2 


3 + 5 


„=t  \ n(n  + 3)  4“ 


14. 

1 + 0,4  + 0,16  + 0,064  + ■ 

15. 

£ 5(i  r 

n**[ 

16. 

“ (-6)” 

~ r n~-  \ 

/i—  1 3 

in 

y (-3r! 

n-[  ** 

18. 

y 1 

ioJW 

19. 

y Tr" 

20. 

y en 

n=* ! -5 

21. 

Y « 

h n + 5 

22. 

3 

2- 
—i  n 

24.  2 


( n + 1)" 

n(n  + 2) 

2fi  y 2 

",  n2  + 4 n + 3 

28.  2[(0,8r!  ~ (0,3)1 


30.  2 In 


„=i  \ 2n  + 5 

32.  £(c<wl)* 


ti  i 3 2 

34.  2 — + - 

„-t  V 5"  « 


37. 

39. 


-48  □ Expresse  o numero  como  uma  razao  de  inteiros. 

0,2  - 0,2222  ...  35.  0,73  = 0,73737373  . 

3,417  - 3,417417417  ...  38.  6,254 

0,123456  40.  5,6021 
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41-45  □ Encontre  os  valores  de  x para  os  quais  a serie  converge. 
Calcule  a soma  da  serie  para  aqueles  valores  de  x. 


m. 

Y A'" 

3” 

42. 

<Xi 

I 

(x  ~ 4)'! 

43. 

2 4V 

44. 

i 

(a  + 3)" 

^ n 

H-0 

n»0 

2 , 

45. 

Y cos”x 

2" 

46. 

Vimos  que 

a serie  harmdnica  e 

| 

5 

serie  divergente  cujos 

termos  se  aproximam  de  0.  Mostre  que 


£ 


In  1 + 


tambem  tem  essa  propriedade. 


47-48  □ Use  o comando  de  fragoes  parciais  em  seu  CAS  para 
encontrar  uma  expressao  conveniente  para  a soma  parcial;  entao 
utilize  essa  expressao  para  encontrar  a soma  da  serie.  Verifique  sua 
resposta  usando  o CAS  para  somar  a serie  diretamente. 


47.  X 


1 


(4  n + l)(4n  — 3) 


48. 


Y n1  + 3n  + 1 
( nl  + n )2 


Se  a n-esima  soma  parcial  de  uma  serie  a„  for 
n — 1 

5,  = encontre  an  e 2„=i  an. 

n + 1 

50.  Se  a n-esima  soma  parcial  de  uma  serie  a„  for 
sn  = 3 — «2“”  encontre  a„  e £*=)  a„. 

51.  Quando  o dinheiro  e gasto  em  produtos  e servigos,  aqueles  que 
recebem  o dinheiro  tambem  gastam  uma  parte  dele.  As  pessoas 
que  recebem  parte  do  dinheiro  gasto  duas  vezes  gastarao  uma 
parte  e assim  por  diante.  Os  economistas  chamam  de  efeito 
multiplicador  essa  reagao  em  cadeia.  Em  uma  comunidade 
hipotetica  isolada,  o govemo  local  comesa  o processo  gastando 
$ D.  Suponha  que  cada  pessoa  que  recebe  o dinheiro  gasto 
gaste  100c%  e economize  100s%  do  dinheiro  que  recebeu. 

Os  valores  de  c e s sao  denominados  propensdo  marginal  a 
consumir  e propensdo  marginal  a economizar  e,  e claro, 

0 + 5=1. 

(a)  Seja  S„  o gasto  total  que  foi  gerado  depois  de  n transa^oes. 
Encontre  uma  equa?ao  para  S„. 

(b)  Mostre  que  Iim„^=  S„  = kD,  onde  k = 1/s,  O numero 
k 6 chamado  multiplicador.  Qual  6 o multiplicador  se  a 
propensao  marginal  para  consumir  for  80%  ? 

Nota:  O govemo  federal  usa  esse  principle  para  justificar  o deficit. 
Os  bancos  usam  esse  prinefpio  para  justificar  o emprestimo  de  uma 
grande  porcentagem  do  dinheiro  que  recebem  em  depositos. 


52.  Uma  certa  bola  tem  a seguinte  propriedade:  cada  vez  que  ela 
cai  a partir  de  uma  altura  h em  uma  superffeie  dura  e nivelada, 
ela  volta  ate  uma  altura  rh,  onde  0 < r < 1 . Suponha  que  a 
bola  seja  derrubada  a partir  de  uma  altura  inicial  de  H metros. 

(a)  Assumindo  que  a bola  continua  a pular  indefinidamente, 
calcule  a distancia  total  que  ela  percorre.  (Use  o fato  de 
que  a bola  cai  \ gt 2 metros  em  t segundos.) 

(b)  Calcule  o tempo  total  que  a bola  pula. 

(c)  Suponha  que  cada  vez  que  a bola  atingir  a superffeie  com 
velocidade  v ela  rebatera  com  velocidade  —kv,  onde 

0 < k < 1.  Quanto  tempo  levara  para  a bola  parar? 

53.  Qual  e o valor  de  c se  X (1  + c)~"  = 2? 

ti—2 

31  54.  Plote  as  curvas  y — xn,  0 *£  x ^ 1,  para  n = 0,  1,  2,  3,  4, . . . 
na  mesma  tela.  Achando  as  areas  entre  as  curvas  sucessivas, 
de  uma  demonstracao  geometrica  do  fato,  mostrado  no 
Exemplo  6,  de  que 

y — 1 = i 

n=\  n(n  + 1) 

55.  A figura  exibe  dois  cfrculos  C e D de  raio  1 que  se  tocam  em  P.  T 
e uma  reta  tangente  em  comum;  C,eo  circulo  que  toca  C,  £>  e 
T\  C2  6 o cfrculo  que  toca  C,  D e C\ ; C3  e o circulo  que  toca  C, 
D e Ci.  Esse  proeedimento  pode  continuar  indefinidamente  e 
produzir  uma  seqiiencia  infinita  de  cfrculos  {C„}.  Encontre 
uma  expressao  para  o diametro  de  C„  e entao  fome^a  outra 
demonstragao  geometrica  do  Exemplo  6. 


T 


56.  Um  triangulo  ABC  e dado  com  LA  — 9 z \ AC  \ = b. 

CD  6 desenhado  perpendicularmente  a AB,  DE  6 desenhado 
peipendiculannente  a BC,  EF  X AB,  e esse  processo  continua 
indefinidamente,  como  mostrado  na  figura. 
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Calcule  o comprimento  total  de  todas  as  retas  perpendiculares 
| CD  | + | DE  j + | EF  | + | EG  | + • - * 

em  termos  de  b e Q. 

57,  O que  estd  errado  com  o seguinte  calculo? 

0 — 0 + 0 + 0+  *■' 

« <1  - 1)  + (1  - 1)  + (1  - 1)  + ••• 

= 1“  1 + 1—  1 + 1~1  + **' 

= 1 + ( — 1 + 1 ) + ( — 1 + 1 ) + ( 1 + 1 ) + - - - 
■=  1 + 0 + 0 + 0+  - ==  1 


(a)  Mostre  que  o comprimento  total  de  todos  os  intervalos  que 
foram  removidos  e 1.  Apesar  disso,  o conjunto  de  Cantor 
contem  infinitos  numeros.  De  exemplos  de  alguns  numeros 
no  conjunto  de  Cantor. 

(b)  O carpete  de  Sierpinski  e o correspondente  bidimensiona! 
do  conjunto  de  Cantor.  Ele  e construfdo  pela  remogao  do 
nono  subquadrado  central  de  um  quadrado  de  lado  1 
dividido  em  nove  subquadrados.  A etapa  seguinte  consiste 
em  remover  os  subquadrados  centrais  dos  oito  quadrados 
menores  que  permaneceram,  e assim  por  diante.  (A  figura 
apresenta  as  tres  primeiras  etapas  da  construgao.)  Mostre 
que  a soma  das  areas  dos  quadrados  removidos  e I . Isso 
impHca  que  o carpete  de  Sierpinski  tern  area  0. 


58. 

59. 

60. 
61. 

62. 

63, 

64. 


(Guido  Ubaldo  pensou  que  isso  provava  a existencia  de  Deus, 
porque  “alguma  coisa  tinha  sido  criada  do  nada”) 

Suponha  que  2“=i  an  (a„  ¥=  0)  seja  conhecida  como  uma  serie 
convergente.  Prove  que  1 jan  e uma  serie  divergente. 

Prove  a parte  (i)  do  Teorema  8. 

Se  2 an  for  divergente  ec^O,  mostre  que  2 ca„  e divergente. 


Se  2 an  for  convergente  e 2 b„,  divergente,  mostre  que  a serie 
2 { an  + b»)  6 divergente.  [Dica:  Argumente  por  contradigao.] 

Se  2 an  e 2 bn  forem  ambas  divergentes,  2 (an  + b„)  6 
necessariamente  divergente? 

Suponha  que  uma  serie  2 a„  tenha  termos  posjtivos  e suas 
somas  parciais  sn  satisfagam  a desigualdade  sn  < 1.000  para 
todo  n.  Explique  por  que  2 aK  deve  ser  convergente. 

A seqiiencia  de  Fibonacci  foi  definida  na  Segao  11.1  pelas 
equates 


66.  (a)  A seqiiencia  {«,,}  e definida  recursivamente  pela  equagao 

aK  — {(a «- 1 + a^-i)  para  n Ss  3,  onde  ro  e a2  podem  ser 
quaisquer  numeros  reals.  Experimente  com  varios  valores 
de  a i e a2  e use  sua  calculadora  para  descobrir  o limite  da 
seqiiencia. 

(b)  Encontre  limn^.KGn  em  termos  de  Gj  e a2  expressando 
a„+ 1 ~ an  em  termos  de  «2  — a\  e soniando  uma  serie. 

67.  Considere  a serie 


/l=l,  /"“/«- 


Mostre  que  cada  uma  das  afirmagoes 
1 1 1 


(a) 


(b)  I 

(o  £ 


fn-lfi-i-l  fnfn< 

1 


fn 

2 /n-i/s+t 


1 


+ fn- 2 n 5=  3 

(a) 

a seguir  e verdadeira. 

(b) 

(c) 

Calcule  as  somas  parciais  Si,  s2,  s:,  e sA.  Voce  reconhece  os 
denominadores?  Use  o padrao  para  estimar  uma  fdrmula 
para  s„. 

Use  indugao  matematica  para  provar  sua  estimativa. 
Mostre  que  a serie  infinita  dada  e convergente  e calcule 
sua  soma. 


68.  Na  figura  existem  infinitos  cfrculos  se  aproximando  dos 
vertices  de  um  triangulo  eqiiilatero.  Cada  cfrculo  toea  outros 
cfrculos  e lados  do  triangulo.  Se  o triangulo  tiver  lados  de 
comprimento  1,  calcule  a area  total  ocupada  pelos  cfrculos. 


$5.  O conjunto  de  Cantor,  em  homenagem  ao  matematico  alemao 
Georg  Cantor  (1845-1918),  6 construfdo  como  a seguir. 
Comegamos  com  o intervalo  fechado  [0,  1]  e removemos  o 
intervalo  aberto  (|,  f ).  Isso  nos  leva  a dois  intervalos,  [0,  |] 
e [|,  l],  Dividimos  novamente  cada  intervalo  em  tres  e 
removemos  cada  tergo  intermediary  aberto.  Quatro  intervalos 
pennanecem,  e novamente  repetimos  o processo.  Continuamos 
esse  procedimento  indefinidamente,  em  cada  passo  removendo 
o tergo  do  meio  de  cada  intervalo  aberto  que  permanece  do 
passo  anterior.  O conjunto  de  Cantor  consiste  nos  numeros 
que  permaneeem  em  [0,  1]  depois  de  todos  os  intervalos 
terem  sido  removidos. 


A. 
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O Teste  da  Integral  e Estimativas  de  Somas 

.::23  : /.  ,Y  . ..  ■ . Y ' Y . ......  .....  , 


Em  gerai  e dificil  encontrar  a soma  exata  de  uma  serie.  Conseguimos  fazer  Lsso  para  as 
series  geometricas  e a serie  2 l/[n(n  + 1)]  porque  em  cada  urn  desses  casos  pudemos 
encontrar  uma  formula  simples  para  a n-esima  soma  parcial  s„.  Mas  geralmente  nao  e facil 
calcular  limn  ...»<*  j„.  Portanto,  nas  prdximas  se^oes,  desenvolveremos  varios  testes  que  nos 
permitam  determinar  se  uma  serie  6 convergente  ou  divergente  sem  encontrar  sua  soma 
explicitamente,  (Em  alguns  casos,  contudo,  nossos  metodos  nos  permitirao  encontrar  boas 
estimativas  da  soma.)  Nosso  primeiro  teste  envolve  as  integrals  improprias. 

Come^amos  investigando  as  series  cujos  termos  sao  os  reciprocos  dos  quadrados  de 
inteiros  positivos. 


n 

. , /" 

1 .4636 

10 

1 .5498 

50  ■ 

1,6251 

i 00 

1,6350 

500 

1 ,6429 

1.000 

1 ,6439 

5.000 

i ,6447 

+ • • « 


Nao  existe  uma  formula  simples  para  a soma  sn  dos  n primeiros  termos,  mas  a tabela  de 
valores  gerada  por  computador  dada  na  margem  sugere  que  as  somas  parciais  estao 
se  aproximando  de  um  numero  proximo  de  1,64  quando  n e,  assim,  parece  que  a 
serie  e convergente. 

Podemos  confirmar  essa  impressao  com  um  argumento  geometrico.  A Figura  J mostra 
a curva  >>  « l/x2  e retangulos  que  estao  abaixo  da  curva.  A base  de  cada  retangulo  e um 
intervalo  de  comprimento  1;  a altura  e igual  ao  valor  da  fun5§o  y — \/x 2 no  extremo  di- 
reito  do  intervalo.  Dessa  forma,  a soma  das  areas  dos  retangulos  e 


FiGURA  1 


i_  J_  J_ 

12  + 22  + 32 


JL 

4 


nl 


Se  excluirmos  o primeiro  retangulo,  a area  total  dos  retangulos  remanescentes  sera 
menor  que  a area  sob  a curva  y = l/x 2 para  x > 1,  que  e o valor  da  integral  J/ ( l/x2)  dx. 
Na  Se?ao  7.8  do  Volume  I descobrimos  que  essa  integral  impropria  e convergente  e tern 
valor  1.  Assim  a figura  mostra  que  todas  as  somas  parciais  sao  menores  do  que 


l2 


2 


Entao  as  somas  parciais  sao  limitadas.  Tambem  sabemos  que  as  somas  parciais  sao  cres- 
centes  (porque  todos  os  termos  sao  positivos).  Portanto  as  somas  parciais  convergem  (pelo 
Teorema  da  Sequencia  Monotdnica)  e,  dessa  maneira,  a serie  e convergente.  A soma  da 
sene  (o  limite  das  somas  parciais)  e tambem  menor  que  2: 


V 1 1 1 1 

> — 2=  — -j — -{ - 

I n2  T 22  32 


i 


2 
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n 

, _ y 

- 

10 

5,0210 

rr* 

JKJ 

1 on 

1 = JU 

1 8,5896 

500 

43,2834 

i .000 

61 ,8010 

5.000 

139,9681 

[A  soma  exata  dessa  serie  encontrada  pelo  matematico  siu§o  Leonhard  Euler  (1707-1783) 
e tt2/6,  mas  a prova  desse  fato  e muito  dificil.-(Veja  o Problema  6 em  Problemas  Quentes 
no  Capftulo  15.)] 

Agora  vamos  olhar  para  a serie 


V J_  - J__  J_  __L  __L 
3,  Jn  - VT  + 72  + V3  + A 


A tabela  de  valores  de  sugere  que  as  somas  parciais  nao  estao  se  aproximando  de  um 
numero;  assim,  suspeitamos  que  essa  serie  possa  ser  divergente.  Novamente  usamos 
um  desenho  para  a confirma^ao.  A Figura  2 mostra  a curva  v = 1 fy/x,  porem  dessa  vez 
utilizamos  retangulos  cujos  topos  estao  acima  da  curva. 


FIGURA  2 


A base  de  cada  retanguio  e um  intervalo  de  comprimento  L A altura  e igual  ao  valor  da 
fun^ao  y = 1 f*Jx  no  extremo  esquerdo  do  intervalo.  Desse  modo,  a soma  das  areas  de 
todos  os  retangulos  e 

11111  " 1 

VI  + V2  + x/3  + ^ + x/5  +"‘~hVn 

Essa  area  total  e maior  que  a area  sob  a curva  y = l/yV  para  x 3s  1,  que  e igual  a integral 
(l/Jx)  dx.  Mas  sabemos  a partir  da  Se^ao  7.8  do  Volume  I que  essa  integral  imprbpria 
6 divergente.  Em  outras  palavras,  a area  sob  a curva  e infinita.  Assim  a soma  da  serie  deve 
ser  infinita;  isto  e,  a serie  e divergente. 

O mesrno  tipo  de  argumentapao  geometrica  que  usamos  para  essas  duas  series  pode  ser 
usado  para  provar  o seguinte  teste.  (A  prova  e dada  no  final  desta  secao.) 


j 0 Teste  da  Integral  Suponha  que/seja  uma  funpao  contmua,  positiva  e 
j decrescente  em  [1.  <»)  e seja  an  =f(n).  Entao  a serie  an  e convergente  se  e 
| somente  se  a integral  impropria  V{  fix)  dx  for  convergente.  Em  outras  palavras: 

f (i)  Se  | f{x)  dx  for  convergente,  entao  X a»  e convergente. 

! n— ! 1 

t I 

| - “ i 

! (ii)  Se  j f(x)  dx  for  divergente,  entao  X an  e divergente. 

1 j 


NOTA  □ Quando  voce  usar  o Teste  da  Integral  lembre-se  de  que  nao  e necessario 
comeqar  a serie  ou  a integral  em  n = 1.  Por  exemplo,  testando  a serie 

X — 1 — — usamos  ! -7 —jdx 

£4  ( n - 3 )2  J4  (x  - 3)2 
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Tambem  nao  e necessario  que  / seja  sempre  decrescente.  O que  e importante  e que  /seja 
finalmente  decrescente,  isto  e,  decrescente  para  x maior  que  aigum  ndmero  N.  Entao 
S,7 e convergente,  e assim  an  e convergente  pela  Nota  4 da  Secao  11.2. 

* i 

EXEMPLO  1 □ Teste  a serie  X r para  convergencia  ou  divergencia. 

»»i  «'  + 1 

SOLUQAO  A funcao  f(x)  — l/(x2  + 1}  e contfnua,  positiva  e decrescente  em  [1,  «*)  e 
assim  usamos  o Teste  da  Integral: 


| 1 

j - dx  = lim  — r 7 dx  = lim  tg~‘x 

■'  1 X"  + 1 f-"**  Jj  X"  + 1 t— >os 


lim 


tg  7 


7T 

7 


t r 
4 


Entao,  j'“  l/(x~  T i)  dx  e uraa  integral  convergente  e,  dessa  fonna,  pelo  Teste  da  Integral, 
a serie  2 1/(n2  + 1)  e convergente.  £ 

EXEMPLO  2 □ Para  que  valores  de  p a serie  2 — 7 e convergente? 

«-i  np 

SOLUQAO  Se  p < 0,  entao  lim„^=e  (1  jnp)  — <».  Se  p = 0,  entao  lim*-*  (l/np)  — 1. 

Em  qualquer  caso,  lim„~>«  (l/np)  ¥=  0 e,  assim,  a sdrie  dada  diverge  pelo  Teste  para 
Divergencia  (1 1.2.7). 

Se  p > 0,  entao  a funqao  f(x ) — \jxp  e claramente  contfnua,  positiva  e decrescente 
em  [1,  °°).  Encontramos  no  Capftulo  7 do  Volume  I [veja  7.8.2]  que 


/■*> 


Ji 


_L 

xp 


dx  converge  se  p > 1 e diverge  s e p =£  1 


Segue  do  Teste  da  integral  que  a serie  2 l/np  converge  se  p > 1 e diverge  se  0 < p 1. 
(Para  p — 1,  esta  e a serie  harmonica  discutida  no  Exemplo  7 da  Se^ao  1 1.2.)  £1 

A serie  no  Exemplo  2,  chamada  p- serie,  e importante  para  o restante  deste  capftulo; 
desse  modo,  resumimos  os  resultados  do  Exemplo  2 para  referenda  futura  eomo  a seguir. 


EXEMPLO  3 □ 
(a)  A serie 


e convergente  porque  ela  e uma  serie  p com  p — 3 > 1. 
(b)  A serie 


y 


1 

n 1/3 


1 + 


1 1 1 

U2+l/3+174  + 


e divergente  porque  ela  e uma  p-serie  com  p = | < 1. 
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NOTA  o Nao  devemos  inferir  a partir  do  Teste  da  Integral  que  a soma  da  serie  e igual 
ao  valor  da  integral.  De  fato, 

j-X:  1 

enquanto  J — ax  — 1 


i,,  # | f(x)  dx 
In  n 

converge  ou  di  verge. 

n 

SOLUQAO  A fun9ao  f(x)  = (In  x)/x  e positiva  e contfnua  para  x > 1 porque  a funcao 
logaritmo  e contfnua.  Mas  nao  e obvio  s e/e  decrescente  ou  nao;  assim,  calculamos  sua 
derivada: 


n-\  n o 


Portanto,  em  geral. 


MPLO  4 l'j  Determine  se  a serie  X 


fix) 


(l/x)x  — In  x 1 — In  x 


Entao,  f'(x)  < 0 quando  In  x > 1,  isto  e,  x > e.  Segue  que/e  decrescente  quando  x > e 
e podemos  aplicar  o Teste  da  Integral: 


* In  x 

dx 

i x 


lim 


(In  x)2 


lim 


(In  t)2 


Como  essa  integral  impropria  e divergente,  a serie  e divergente  2 (In  n)/n  tambem  pelo 
Teste  da  Integral. 


Estimando  a Soma  de  uma  Serie 


Suponha  que  possamos  usar  o Teste  da  Integral  para  mostrar  que  uma  serie  2 a„  e con- 
vergente  e que  queremos  encontrar  uma  aproxima^ao  para  a soma  5 da  serie.  Claro,  qual- 
quer  soma  parcial  s„  e uma  aproxima^ao  para  s,  porque  limn_K  = s . Mas  quao  boa  6 tal 

aproxima9ao?  Para  descobrir,  precisamos  estimar  o tamanho  do  resto 


Rn  — s — s„  = a«+i  + an+2  + a«+3  + * ■ * 

O resto  R„  e o erro  feito  quando  s,„  a soma  dos  n primeiros  termos,  e utilizada  como  uma 
aproxima9ao  para  a soma  total. 

Usamos  a mesma  nota9ao  e ideias  como  no  Teste  da  Integral  assumindo  que/e  decres- 
cente em  [n,  <»).  Comparando  as  areas  dos  retangulos  com  a drea  sob  y = /(x)  para  x > n 
na  Figura  3,  vemos  que 

Rn  = a,,* i + an+2  + * ' ■ ^ ; fix)  dx 


De  maneira  semelhante,  vemos,  a partir  da  Figura  4,  que 

Rlt  **  aH+ 1 + a„+2  + ■ • • 2s  I fix)  dx 

Jn  + i 


fe. 


FIGURA  4 
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Assim  provamos  a seguinte  estimativa  para  o erro. 

j jTj  Estimativa  da  Haste  para  o Testa  da  Integral  Suponha  f(k)  — ak,  onde  / e uma 
fun^ao  contmua,  positiva,  decrescente  para  convergente. 

j S e Rn  ~ s — sn,  entao 


j / (x)  dx  R„  =£  j f{x)  dx 


EXEMPLO  5 □ 

(a)  Aproxime  a soma  da  serie  2 1/re3  usando  a soma  dos  dez  primeiros  termos.  Estime  o 
erro  envolvido  nessa  aproximagao. 

(b)  Quantos  termos  sao  necessarios  para  garantir  que  a soma  tenha  precisao  de  0.0005? 

SQLUQAO  Em  ambas  as  partes  (a)  e (b)  precisamos  conhecer  ('"/( x)  dx.  Com 
f(x)  — 1/x3,  temos 


i r 

i 

i 

J? 

ii 

r* 

” 2.r  _ 

1 

2 n2 


(a) 


=i  n 


AlO 


1 1 1 

— _ -p  ——  q_  — - 

l3  23  33 


103 


1,1975 


De  acordo  com  a estimativa  do  resto  era  (2),  temos 


r*  1 1 1 

10  85  J to  A-3  X “ 2(107  ~ 200 

Por  conseguinte,  o tamanho  do  erro  e no  maximo  0,005. 

(b)  A precisao  de  0,0005  significa  que  temos  de  encontrar  um  valor  de  n tal  que 
Rn  ^ 0,0005.  Como 


queremos  — - < 0,0005 

Resolvendo  essa  desigualdade,  obtemos 


re2  > = 1.000  ou  n > ?1000  31,6 

0,001 

Precisamos  de  32  termos  para  garantir  precisao  de  0,0005. 

Se  adicionarmos  sn  em  cada  lado  das  desigualdades  em  (2),  obteremos 


3| 


•sssiir  - %k:. 


- M; 
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porque  s«  + Rn  = 5.  As  desigualdades  em  (3)  dao  um  minorante  e um  majorante  para 
s.  Eles  fornecera  uma  aproximacao  mais  precisa  para  a soma  da  serie  do  que  a soma  par- 
cial  s„. 

EXEIVIPLO  6 □ Use  (3)  com  n = 10  para  estimar  a soma  da  serie  . 

n~ i ft 

S01UQA0  As  desigualdades  em  (3)  tomam-se 


x 10  + 


dx  ^ s s io 


Do  Exemplo  5,  sabemos  que 


A*-  1 


2 n2 


assim 


Xio  + 


_J 

2(11)’- 


SS  S ^ 5)0  + 


1 

2(10)- 


Usando  xto  **  1,197532,  obtemos 


1,201664  ^ s ^ 1,202532 

Se  aproximarmos  5 pelo  ponto  medio  desse  intervalo,  entao  o erro  6 no  maximo  metade 
do  comprimento  do  intervalo.  Dessa  forma, 

2)  — r — 1,2021  com  erro  < 0,0005 

it— t 1 


Se  compararmos  o Exemplo  6 com  o Exemplo  5,  veremos  que  a estimativa  melhorada 
em  (3)  pode  ser  muito  melhor  que  a estimativa  s ~ sn.  Para  fazer  um  erro  menor  que 
0,0005,  tivemos  de  usar  32  termos  no  Exemplo  5,  mas  apenas  dez  termos  no  Exemplo  6. 


Prova  do  Teste  da  Integral 


Ja  vimos  a ideia  basica  por  tras  da  prova  do  Teste  da  Integral  nas  Figuras  1 e 2 para  as 
series  2 1/n2  e 2 1 /-Jn.  Para  a serie  geral  2 a„,  olhe  para  as  Figuras  5 e 6.  A area  do 
primeiro  retangulo  sombreado  na  Figura  5 e o valor  de/ no  extremo  direito  de  [I,  2],  isto 
e,  /( 2)  = a2.  Assim,  comparando  as  areas  dos  retangulos  sombreados  com  a area  sob 
y = fix)  de  1 ate  n,  vemos  que 


00  a2  + as  + • • * + a»  ^ fix)  dx 

(Note  que  essa  desigualdade  depende  do  fato  de  que  f 6 decrescente.)  Do  mesmo  raodo,  a 
Figura  6 mostra  que 


j 5 1 


‘fix)  dx  =£ 


a i 


a2  + * ■ • + a„-\ 


FIGURA  6 
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(i)  Se  /( x)  dx  for  convergente,  entao  (4)  fomece 


2 ^ j'7W  ^ \ ' f(x)  dx 


ja  que  /(x)  2*  0.  Portanto 


— a s + 2 *£  a,  + | /(x)  dx  ~ M 

i—2 

Como  < M para  todo  n,  a sequencia  {.?„}  e limitada  superiormente.  Tambem 

Sni-i  $n 

visto  que  an  f i — f(n  + 1)  s*  0.  Entao,  {,s„}  e uma  sequencia  crescente  limitada,  e assim 
ela  e convergente  pelo  Teorema  da  Sequencia  Monotonica  (ILL  11).  Isso  significa  que 
X fl,.  e convergente. 

(ii)  Se  ["/(x)  dx  for  divergente,  entao  \“f(x)  dx-~><*>  quando  n porque 
f(x)  > 0.  Mas  (5)  da 

Cn  "C,1 

I fix)  dx  *S  2 di  *=  x„-i 

vl  (=i 

e,  dessa  forma,  5„_]  — » Isso  implica  que  sn  00  e assim  X an  diverge.  O 


Exercicios 


1.  Faga  um  desenho  para  mostrar  que 
1 r«  1 


2 "77  < ) 

n^2  ft  *’ 


i X 


dx 


O que  voce  pode  concluir  sobre  a serie? 

2.  Suponha  que/seja  uma  fun^ao  contmua,  positiva  e decrescente 
para  x > 1 e an  — f(n).  Desenhando  uma  figura,  coloque  em 
ordem  crescente  as  tres  quantidades 


f/w 


dx 


5 

2 ai 


6 

It  ft, 


3-8  a Use  o Teste  da  Integral  para  determinar  se  a serie  e 
convergente  ou  divergente. 


3-  2 


1 


n-l  ft 


5.  2 


1 


T,  3n  + 1 


H 2 

«-l 


«.  2 


n + 2 


4-  2 


1 


u V« 

2 

l 


10-  2 («  14  + 3n  u) 


9~24  □ Determine  se  a serie  e convergente  ou  divergente. 

9 V _JL_ 

^ *0.85 

rt—  l ” 

■It.  1 + — — h 1 h 

8 27  64  125 


1 


1 + 2^2  3V3 

4^4  + 5^5  + 

; 5-  2 yfn 

n-l  n 

14. 

2— L- 

a=3  n - 2 

1 

16. 

y 3n  + 2 

«2  + 4 

«(n  + 1) 

„=|  n2  + I 

18. 

v * 

flr,  n2  - 4n  + 5 

2 nd'"2 

a—  1 

20. 

In  n 
n-l  n2 

V 1 

22. 

n~2  n In  rc 

n4  + I 

“ 1 

2 — 

„=i  n}  + n 

24. 

v * 

„=3  n In  n in(ln  n) 

...  Mm.  &St.  - 
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25-28  t:  Encontre  os  valores  dc  p para  os  quais  a serie  e convergente. 

^ I I 

25'  ,"2  nOnfiK*  ’ »-3  « in  n [In(ln  /?)]■" 

y-  A In  n 

27.  X «(1  + «2)p  28> 

29.  A fungao  zeta  ( de  Riemann  e definida  por 

ax)  - i ~7 

«-l  n 

e e usada  em  teoria  de  numeros  para  estudar  a distribuigao  de 
numeros  primos.  Qual  t o domtnio  de  t,  ? 

30.  (a)  Encontre  a soma  parcial  Sio  da  serie  £*-}  \jnA.  Estime  o erro 

usando  s)0  como  uma  aproximacao  para  a soma  da  serie. 

(b)  Utilize  (3)  com  n — 10  para  dar  uma  estimativa  melhorada 
da  soma. 

(c)  Encontre  urn  valor  de  n tal  que  s„  represente  a soma  com 
precisao  de  0,00001 . 

31.  (a)  Use  a soma  dos  dez  primeiros  termos  para  estimar  a soma 

da  serie  2,%,|  l/n2.  Quao  boa  e essa  estimativa? 

(b)  Melhore  essa  estimativa  usando  (3)  com  n = 10. 

(c)  Encontre  um  valor  de  n que  garanta  que  o erro  na 
aproximacao  s *=  s„  seja  menor  que  0,001. 

32.  Calcule  a soma  da  serie  ZZt  l/n 5 com  precisao  de  tres  casas 
decimais. 

33.  Estime  ZZi  n "m  com  precisao  de  0,01 . 

34.  Quantos  termos  da  serie  ZUi  l/[«(ln  n)2]  voce  precisaria 
adicionar  para  encontrar  sua  soma  com  precisao  de  0,01? 

35.  Mostre  que,  se  queremos  aproximar  a soma  da  serie  X«”100‘ 
de  maneira  que  o erro  seja  menor  que  5 na  nona 

casa  decimal,  entao  precisamos  somar  mais  que  101 1301  termos! 


36.  (a)  Mostre  que  a serie  2„_i  (In  nY/tr  e convergente. 

(b)  Encontre  um  limite  superior  para  o erro  na  aproximacao 
s ~ s„. 

(c)  Qual  e o menor  valor  de  n tal  que  esse  limite  superior  seja 
menor  que  0,05? 

(d)  Encontre  s„  para  esse  valor  de  n. 

37.  (a)  Use  (4)  para  mostrar  que,  se  s„  e a n-esima  soma  parcial  da 

serie  harmonica,  entao 

sn  ^ 1 + In  n 

(b)  A serie  harmonica  diverge,  mas  muito  lentamente.  Use  a 
parte  (a)  para  mostrar  que  a soma  do  primeiro  milhao  de 
termos  e menor  que  15  e que  a soma  do  primeiro  biihao 
de  termos  e menor  que  22. 

38.  Use  as  seguintes  etapas  para  mostrar  que  a seqiiencia 

1 1 i 

4 — 1 4 — — H — 4-  • • * 4 In  n 

2 3 n 

tern  um  limite.  (O  valor  do  limite  e denotado  por  y e e 
chamado  constante  de  Euler.) 

(a)  Desenhe  uma  figura  coma  a Figura  6 com  f(x)  — l/.v  e 
interprete  4 como  uma  area  [ou  use  (5)]  para  mostrar  que 
4 > 0 para  todo  n. 

(b)  Interprete 

4 — 4+i  = [ln(n  4-  1)  — In  n\ 

n + 1 

como  uma  diferenga  de  areas  para  mostrar  que 
4 “ 4+i  > 0.  Portanto  {4}  e uma  seqiiencia  decrescente. 

(c)  Use  o Teorema  da  Seqiiencia  Monotonica  para  mostrar  que 
{4}  6 convergente. 

39.  Encontre  todos  os  valores  positivos  de  b para  os  quais  a serie 
27=i  b ln converge. 


Os  Testes  de  Compara^ao 


Nos  testes  de  comparagao,  a ideia  e comparar  uma  serie  dada  com  uma  que  e sabidamente 
convergente  ou  divergente.  Por  exemplo,  a serie 


1 ! 


i 


__i 

2"  + 1 


nos  lembra  a s£rie  1/2",  que  e uma  serie  geometrica  com  a — |er  = fee,  portanto, 
convergente.  Como  a serie  (1)  e muito  similar  a uma  serie  convergente,  temos  a impressao 
de  que  esta  tambem  deve  ser  convergente.  Realmente,  ela  e.  A desigualdade 

_J J_ 

2"  + 1 < 2" 

mostra  que  nossa  serie  dada  (1)  tem  termos  menores  que  aqueles  da  serie  geometrica  e, 
dessa  forma,  todas  as  suas  somas  parciais  sao  tambem  menores  que  1 (a  soma  da  serie 
geometrica).  Isso  significa  que  suas  somas  parciais  formam  uma  seqiiencia  crescente  li- 
mitada,  que  e convergente.  Tambem  segue  que  a soma  da  serie  e menor  que  a soma  da  serie 
geometrica: 
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Argumenta?ao  semelhante  pode  ser  usada  para  provar  o seguinte  teste,  que  se  aplica 
apenas  a series  cujos  termos  sao  positivos.  A primeira  parte  diz  que,  se  ti vermes  uma  serie 
cujos  termos  sao  menores  que  aqueles  de  uma  serie  que  sabemos  ser  convergente , entao 
nossa  serie  tambem  sera  convergente.  A segunda  parte  diz  que,  se  come^armos  com  uma 
serie  cujos  termos  sao  maiores  que  aqueles  de  uma  serie  que  sabemos  ser  divergently  ela 
tambem  sera  divergente. 


□ E importante  ter  em  mente  a 
diferenqa  entre  uma  sequencia  e uma 
serie.  Uma  sequencia  e uma  lista  de 
numeros,  enquanto  uma  serie  e uma 
soma.  A cada  serie  2 a„  existem 
associadas  duas  sequences: 
uma  sequencia  {«„}  de  termos  e uma 
sequencia  {$,,}  de  somas  parciais. 


m Serie-padrao  para  usar 
com  o Teste  de  Comparacao 


| 0 Teste  de  Comparagao  Suponha  que  2 a„  e 2 bn  sejam  series  com  termos  positivos.  j 

1 (i)  Se  2 bn  for  convergente  e a„  ^ b,„  para  todo  «,  entao  2 an  tambem  sera  convergente.  j 

| (ii)  Se  2 bn  for  divergente  e an  > bn  para  todo  n,  entao  2 an  tambem  sera  divergente.  j 

Prova 

(i)  Seja 

fi  ti  =» 

S„  = X a>  bi  ~ X b,  t = X b,t 

(*'!  /=» ! fi=i 

Como  ambas  as  series  tem  termos  positivos,  as  seqiiencias  {s',,}  e {f,,}  sao  crescentes 
tr„+!  = sn  + an+ 1 ^ ■?„).  Tambem  t„  — > t,  assim  t„  t para  todo  n.  Como  a,  =£  b „ 
temos  s„  ^ t„.  Entao,  s„  t para  todo  n.  Isso  significa  que  {s„}  e crescente  e limitada 
superiormente  e,  portanto,  converge  pelo  Teorema  da  Sequencia  Monotonica.  Por 
conseguinte,  2 an  converge. 

(ii)  Se  2 b„  for  divergente,  entao  t„  00  (porque  {t,,}  e crescente).  Mas  at  ^ bh  assim 

sn  5*  t» . Logo,  stl  °°.  Portanto,  2 a„  diverge.  O 

Ao  usar  o Teste  de  Comparacao,  devemos,  claro,  ter  algumas  series  conhecidas  2 b„  para 
o proposito  de  comparacao.  Na  maior  parte  do  tempo  usamos  uma  p-serie  [2  l/n!>  con- 
verge se  p > 1 e diverge  se  p =£  1;  veja  (11.3.1)]  ou  uma  serie  geometrica  [2  ar"'1 
converge  se  | r j < 1 e diverge  se  j r|  5s  1;  veja  (11.2.4)]. 


EXEiWfPtO  1 □ Determine  se  a serie  ; converge  ou  diverge. 

",  2n~  + 4n  + 3 

SOLUQAO  Para  um  n grande,  o termo  dominante  no  denominador  e 2n2;  assim, 
comparamos  a serie  dada  com  a serie  2 5/(2n2).  Observe  que 

5 

2 n2  + 4n  + 3 2 n2 


pois  o lado  esquerdo  tem  um  denominador  maior.  (Na  notacao  do  Teste  de  Comparacao, 
a„  e o lado  esquerdo  e b„  6 o lado  direito.)  Sabemos  que 


y JL 
h In1 


5_  y 

2 hx  n- 


e convergente  porque  e uma  constante  vezes  uma  p-serie  com  p = 2 

f 5 

2 n2  + 4n  + 3 


i . Portanto 


e convergente  pela  parte  (i)  do  Teste  de  Comparacao. 
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NOTA  1 o Erabora  a condicao  a„  ^ b„  ou  a»  ^ bn  no  Teste  de  Comparagao  seja  dada 
para  todo  n,  precisamos  verificar  apenas  que  ela  vale  para  n 2*  N,  onde  N e algum  inteiro 
fixado,  porque  a convergencia  de  uma  serie  nao  e afetada  por  uni  numero  finite  de  tennos. 
Isso  e ilustrado  no  proximo  exemplo. 

^ , In  n A A . 

EXEMPLO  2 □ Teste  a serie  z ~~  Para  convergencia  ou  divergencia. 

«-t  n 

SOLUQAQ  Essa  serie  foi  testada  (usando  o Teste  da  Integral)  no  Exemplo  4 da  Segao 
11.3,  mas  tambem  e possivel  testa-la  comparando-a  com  a serie  harmonica.  Observe  que 
In  n > 1 para  «^3e  assim 


In  n 1 

> — n > 3 

n n 

Sabemos  que  S 1/n  e divergente  (p- serie  com  p =■  1).  Entao,  a serie  dada  e divergente 
pelo  Teste  de  Comparagao.  D 

NOTA  2 □ Os  termos  da  serie  sendo  testada  devem  ser  menores  que  aqueles  de  uma  serie 
convergente  ou  maiores  que  aqueles  de  uma  serie  divergente.  Se  os  termos  forem  maiores 
que  os  de  uma  serie  convergente  ou  menores  que  os  de  uma  serie  divergente,  entao  o Teste 
de  Comparacao  nao  se  aplica.  Considere,  por  exemplo,  a serie 

1 


A desigualdade 

1 1 

> — 

2”  — 1 2” 

€ indtil  para  ser  usada  com  o Teste  de  Comparagao,  porque  2 bn  — 2 (f )”  e convergente  e 
an  > bn.  Mesmo  assim  temos  a impressao  de  que  2 1/(2"  — 1)  deve  ser  convergente,  pois 
ela  e muito  parecida  com  a serie  geometrica  convergente  2 (|)n.  Em  tais  casos  o seguinte 
teste  pode  ser  usado. 


O Os  Exercicios  40  e 41  lidam  com  os 
casos  c = 0 e c = =°. 


Taste  de  Comparagao  do  Limite  Suponha  que  2 a„  e 2 bn  sejam  series  com  termos 
positivos.  Se 


lim  — ~ c 
«-><*  b„ 


onde  c € um  numero  e c > 0,  entao  ambas  as  series  convergera  ou  ambas  as  series 
divergem. 


Prova  Sejam  m e M numeros  positivos  tais  que  m < c < M.  Uma  vez  que  anj bn  esta 
proximo  de  c para  um  n grande,  existe  um  inteiro  N tai  que 

m < — < M quando  n>  N 
bn 


e assim 


mbn  < o„  < Mbn  quando  n > N 
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Se  2 bn  convergir,  entao  2 Mbn  tambem  converge.  Dessa  forma,  2 a„  converge  pela  par- 
te (i)  do  Teste  de  Comparacao.  Se  2 bn  divergir,  entao  2 mb,,  tambem  diverge,  e a parte 
(ii)  do  Teste  de  Comparacao  mostra  que  2 an  diverge. 

EXEMPLO  3 g Teste  a serie  2 ~ r para  converggncia  ou  divergencia. 

n~t  2'  ~ l 

SOLUQAO  Usamos  o Teste  de  Comparacao  do  Limite  com 

1 h _ J_ 

2"  j n 

e obtemos 

,.  0.  1/(2"  - 1)  v 2"  1 

SS  K = 1 5 — 1^—  - S5  ^rr  “ 1“  T^w  ■ 1 " 0 

Como  esse  limite  existe  e 2 1/2"  e uma  serie  geometrica  convergente,  a serie  dada 
converge  pelo  Teste  de  Comparacao  do  Limite. 

. 2 ft  ~ + 3 fT 

EXEIVIPIS  4 □ Determine  se  a sene  2j  — j====-  converge  ou  diverge- 
nt V5  + 

SOLUQAO  A parte  dominante  do  numerador  e 2nl  e a parte  dominante  do  denominador  e 
v/n^  = n5/2.  Isso  sugere  tomar 

2n2  + 3 n f __  2n2  2 

“ ijr+7^  bn  _ = ^ 

a„  2n2  + 3«  «1/2  2nV2  + 3n3/>2 

liin  ~ — = lim 7=-::=--v = lim  — — 7~====f~ 

«-*“>  bn  VP  + 2 * 2\/5  + «5 

2 + — 

n 2 + 0 

— lim  p-=  = •-—====  — 1 

i 2y0  + 1 

2V^+1 

Como  2 bn  — 2 2 1/n 12  e divergente  (p- serie  com  p = | < 1),  a serie  dada  diverge  pelo 
Teste  de  Comparacao  do  Limite.  G 

Note  que  testando  muitas  series  encontramos  uma  serie  de  comparacao  apropriada  2 bn 
mantendo  apenas  as  potencias  mais  altas  no  numerador  e denominador. 

tJ  Estimando  Sonias 

Se  tivessemos  usado  o Teste  de  Comparacao  para  mostrar  que  uma  serie  2 a„  converge 
pela  comparacao  com  uma  serie  2 bn,  poderiamos  ser  capazes  de  estimar  a soma  2 an  pela 
comparacao  dos  restos.  Como  na  Secao  11.3,  consideramos  o resto 

Para  a serie  de  comparacao  2 b„  consideramos  o resto  correspondente 


ln  t In  bn  + } + bn-$-  2 + 


,>,f 

l 
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Como  a„  b,,  para  todo  n,  temos  Rtl  ^ T„.  Se  2 b„  for  uma  p- serie,  podemos  estimar  seu 
resto  T„  como  na  Seqao  1 1.3.  Se  2 b„  for  uma  serie  geometrica,  entao  Tn  e a soma  de  uma 
serie  geometrica  e podemos  soma-la  exatamente  (veja  os  Exercicios  35  e 36).  Em  qualquer 
caso,  sabemos  que  R„  e menor  que  Tn. 

EXEMPLO  5 □ Use  a soma  dos  100  primeiros  ternios  para  aproximar  a soma  da  serie 
2 I/O n1  +1).  Estime  o erro  envoi vido  nessa  aproxima^ao. 

S0LUQA0  Como 


n-'  + J 


< 


a serie  dada  e convergente  pelo  Teste  de  Comparayao.  O resto  Tn  para  a serie  de 
compara^ao  2 \/n ! foi  estimado  no  Exemplo  5 da  Se^ao  1 1.3  usando  a Estimativa  do 
Resto  para  o Teste  da  integral.  La  encontramos  que 


1 


'• dx  - i 


Portanto,  o resto  R„  para  a serie  dada  satisfaz 

Rn  Tn 

Com  n = 100,  temos 


1 

2n‘ 


Rim 


1 


0,00005 


2(100/ 

Usando  uma  calculadora  programavel  ou  um  computador,  encontramos  que 

- j 100  i 

VI  VS  1 


100 
vt 

„%  n3  + 1 ~ n3  + 1 
com  erro  menor  que  0,00005. 


0,6864538 


Exercicios 


M Suponha  que  2 a„  e 2 b„  sejam  series  com  termos  positivos  e 
£ bn  seja  sabidamente  convergente. 

(a)  Se  an  > b„  para  todo  n,  o que  voce  pode  dizer  sobre  £ a,,’} 
Por  que? 

(b)  Se  a„  < b,,  para  todo  n,  o que  voce  pode  dizer  sobre  £ a„? 
Por  que? 

2.  Suponha  que  £ an  e £ bn  sejam  series  com  termos  positivos  e 
£ b»  seja  sabidamente  divergente. 

(a)  Se  an  > b„  para  todo  n,  o que  voce  pode  dizer  sobre  £ <3„? 
Por  que? 

(b)  Se  a„  < b„  para  todo  n,  o que  voce  pode  dizer  sobre  £ an  ? 
Por  que? 


3-32  □ Determine  se  a serie  converge  ou  diverge. 

3-  i-T-i r 4-  i^T 

n~  + n + 1 ,T|  n3  + 4 

5.  2^—  6.  f l~r 

t\  2 + 3"  „%  n ~ x/n 

i.  sai1/1 

/i—  I ft  «— 1 L 

/ cos2n  9SS^  / n2  ~~  l 

9-  2 1—7-  m L TTTT 

n- 1 n T 1 n--i  3 fl  T 1 

ft*  “1“  1 v-'  1 sen  yi 

IT  2-1 7 12-  1 

n—2  « ” 1 n--0 


• ;Sfc» 


11. 


10' 
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H.  i5-1  11  i^-r 

nas,  n4  „,«?  n — 1 

v 2 + { - 1)"  „ v 1 

15-  ^ ~ 15.  2”== 

,;=t  nvn  «=i  v«3  + 1 

as 

vft"  + 1 in  + 3 

19.  a.  2fr4r 

1 + 3 H-i  1 + 3 

21.  2- ^ 22.  I ” 

„=i  1 + y « o—3  (ft  + 1)’ 

« 5 + 2n  v ft2  — 5n 

23.  ^ ~r— 7~r  24.  2 —— __ 

w«j  (14-  n)~  n~\  w + n + I 

V 1 + ft  + n2  y n + 5 

nm(  s/'l  + n}  + ft^  n>i  \/ft 7 + ft2 

“ / lY  nft  v 2ft2  + In 

27-M1  + «r  28y?,ivTl^T7 

29.  i-V  30. 

„-|  ft!  n-l  « 

MB  X sen(i)  32.  £ 

„=!  \ft/  n-t  n 

33-36  □ Use  a soma  dos  dez  primeiros  termos  para  aproximar  a 
soma  da  s£rie.  Estime  o erro. 

33.  34. 

„-j  ft  + ft'  „-l  «' 

35.  2 7-^7  36.  2777777 

"1  1 + 2"  *=i  (ft  + 1)3 

m O significado  da  representa?ao  decimal  de  um  ndmero 
0,rf  j cU  cU  . ■ ■ (onde  o dfgito  d,  e um  dos  numeros 
0,  1,  2, ....  9)  e que 

d\  di  di  d* 

O.dpjd^  ..•=7o+H7+ToT+ToT'r''. 
Mostre  que  essa  serie  sempre  converge. 


38.  Para  quais  valores  dtp  a serie  £*-.2  i/(ft"  In  ft)  converge? 

39.  Prove  que,  se  > 0 e £ a„  convergir  entao  £ al  tambem 
converge. 


40.  (a)  Suponha  que  £ a„  e £ b„  sejam  series  com  termos  positives 
e 1 bh  seja  convergente.  Prove  que  se 


0 


entao  £ a„  tambem  e convergente. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  mostrar  que  as  series  convergent. 


fo  2 


In  « 


rr 


(ii) 


•30 


In  h 

•in  en 


4t;.  (a)  Suponha  que  £ a„  e £ bn  sejam  series  com  termos  positives 
e £ bn  seja  divergence.  Prove  que  se 

..  an 
tun  — = <« 

— =°  bn 


entao  £ an  tambem  e divergente. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  mostrar  que  as  series  divergem. 


(i>  i 


1 

In  n 


(ii) 


42.  De  um  exemplo  de  um  par  de  series  £ an  e 2 b„ 

com  termos  positivos  onde  lim  ( an/b» ) = 0 e £ b„ 

diverge,  mas  £ an  converge.  (Compare  com 
o Exercfcio  40.) 

43.  Mostre  que,  se  a„  > 0 e lim,,-*.*  na„  ¥=  0,  entao  2 an  e diver- 
gente. 

44.  Mostre  que,  se  a,-,  > 0 e £ an  for  convergente,  entao 
£ ln(I  + a„)  e convergente. 

45.  Se  £ a»  for  uma  serie  convergente  com  termos  positivos,  e 
verdade  que  2sen(n„)  tambem  e convergente? 

46.  Se  2 a„  e £ bn  foreni  ambas  series  convergentes 
com  tennos  positivos,  6 verdade  que  £ a„b„  tambem 
e convergente? 


Series  Alternadas 

Os  testes  de  convergencia  que  temos  olhado  se  aplicam  apenas  a series  com  tennos  posi- 
tivos. Nesta  se$ao  e na  proxima  aprenderemos  como  lidar  com  series  cujos  tennos  nao  sao 
necessariamente  positivos.  De  particular  importancia  sao  as  series  alternadas  cujos  termos 
se  alternant  no  sinal. 

Uma  serie  altemada  e aquela  cujos  termos  sao  altemadamente  positivos  e negatives. 
Aqui  estao  dois  exemplos: 


1 

1 

2 


y i-irl 

n— i ft 


2 (-«” 


n 


n + 1 
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Vemos  desses  exemplos  que  o n-esimo  termo  de  uma  serie  alteniada  e da  forma 

a„  = ou  a«  - 

onde  b„  e um  numero  positivo.  (De  fato,  bn  — | an  |.) 

0 teste  a seguir  diz  que,  se  os  temios  de  uma  serie  alternada  decrescent  em  direcao  a 0 
em  valor  absoluto,  entao  a serie  converge. 


Antes  de  provar,  vamos  olhar  a Figura  1,  que  esboqa  a ideia  por  Iras  da  prova.  Primeiro 
plotamos  s\  ~ b\  sobre  uma  reta  numerica.  Para  encontrar  s2  subtraimos  b2,  assim  s2  esta 
a esquerda  de  S\.  Entao,  para  encontrar  J3,  adicionamos  b$  e assim  $$  est£  a direita  de  s2. 
Mas,  como  b3  < b2,  s2  esta  a esquerda  de  Si.  Continuando  dessa  maneira,  vemos  que  as 
somas  parciais  oscilam  de  um  lado  para  outro.  Como  bn  0,  as  etapas  subseqiientes  vao 
se  tomando  cada  vez  menores.  As  somas  parciais  pares  s2,  . . . sao  crescentes,  e as 

somas  parciais  impares  si , s2,  s$, . . . sao  decrescentes.  Entao,  parece  plausfvel  que  ambas 
estejam  convergindo  para  algum  numero  s,  que  e a soma  da  serie.  Portanto  11a  prova  a 
seguir  consi-deramos  as  somas  parciais  pares  e impares  separadamente. 


Prova  do  Tests  da  Serie  Alternada  Primeiro  consideramos  as  somas  parciais  pares: 
s2  = b\  ~ b2  ^ 0 ja  que  b2  «£  b\ 

$4  = Sz  + (b;i  ~ b4)  ^ s2  ja  que  b4  />? 

Em  geral  s2«  = j2«-2  + (&2«-i  - b2«)  ^ s2n~-z  ja  que  b2n  ^ b2n-\ 

Entao  0 ^ s2  ^ s4  56  *£  * * 4 ^ s2n  ♦ • • 

Mas  podemos  escrever  tambem 

ton  = bi  - (b2  - b3)  - 0.1  - bs)  ~ • * * - {b2n- 2 - bzn-i)  - bin 


^JSsn^Jk 
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Cada  termo  entre  parenteses  e positivo,  assim  s2k  ^ b } para  todo  n.  Dessa  forma,  a 
seqtiencia  {s2n } de  somas  pareiais  pares  e crescente  e limitada  superiormente.  E,  portanto, 
convergence  pelo  Teorema  da  Seqtiencia  Monotonica.  Vamos  chamar  esse  limite  s,  isto  e, 

lim  sin  ~ s 

n — 

Agora  caicuiamos  o limite  das  somas  pareiais  mipares: 
lim  s2„+\  ~ lim  (s2n  + bm+ 1) 

— lim  sin  + lim  bi„+i 

= S 4-0  [pel  a condicao  ( i 1 ) ] 

= 5 

Como  ambas  as  somas  pareiais  pares  e fmpares  convergem  para  v,  temos  lim„._,«  sn  — s 
(veja  o Exercicio  72  na  Segao  1 1.1)  e,  assim,  a serie  e convergente. 


□ A Figura  2 ilustra  o Exemplo  1 
mostrando  os  graficos  dos  termos 
a„  = (~l)""'/«  e as  somas  pareiais  sn 
Note  como  os  vaiores  de  sn 
ziguezagueiam  ao  redor  do  valor  limite, 
que  parece  ser  cerca  de  0,7.  De  fato,  a 
soma  exata  da  serie  e In  2 0,693 

(veja  o Exercicio  36). 


FIGURA  2 


EXEMPLO  1 o A serie  harmonica  altemada 

1 J_  _ J_ 

2 + 3 4 + 


(-1 


«-i  n 


satisfaz 

(i)  b„+i  < bn  porque 
1 

(it)  lim  bn  — lim  — = 0 

n-~,ac  ft 

logo,  a serie  e convergente  pelo  Teste  da  Serie  Altemada. 


1 1 

< 


n + 1 n 


“ (—  l)n3tt 

EXEMPLO  2 a A serie  X e altemada,  mas 

An  - 1 


lim  bn  — lim 


3 n 


An  - 1 


assim  a condicao  (ii)  nao  e satisfeita.  Ao  contrario,  olhamos  para  o limite  do  n-esimo 
termo  da  serie: 

(— l)"3n 

urn  an  = lim  — 

An  ~~  1 


O limite  nao  existe,  desse  modo,  a serie  diverge  pelo  Teste  para  Divergencia. 


. ...  v Yl. 

EXEMPLO  3 o Teste  a serie  V.  (—  — — para  convergencia  ou  divergencia. 

n=l  ft  T 1 

S01U§AG  A serie  dada  e altemada;  assim,  tentamos  verificar  as  condi$5es  (i)  e (ii)  do 
Teste  da  Serie  Altemada. 

Ao  contrario  da  situagao  no  Exemplo  1,  nao  e obvio  que  a seqtiencia  dada  por 
bn  = n2/(n3  + 1)  seja  decrescente.  Contudo,  se  considerarmos  a funcao  associada 
fix)  — xl/{xi  -FI),  descobiiremos  que 
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x(2  — x 1 ) 

"(r7+  iF 


D Em  vez  de  verificarmos  a condigao  (i) 
do  Teste  da  Serie  Alternada  calculando 
uma  derivada,  podenamos  verificar 
bH+\  < b„  diretamente  usando  a tecnica 
da  Solugao  1 do  Exemplo  1 1 da  Segiao 
11.1. 


Como  estamos  apenas  considerando  x positivo,  vemos  que  fix)  < 0 se  2 ~ a- 3 < 0,  isto 
e,  x > ■v/2.  Entao ,/e  decrescente  no  intervalo  (v2, co).  Isso  significa  que 
/(«  + 1)  < f(n)  e portanto  bn+l  < bn  quando  n S*  2.  (A  desigualdade  bi  < b\  pode 
ser  verificada  diretamente,  mas  o que  realmente  importa  e que  a sequencia  {b„}  e 
finalmente  decrescente.) 

A condigao  (ii)  e prontamente  verificada: 


L 

n2  n 

iim  bn  — hm = tim ==  0 

n ”'*00  «-*■*  n + 1 n-»»  1 

1 H"  ~ 
n ' 


Entao,  a serie  dada  e convergente  pelo  Teste  da  Serie  Alternada. 


Estimando  So  mas 

Uma  soma  parcial  sn  de  qualquer  serie  convergente  pode  ser  usada  como  uma  aproximagao 
para  a soma  total  s , porem  isso  nao  e de  muita  utilidade,  a menos  que  possamos  estimar  a pre- 
cisao  da  aproximagao.  O erro  envolvido  usando  s s„  e o resto  Rn  — s — sn.  O proximo  teo- 
rema  diz  que,  para  series  que  satisfazem  as  condigoes  do  Teste  da  Serie  Alternada,  o tamanho 
do  erro  e menor  que  bn+ 1,  que  e o valor  absoluto  do  primeiro  termo  negligenciado. 


□ Voce  pode  ver  geometricamente  por 
que  o Teorema  da  Estimativa  de  Series 
Alternadas  e verdadeiro  olhando  a 
Figura  1.  Note  que  s — s*  < b$, 
j s - 5s  I < bf,  e assim  por  diante.  Note 
tambem  que  s esta  entre  duas  somas 
parciais  consecutivas  quaisquer. 


Teorema  da  Estimativa  de  Series  Alternadas  Se  s — 2 (—  l)n  lbn  for  a soma  de  uma 
serie  alternada  que  satisfaz 

(i)  0 =£  b„+i  ^ bn  e (ii)  lim  b„  = 0 

tl 

entao  | Rn  | = 1 5 - s„  | bn  i \ 


Prova  Sabemos  pela  prova  do  Teste  da  Serie  Alternada  que  s esta  entre  duas  somas 
parciais  consecutivas  quaisquer  sn  e sn+i.  Segue  que 

\s  ~ j„|  *£  | “ sn  \ = bn+i 


” (-1)* 

EXEMPLO  4 o Encontre  a soma  da  serie  2/ T~  com  precisao  de  Ires  casas  decimals. 


(Pela  definigao,  0!  = 1.) 


n-o  n- 


S0LUQA0  Primeiro  observamos  que  a serie  e convergente  pelo  Teste  da  Serie  Alternada, 
porque 


(i) 


1 


< 


1 


(n  + 1)!  nl(n  + 1)  n! 


..  1 1 

(11)  0 < — < » 0 entao 

nl  n 


1 

~ — > 0 quando  n — > 00 
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Para  termos  uma  ideia  de  quantos  termos  precisamos  usar  em  nossa  aproximacao,  vamos 
escrever  os  primeiros  termos  da  serie 


Note  que 
e 


_1 1_  J_ 

0!  1!  + 2! 

— 1 ~ 1 + \ 

by  = 

S6  — 1 — 1 + ^ 


1 

6 

1 

5XJ4G 

I 


3!  4! 

i 


5!  + 6! 

+ 


7! 


720  5.040 

0,0002 


i 

120 


1 

720 


0,368056 


Pelo  Teorema  da  Estimativa  da  Serie  Alternada,  sabemos  que 

\s  - j6|  < by  < 0,0002 

o Na  Sepao  11.10  provaremos 

que  £■'  = x„™ox  jn\  paXa  todo  x assim,  Esse  erro  menor  que  0,0002  nao  afeta  a terceira  casa  decimal.  Assim  temos 
o que  obtivemos  no  Exemplo  4 e ^ 

reaimente  uma  aproximapao  para  ^ 

o numero  e s ~~  O,3oo 


com  precisao  de  tres  casas  decimals. 


NOTA  n A regra  de  que  o erro  (ao  usar  s„  para  aproximar  s)  e menor  que  o primeiro 
termo  negligenciado  e,  em  geral,  valida  apenas  para  series  altemadas  que  satisfazem  as 
condi^oes  do  Teorema  da  Estimativa  da  Serie  Alternada.  A regra  nao  se  apiica  a outros 
tipos  de  series. 


Exercicios 


(b)  Sob  que  condipoes  uma  serie  alternada  converge? 

(c)  Se  essas  condipoes  forem  satisfeitas,  o que  voce  pode  dizer 

15‘  2 3;4 
„=■!  7T' 

= / \ 

16. 

,i-i  n 

sobre  o resto  depois  de  n tennos? 

2-28  u Teste  a serie  para  convergence  ou  divergence. 

#11  2)  (-l)Bsenf~j 

18. 

£ (-ir- 

»-i 
» / 

L.  — 3+4  S'  6 7 ^ 

19.  i(-l)"4 
n-l  n\ 

20. 

± +.  2L 
tn  * i 1 


sen  (mr/2) 


4. 


1 

In  2 


1 

In  3 


1 

In  4 


5.  £ 


(-i  r1 

V'R 


("I) 

(-D 


„ 3n  - 1 
2n  + 1 


An1  T 1 


2 <-ir 


n3  + 4 


m £ (~iy 


n 

in  n 


1 1 


Hb  - 

In  6 

■ — 

* ' 

• 

6. 

£ 

t 

-Dn 

n= 1 

3 n ~ 

7 

8. 

£ 
n—  1 

(- 

i r 

In 

An1  + 1 

10. 

£ 

n-l 

(- 

-ip 

in 

1 + 2 . n 

CO 

Jin 

12. 

2 

(- 

-ir 

_ . c 

n 

14. 

£ 

(- 

ir 

, In  n 

||  21-22  o Calcule  as  dez  primeiras  somas  parciais  da  serie  e piote  a 
sequence  de  termos  e a seqiiencia  das  somas  parciais  na  mesnia  tela. 
Estime  o erro  ao  usar  a decima  soma  parctal  para  aproximar  a soma 
total. 


21. 


£ 


(-1  r1 


22.  2 

n=l 


(-ir‘ 

n3 


23-26  □ Quantos  termos  da  serie  precisamos  adicionar  para  encon- 
trar  a soma  parcial  com  a precisao  indicada? 

m I Alp  (lerroi  < 0,01) 

n~ 1 n 

* {-lY*'- 

24.  E - ? (|erro|  < 0,001) 

1 n 
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25.  X ~ — ~ (|erro|  < 0,0 1 ) 
n»l  n\ 

26.  S (jerro|  < 0,002) 

»-i  4" 

27-30  O Aproxime  a soma  da  serie  com  a precisao  de  quatro  casas 
decimais. 


34. 


i (-0-  ^ 


35.  Mostre  que  a serie  2 (—  1)"  'bn,  onde  b„  ~ \/n  se  n for  impar  e 
b„  = \jn 2 se  n for  par,  e divergente.  Por  que  o Teste  da  Serie 
Altemada  nao  se  aplica? 

36.  Use  as  seguintes  etapas  para  mostrar  que 


27.  2 
29,  S 


»~i  n5 


10" 


28. 


v (-1  )"n 


30. 


y (-D" 
3 an\ 


31.  A qiiinquagesima  soma  parcial  sso  da  serie  altemada 

2“«i t (“1  )"~'A?  e uma  estimativa  por  cima  ou  uma  estimativa 
por  baixo  da  soma  total?  Explique. 

32-34  G Para  quais  valores  de  p cada  serie  e convergente? 


32.  V 


(“i  r 


33. 


«■•••■■  i n + p 


2 


(-i  r! 

n 


In  2 


Sejam  h„  e sn  as  somas  parciais  das  series  harmonica  e 
altemada  harmonica. 

(a)  Mostre  que  s2l!  — hln  — hn. 

(b)  Do  Exerctcio  38,  da  Se$ao  1 1 .3,  temos 


h„  ~ In  n y quando  n — > <*> 


e portanto 

h2tl  — ln(2«)  — * y quando  n — » w 

Use  esses  fatos  junto  com  a parte  (a)  para  mostrar  que 
s2„  — » In  2 quando  n oo. 


Convergencia  Absoluta  e os  Testes  da  Razao  e da  Raiz 


Dada  qualquer  serie  2 nn,  podemos  considerar  a serie  correspondence 
2 | a, | = \ at  { + \ a2\  + |a3|  + * • * 

n— I 

cujos  termos  sao  os  valores  absolutos  dos  termos  da  serie  original. 


o Temos  testes  de  convergencia 
para  series  com  termos  positivos 
e para  series  alternadas.  Mas  o que 
acontece  se  os  sinais  dos  termos 
ficam  trocando  irregularmente? 
Veremos  no  Exempio  3 que  a ideia  de 
convergencia  absoiuta  aigumas  ve2es 
ajuda  em  tais  casos. 


j 1 1 Definigao  Uma  serie  2 an  e chamada  absolutamente  convergente  se  a serie 
de  valores  absolutos  2 | an  j for  convergente. 


Note  que,  se  2 a„  for  uma  serie  com  termos  positivos,  entao  \an  \ = an  e assim  a con- 
vergencia absoluta  e a mesma  coisa  que  a convergencia  nesse  caso. 

EXEMPLO  1 o a s^rie 


v (-lr1 

JLi  2 


j_  j i_ 

22  32  42 


e absolutamente  convergente  porque 


2 


jc-ir1 


e uma  p- serie  convergente  (p  ~ 2). 
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0 2 □ Sabemos  que  a serie  harmonica  altemada 

v (-!)«••>  « 1 


1 


e convergence  (veja  o Exemplo  1 da  Sefao  1 1.5),  mas  nao  e absolutamente  convergence, 
porque  a serie  de  valores  absolutos  correspondence  e 


Mr1 

n 


J_  1 

+ 3 + *4  + ’ " 


que  e a serie  harmonica  (p- serie  com  p = 1)  e e portanto  divergence. 


| [2 1 Dgfinigae  Uma  serie  2 an  e chamada  condicionalmente  convergente  se  ela 

] for  convergente,  mas  nao  for  absolutamente  convergente. 


O Exemplo  2 mostra  que  a serie  harmonica  altemada  e condicionalmente  convergente. 
Entao,  e possivel  para  uma  serie  ser  convergente,  porem  nao  absolutamente  convergen- 
te. Contudo,  o proximo  teorema  mostra  que  a convergencia  absoluta  implica  convergencia. 


! 3]  Teorema  Se  uma  serie  2 an  for  absolutamente  convergente,  entao  ela  e convergente. 


Prm/a  Observe  que  a desigualdade 


0 an  + j an  | 2|  an  j 

e verdadeira  porque  | a,,  | e an  ou  ~~an.  Se  2 a„  for  absolutamente  convergente,  entao 
2 | an  | e convergente,  assim  2 2|  a„  | e convergente.  Portanto,  pelo  Teste  da  Comparaqao, 
2 (a„  + | an  |)  e convergente.  Dessa  forma, 

2 2 (rt*?  T j dn  | ) 2 J (In  [ 


G A Figura  1 mostra  os  graficos  dos 
termos  an  e das  somas  parciais  ,sn  da 
serie  no  Exemplo  3.  Note  que  a serie 
nao  6 altemada,  mas  tern  termos 
positivos  e negatives. 


e a diferen9a  de  duas  series  convergentes  e e portanto  convergente. 


EXEMPLO  3 


Determine  se  a serie 
^ cos  n 

n—  I «' 


cos  1 cos  2 

— — + — — + 


cos  3 


34 


e convergente  ou  divergente. 


SOLUQAO  Essa  serie  tern  termos  positivos  e negativos,  mas  nao  e altemada.  (O  primeiro 
temio  e positivo,  os  proximos  tres  sao  negativos  e os  tres  seguintes  sao  positivos.  Os  sinais 
trocam  irregularmente.)  Podemos  aplicar  o Teste  da  Comparaqao  a serie  de  valores  absolutos 


i 


cos  n 


cos  n j 

9 


Como  | cos  n j 1 para  todo  n,  temos 


j cos  n j 1 

i— — t sg  _ 

2 2 

n n 


FIGURA  1 
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Sabemos  que  1 \/n 1 e convergente  (p-serie  com  p = 2}  e,  assim.  2 J cos  n \/n  '"  e conver- 
gente  pelo  Teste  da  Compara^ao.  Entao  a serie  dada  2 (cos  ri)!n2  e absolutamente  con- 
vergente e portanto  convergente  pelo  Teorema  3.  & 

O teste  a seguir  e muito  util  para  determinar  se  uma  serie  dada  e absolutamente  con- 
vergente. 


0 Teste  da  Razao 

a„+i 


(i)  Se  lim 


a„ 


L < 1,  entao  a serie  2 a>-.  c absolutamente  convergente 


(e  portanto  convergente). 

O-n-r  1 


(it)  Se  lim 


(iii)  Se  lim 


o.n 

\ @ n 4- 1 

I rz„ 


L > 1 ou  lim 


(In+  ! 


a„ 


«>,  entao  a serie  ^ ar.  e divergente. 


1,  o Teste  da  Razao  nao  e conclusivo;  isto  e,  nenhuma 


conclusao  pode  ser  tirada  sobre  a convergence  ou  divergence  de  2 an. 


Prova 

(i)  A ideia  e comparar  a serie  dada  com  uma  serie  geometrica  convergente.  Como 
L < 1,  podemos  escolher  um  ntimero  r tal  que  L < r < 1.  Como 


o quociente 


. | 4-  j 

lim  | 

an 


e 


L<  r 


an+\/an  | sera  finalmente  menor  que  r;  isto  e,  existe  um  inteiro  N tal  que 


ou,  equivalentemente. 


Gfi+  I 


< r sempre  que  n ^ N 


< | an  | r sempre  que  n N 


Colocando  n sucessivamente  igual  a N,  N + 1,  N + 2, . . . em  (4),  obtemos 

| fl/v+i  I < 

| aN+2 1 < jtf/v+i  | r < | a*  | r2 
j 3 | < | a,v+2  | T < 1 O-N  | f3 


e,  em  geral, 

Qj]  j dN+k  | < | | r*  para  todo  k & 1 

Agora  a serie 


| an  j rk  — j aN  | r + j aN  | r 2 + j aN  | r3  + • • • 

Jb-l 

e convergente  porque  e uma  serie  geometrica  com  0 < r < i . Assim  a desigualdade  (5), 
junto  com  o Teste  da  Comparacao,  mostra  que  a serie 
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Z.j'  | dn  [ | dftvk  | | j ”E  | Cl  ft' f-2 

AN- 1 £=  i 


e convergente  tambera.  Segue-se  que  a serie  2*=!  } a„  | e convergente.  (Lembre-se  de  que 
um  numero  finito  de  terraos  nao  afeta  a convergencia.)  Portanto,  1 an  e absolutamente  con- 
vergente. 

(ii)  Se  \ an+ifan\~~> L > 1 ou  | a„+i/a„ j—» <»,  entao  o quociente  \ an+\/an  \ sera  final- 
mente  maior  que  1 ; isto  e,  existe  um  inteiro  N tal  que 


a^\ 

Qn 


> 1 


sempre  que  n s*  N 


Isso  significa  que  j an±\  | > j an  | quando  n 5*  N,e  assim 


lim  a„  # 0 


Portanto,  2 an  diverge  pelo  Teste  da  Divergencia. 


NOTA  □ A parte  (iii)  do  Teste  da  Razao  diz  que,  se  | an+{/an  1 = 1,0  Teste  da 

Razao  nao  da  nenhuma  informagao.  Por  exemplo,  para  a serie  convergente  2 1/n2,  temos 

1 

(n  + l)2  n 2 1 

J_  <n  + »2  L + 1 

n~  \ n 

enquanto  para  a serie  divergente  21/ n,  obtemos 
1 

n + 1 n 1 

_ = —3*  1 quando  « oo 

1 n + 1 1 

~ ~ 1 + — 

n n 

Portanto,  se  lim„_*  | an+\jan  | = 1,  a serie  2 a„  pode  convergir  ou  divergir.  Nesse  caso,  o 
Teste  da  Razao  falha  e devemos  usar  algum  outro  teste. 


I 

Cl  n 


r 


EXEMPLO  4 


Teste  a serie  X (— !)" 

«= i 


rC_ 

3” 


para  convergencia  absoluta. 


□ Estimando  somas 
Temos  usado  varies  metodos  para 
estimar  a soma  de  uma  sdrie  - o 
metodo  depende  de  qual  teste  era 
usado  para  provar  a convergencia.  O 
que  acontece  com  a serie  para  a qua!  o 
Teste  da  Razao  funciona?  Existem 
duas  possibilidades:  se  a serie  for  uma 
serie  alternada,  como  no  Exemplo  4, 
entao  e meihor  user  os  metodos  da 
Sepao  1 1 .5.  Se  os  termos  forem  todos 
positivos,  utilize  os  metodos  espectais 
explieados  no  Exercicio  34. 


SOLU£AO  Usamos  o Teste  da  Razao  com  an  = (—  l)"n3/3”: 


(— l)n+I(n  + l)3 

an+i 

3n+i 

(n  + l)3  3" 

a„ 

(-1  )nn3 

3fl+1  * n3 

3" 

1 / ft  + 1 V 1 


1 “1“ 

3 V n 


i V i 


>3^1 


Entao,  pelo  Teste  da  Razao,  a serie  dada  e absolutamente  convergente  e portanto  conver- 
gente. t 


7^1*2  Cj 
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CO  H 

EXEMPLO  8 Teste  a convergencia  da  sene  2/ 

« ~ 1 ^ * 

SOLUgAO  Como  os  termos  an  = n“/n!  sao  positivos,  nao  precisamos  dos  simboios  de 
valor  absoluto. 


(Veja  a Equaqao 
Razao. 


a„+ \ _ ( n + nl  _ (n  + 1)(«  + 1)';  ^ n\_ 

nn  (n  + l)n!  n” 


an  (n  + 1)! 
n + 1 


n 


1 + — 1 e quando  n 00 


3.8.6  no  Volume  L)  Como  e > 1,  a serie  dada  e divergente  pelo  Teste  da 


NOTA  o Embora  o Teste  da  Razao  funcione  no  Exemplo  5,  um  metodo  mais  simples  e 
usar  o Teste  para  Divergencia.  Como 

rf  n * n • n n 


segue-se  que  aH  nao  se  aproxima  de  0 quando  n ->  « Portanto  a serie  dada  e divergente 
pelo  Teste  para  Divergencia. 

O teste  a seguir  e conveniente  para  ser  aplicado  quando  as  potencias  de  n ocorrem.  Sua 
prova  e similar  a do  Teste  da  Razao  e fica  para  o Exercicio  38. 


1 0 Tests  da  iaiz 

i 

| x 

! (i)  Se  lim’VKl  = L < 1,  entao  a serie  ^ ant  absolutamente  convergente 

(e  portanto  convergente). 

| (ii)  Se  IimVjoTf  = L > 1 ou  limnv/fo7f  = entao  a serie  X <*»  e divergente. 

| ft  n —>1°  j 

(iii)  Se  Um  \/j  a„  | — 1,  o Teste  da  Raiz  nao  e conclusivo. 

| 71  tXJ 


Se  limrt [ = 1,  entao  a parte  (iii)  do  Teste  da  Raiz  nao  da  informaqao.  A serie 

2 an  pode  convergir  ou  divergir.  (Se  L ~ 1 no  Teste  da  Razao,  nao  tente  o Teste  da  Raiz, 
porque  L sera  novamente  1.) 


Teste  a convergencia  da  serie  X 

7S~1 


/ 2n  + 3 V 
\ 3n  + 2 / 


SOLUgAO 


In  + 3 V 
3 n + 2 / 


In  + 3 
3 n + 2 


3 + 


n 


Entao,  a serie  dada  converge  pelo  Teste  da  Raiz. 
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□ A soma  desses  zeros  nao  afeta  a 
soma  da  serie;  cada  termo  na 
sequencia  de  somas  parciais  e 
repetido,  mas  o limite  e o mesmo. 


Rearranjos 

A questao  de  uma  serie  dada  ser  absolutamente  convergente  ou  condicionalmente  convex- 
gente  tem  import ancia  na  questao  sobre  se  somas  infinitas  se  comportam  ou  nao  como 
somas  finitas. 

Se  rearranjarmos  a ordem  dos  termos  em  uma  soma  finita,  entao  e claro  que  o valor  da 
soma  permanecera  inalterado.  Mas  esse  nao  e sempre  o caso  para  uma  serie  infinita.  Por  um 
rearranjo  de  uma  serie  infinita  2 an  queremos  dizer  uma  serie  obtida  simplesmente  mudando 
a ordem  dos  termos.  Por  exemplo,  um  rearranjo  de  2 a.,,  poderia  come^ar  como  a seguir: 

ci  i + cii  + a<  + a*  + <74  + a is  + a$  + cii  + <320  + ■ * ■ 

Segue-se  que 

se  2 a„  for  uma  serie  absolutamente  convergente  com  soma  3, 
entao  qualquer  rearranjo  de  2 an  tem  a mesma  soma  <f. 

Contudo,  qualquer  serie  condicionalmente  convergente  pode  ser  rearranjada  para  dar  uma 
soma  diferente.  Para  ilustrar  esse  fato,  vamos  considerar  a serie  harmonica  alternada 

[Sj  l™5  + 3“l  + l'~l+7~|+'**==ln2 

(Veja  o Exercicio  36  da  Se9ao  11.5.)  Se  multiplicarmos  essa  serie  por  | , obteremos 

1 _ 1 j.  i _ i x ...  _ 1 |n  9 

Inserindo  zeros  entre  os  termos  dessa  serie,  teremos 

\]_\  0 + 1 + 0 — ] + 0 + | + 0--|  + ■ * • = | In  2 

Agora  adicionamos  as  series  nas  Equates  6 e 7 usando  o Teorema  1 1.2.8: 

!_§j  i +1  — I + i + i — 5 + §ln2 

Note  que  a serie  em  (8)  contem  os  mesmos  termos  que  em  (6),  mas  rearranjados  de  modo 
que  um  termo  negativo  ocorre  depois  de  cada  pat'  de  termos  positivos.  As  somas  dessas 
series,  contudo.  sao  diferentes.  De  fato,  Riemann  provou  que 

se  2 an  for  uma  serie  condicionalmente  convergente  e r for  qualquer  numero 
real,  entao  existe  um  rearranjo  de  2 an  que  tem  uma  soma  igual  a r. 

Uma  prova  desse  fato  e ilustrada  no  Exercicio  40. 
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V n(  — 3)" 

13.  S-7TT- 

n-l  4 

...  v 10" 

is  y , 

„=i  («  + 1)4"’' 


i4.  x<-i r 


nz  2" 


15.  I 


n. 

3 ” cos  n 


17-  I 

19|  I 

21.  It? 


(-sy 

In  n 

cos(nir/3) 


t n 
n! 


18-  X — 

n=  I n 


20.  X 


(-D" 


22.  X 


2 (In  n)" 

<-D" 


.23.  x 


+ l 


£ \ 2n2  + 1 


24.  X 


n In  n 

(-i  r 


««i  (arctg  nf 


1-3  1-3*5  1-3-5-7  , 

ye  i - _ q h 

3!  5!  7! 


+ (~i  r 


1-3*5 


(2 n - 1) 


(2n  - 1)? 


2 2-6  2 • 6 * 10  2-6-10-14 

j 1 q h 

5 5-8  5-8-11  5-8-11-14 


; 2-4-6 


27.  X 


28.  X 0-1)" 


(2  n) 


Tn\ 


5-8-11 


(3  n + 2) 


Hi  Os  termos  de  uma  serie  sao  definidos  recursivamente  pelas 
equa^oes 


5n  4-  1 


a i 


An  4-  3 

Determine  se  2 a„  converge  ou  diverge. 

30.  Uma  serie  2 an  e definida  pelas  equa9oes 

2 4-  cos  n 


Qn 


ai  — 1 


G>n- fr  I 


dn 


Determine  se  2 an  converge  ou  diverge. 


Ml  Para  quais  das  seguintes  series  o Teste  da  Razao  nao  e 
conclusivo  (isto  e,  ele  nao  da  uma  resposta  definida)? 


(a)  1 3 

r 

(0  X ' 


(b)  If, 


(d>  27w 

l t"  n 


t ft 

(—3)" 

n-l  «“» 

32.  Para  quais  inteiros  positivos  k a serie 

y 0*01 

tx  (kn)l 

e convergente? 

HI  (a)  Mostre  que  2 ^rB/n!  converge  para  todo  x. 

(b)  Deduza  que  Urn,  _.»*“/«!  = 0 para  todo  x. 

34.  Seja  2 an  uma  serie  com  termos  positivos  e seja  rn  = an+x/a,t. 
Suponha  que  Um«^K  r„  = L < 1,  assim  2 a„  converge  pelo 


Teste  da  Razao.  Como  habituaimente,  fa^a  /?„  ser  o resto 
depois  de  rc  termos,  isto  e, 

/?„  “ <2„*i  + <2>j+2  4-  fl„+3  4-  • • • 


(a)  Se  {r,,}  for  uma  seqiiencia  decrescente  e r„+i  < 1, 
mostre,  pela  soma  de  uma  serie  geometrica,  que 


R, 


1 - r,t+. 


(b)  Se  {rK}  for  uma  seqiiencia  crescente,  mostre  que 


Rr.  « 


& n A- 1 


35.  (a)  Calcule  a soma  parcial  s$  da  serie 

1 

:2" 

Use  o Exercfcio  34  para  estimar  o erro  ao  usar  como 
uma  aproxima9ao  da  soma  da  serie. 

(b)  Calcule  urn  valor  de  n de  maneira  que  s„  aproxime  a soma 
com  precisao  0,00005.  Use  esse  valor  de  n para  aproximar 
a soma  da  s6rie. 


36.  Utilize  a soma  dos  primeiros  dez  termos  para  aproximar  a soma 
da  serie  2“-i  n/2n.  Use  o Exercfcio  34  para  estimar  o erro. 

37.  Prove  que,  se  2 an  for  absolutamente  convergente,  entao 


38.  Prove  o Teste  da  Raiz.  [Dica  para  a parte  (i): 

Tome  qualquer  numero  r tal  que  L < r < 1 e use 

o fato  de  que  existe  um  inteiro  N tal  que  V{  an  \ < r 
quando  n ^ N.] 

39.  Dada  uma  serie  qualquer  2 a„  definimos  uma  serie  2 at  cujos 
termos  sao  todos  termos  positivos  de  2 an  e uma  serie  2 an 
cujos  termos  sao  todos  termos  negativos  de  2 a„.  Para  ser 
especffico,  seja 

. a„  4-  | a„  | _ a„-\an\ 

a*-—  2 

Note  que,  se  ar.  > 0,  entao  a, T = an  e af  — 0,  ao  passo  que,  se 
an  < 0,  entao  af  — an  e at  = 0. 

(a)  Se  2 a„  for  absolutamente  convergente,  mostre  que  ambas 
as  series  2 at  e 2 af  sao  convergentes. 

(b)  Se  2 a„  for  condicionalmente  convergente,  mostre  que 
ambas  as  series  2 at  e 2 af  sao  divergentes. 

40.  Prove  que,  se  2 an  for  uma  serie  condicionalmente 
convergente  e r for  qualquer  numero  real,  entao  existe  um 
rearranjo  de  2 an  cuja  soma  £ r.  [Dicas:  Use  a nota9&o 
do  Exercfcio  39.  Tome  um  numero  apenas  suficiente 

de  termos  positivos  at  de  modo  que  sua  soma  seja 
maior  que  r.  Entao  adicione  um  numero  apenas 
suficiente  de  termos  negativos  at  de  tal  modo  que 
a soma  cumulativa  seja  menor  que  r.  Continue  dessa 
maneira  e use  o Teorema  11.2.6.] 
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Estrategia  para  Testar  as  Series 

Agora  temos  varias  maneiras  de  testar  a convergencia  ou  divergencia  de  uraa  serie;  o 
problema  e decidir  quai  teste  usar  em  qua]  serie.  Nesse  aspecto  testar  series  e similar  a 
integrar  funcoes.  De  novo,  nao  ha  regras  certeiras  e rapidas  para  qual  teste  aplicar  a uraa 
serie  dada,  mas  voce  pode  aehar  os  conselhos  a seguir  de  alguma  utilidade. 

Nao  e sabio  aplicar  uma  lista  de  testes  em  uma  ordem  especifica  ate  que  urn  deles 
finalmente  funcione.  Isso  seria  uma  perda  de  tempo  e esfor^o.  Em  vez  disso,  como  na 
integra^o,  a principal  estrategia  e classificar  a serie  de  acordo  com  sua  forma. 

1.  Se  a serie  for  da  forma  2 l/np,  ela  e uma  p-serie,  que  sabemos  ser  convergente 
se  p > 1 e divergente  se  p ^ 1 . 

2.  Se  a serie  tiver  a forma  2 arn~l  ou  2 ar\  ela  e uma  serie  geometrica,  que 
converge  se  j r j < 1 e diverge  se  j r j ^ 1 . Algumas  manipulates  algebricas 
podem  ser  necessarias  para  deixar  a serie  dessa  forma. 

3.  Se  a serie  tiver  uma  forma  similar  a uma  p-serie  ou  a uma  serie  geometrica, 
entao  um  dos  testes  de  comparayao  deve  ser  considerado.  Em  particular,  se  an 
for  uma  funyao  racional  ou  uma  fun$ao  algebrica  de  n (envolvendo  raizes  de 
poiindmios),  a serie  deve  ser  comparada  com  uma  p-serie.  Note  que  a maioria 
das  series  nos  Exercfcios  1 1.4  tern  essa  forma.  (O  valor  de  p deve  ser  escolhido 
como  na  Se$ao  1 1 -4,  deixando  apenas  as  poteneias  n mais  altas  no  numerador  e 
denominador.)  Os  testes  de  comparagao  se  aplicam  apenas  a series  com  termos 
positivos,  mas,  se  2 a„  tiver  alguns  termos  negativos,  entao  poderemos  aplicar  o 
Teste  da  Compara^ao  na  2 | an  | e testar  a convergencia  absoluta. 

4.  Se  voce  vir  que  lira*  ~>*an  # 0,  o Teste  para  Divergencia  deve  ser  usado. 

5.  Se  a serie  for  da  forma  2 {~~\)n~xbn  ou  2 (- !)”&„,  entao  o Teste  da  Serie 
Alternada  e uma  possibilidade  obvia. 

8.  Series  que  envolvem  fatoriais  ou  outros  produtos  (incluindo  uma  constante 
elevada  a n-esima  potencia)  sao  com  freqUencia  testadas  convenientemente 
usando-se  o Teste  da  Razao.  Tenha  em  mente  que  | an+Jan  j— > 1 quando  n—*  00 
para  todas  as  p-series,  e portanto  todas  as  funcoes  racionais  ou  algebricas  de  n. 
Entao,  o Teste  da  Razao  nao  deve  ser  usado  para  tais  series. 

7.  Se  an  for  da  forma  (E,,)",  o Teste  da  Raiz  pode  ser  util. 

S.  Se  an  — f{n),  onde  ^ fix)  dx  e facilmente  avaliada,  entao  o Teste  da  Integral  e 
eficaz  (satisfeitas  as  hipoteses  para  este  teste). 

Nos  proximos  exemplos  nao  trabalhamos  todos  os  detalhes,  mas  simplesmente 
indicamos  quais  testes  devem  ser  usados. 


n ~ 1 


EXEMPLO  1 2 

«=.]  2 n + 1 

Como  cin  ~~ > \ ^ 0 quando  n devemos  usar  o Teste  para  Divergencia. 


u 


EXEMPLO  2 2 


\//f  4-  1 


",  3 rc3  + 4n2  + 2 

Como  a„  e uma  fun^ao  algebrica  de  n,  comparamos  a serie  dada  com  uma  p-serie. 
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A serie  de  compara^ao  e 2 /?«,  onde 


EXEMPLO  3 2 ne~nl 

«“i 

Como  a integral  \T  xe~*'  dx  e facilmente  avaliada,  usamos  o Teste  da  Integral.  O Teste  da 
Razao  tambem  funciona. 


EXEMPLO  4 X (“1)'! TVT 

n + 1 

Como  a serie  e altemada,  usamos  o Teste  da  Serie  Altemada. 


as 

EXEMPLO  5 X 77 

",  k\ 

Como  a serie  envolve  k\ , usamos  o Teste  da  Razao. 


EXEMPLO  S X 77TT 

«-i  l + 3 

Como  a serie  esta  intimamente  reiacionada  a serie  geometrica  X 1/3",  usamos  o Teste  da 
Compara^ao.  c:i 


Exercicios 


1-38  □ Teste  a convergence  ou  divergencia  das  series. 


1.  X 

n**  \ 

3.  X 

71=1 

5.  X 


1 


n-i  n " + n 

1 

" n2  + n 

(-3  r! 

1 


7 y 

' nv/ln  n 
9.  X /r  e~* 

Jr- 1 


it  X 


(-1)" 


n---2  n In  ft 
3 "ft2 


13.  X 

n-t  n! 

15.  X 


n\ 


17.  X {-D"2!/" 

«=“i 


A ft  — 1 

2-  X“TT™ 

n + n 

4.  2 -ir‘-T— - 

R-i  ft  + ft 


^ I 3 ft 

6- 

2‘t! 

(Jk  + 2)! 


io.  X 


12.  X (-1)"~TT-TT 

„~1  ft2  + 25 
14,  X sen  ft 

B-l 


2-5*8 (3n  + 2) 


18.  X 


18.  X 


ft2  + 1 
i ft3  + ] 

(-ir1 


--2  v«  - 1 


v>  / In  ft 

19.  X (™1)  — t=- 
I.-I  V« 

21. 

rl— i « 

23.  X tg(l/ft) 

n-l 

25.  X^ 

^ k In  k 

27 ’ £,  ¥+TF 

29. 

/?— i njn 
~ 5* 

y sen(l/n) 

»-i  in 

35-  »?,  (iTTj 
a?,  ifcs-ir 


£4-5 


20.  X , 

*=i  5 


22.  y — v - 

„=i  n}  + 2ft2  + 5 
24  ^ C0SM2) 


26.  X 


M=ii  «"  + 4 n 

n2  + 1 


28.  X 


y 

,1/n 


I « 


J-i  ./  + 5 

(2ft)" 


32.  X 


*=i  « 


34.  X 


i 


36.  X 


„=!  ft  + ft  CO.S  'ft 

1_ 
(Inn)’-1" 


38.  X (v2  - 1) 

n=! 
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Series  de  Potencias 


Uma  serie  de  potencias  e uraa  serie  da  forma 


LU 


X C.nxn  = Co  + C\ X + C2X2  + c?.x3  + • • ■ 
«— 0 


□ SERIE  TRIGONOMETRICA 
Uma  serie  de  potencia  e aquela  na 
qual  cada  termo  e uma  fungao  de 
potencia.  Uma  serie  trigonometrica 

X (a„  cos  nx  +•  b„  sen  nx) 

»«Q 

e uma  serie  cujos  termos  sao  fungous 
trigonometricas. 


onde  x e uma  variavel  e c„’s  sao  constantes  chamadas  coeficientes  da  serie.  Para  cada  x fi- 
xado,  a serie  (1)  e uma  serie  de  constantes  que  podemos  testar  para  convergence  ou 
divergence.  Uma  serie  de  potencias  pode  convergir  para  alguns  valores  de  x e divergir  para 
outros  valores  de  x.  A soma  da  serie  e uma  fungao 

f(x)  = c0  + c,x  + c2x2  + ■ ■ * + c„x"  + * • • 

cujo  domfnio  e o conjunto  de  todos  os  x para  os  quais  a serie  converge.  Note  que  / se 
assemelha  a urn  polindmio.  A tiniea  diferenca  e que/ tern  infinites  termos. 

Por  exemplo,  se  tomarmos  cn  — 1 para  todo  «,  a serie  de  potencias  se  torna  a serie 
geometrica 

X^  “ 1 + x + x~  + - - - H~  xn  + * * * 

n-0 


que  converge  quando  -1  < x < 1 e diverge  quando  | x | & 1 (veja  a Equagao  1 1.2.5). 
Em  geral,  a serie  da  forma 

QD  2 c«(x  “ aT  — cq  + C|(x  — a)  + c2(x  — a)2  + * • * 

n~  0 


e denominada  serie  de  potencias  em  (x  — a)  ou  serie  de  potencias  centrada  em  a ou  serie 
de  potencias  ao  redor  de  a.  Note  que,  ao  escrever  o termo  correspondente  a n = 0 nas 
Equates  1 e 2,  adotamos  a convengao  de  que  (x  - af  = 1,  mesmo  quando  x = a.  Note 
tambem  que,  quando  x = a todos  os  termos  sao  0 para  n 3*  1,  e assim  a serie  de  potencias 
(2)  sempre  converge  quando  x ==  a. 


&&  MU 


EXEMPLO  1 □ Para  quais  valores  de  x a serie  X e convergente? 

«»  0 

SOLUQAO  Usamos  o Teste  da  Razao.  Se  fizermos  como  habitualmente,  denotar  o 
n-esimo  termo  da  serie.  entao  a„.  = n!x”.  Se  x # 0,  temos 


lim 


Q'fi'V  ] 


a 


n 


lim 

tl  — > & 


(n  + l)!xn+1 
nlxn 


— lim  (n  + l)|xl  = oo 

n 


Pelc>  Teste  da  Razao,  a serie  diverge  quando  x # 0.  Entao,  a serie  dada  converge  apenas 
quando  x = 0.  I 

EXEMPLO  2 □ Para  quais  valores  de  x a serie  X — — converse9 

— i n 


S0LU?A0  Seja  an  = (x  — 3 )"/«.  Entao 


| 

(x  — 3)n+1  n 

On 

n + 1 (x  — 3)" 

— [ x — 3 j J x — 3 { quando  OG 

13 

n 


Mt&s,. 
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Pelo  Teste  da  Razao,  a serie  dada  e absolutamente  convergente,  e portanto  convergente, 
quando  | a - 3 J < lee  divergente  quando  | x ~ 3 | > 1.  Agora 

| a - 3 | < 1 -1  < a - 3 < 1 2 < a < 4 

assim  a serie  converge  quando  2 < a < 4 e diverge  quando  a < 2 ou  x > 4. 

O Teste  da  Razao  nao  fornece  informaqao  quando  | x ~ 3 | “ 1 ; assim,  devemos 
considerar  a = 2 e a = 4 separadamente.  Se  colocarmos  a — 4 na  serie,  ela  se  tomara 
2 1 fn,  a serie  harmonica,  que  e divergente.  Se  a — 2,  a serie  e I ( - !)”/«,  que  converge 
pelo  Teste  da  Serie  Alternada.  Entao  a serie  dada  converge  para  2 =£  a < 4. 

Veremos  que  o principal  uso  de  uma  serie  de  potencias  e que  ela  fornece  uma  maneira  de 
representar  algumas  das  mais  importantes  funqoes  que  aparecem  na  matematica,  na  fisica  e 
na  quimica.  Em  particular,  a soma  da  serie  de  potencias  no  proximo  exemplo  e chamada  fun- 
gao  de  Bessel,  era  homenagem  ao  astronomo  alemao  Friedrich  Bessel  (1784-1846),  e a 
funqao  dada  no  Exercfcio  33  e outro  exemplo  de  uma  fungao  de  Bessel.  De  fato,  essas  fun- 
goes  surgiram  primeiramente  quando  Bessel  resolveu  a equaqao  de  Kepler  da  descrigao  do 
movimento  planetario.  Desde  aquele  tempo,  essas  fungoes  tern  sido  aplicadas  em  muitas 
situates  frsicas  diferentes,  incluindo  a distribuigao  de  temperatura  em  uma  placa  circular  e 
o formato  da  membrana  de  urn  tambor  vibrando  (veja  as  fotografias  na  pagina  696). 


EXEMPLO  3 □ Encontre  o dominio  da  fungao  de  Bessel  de  ordem  0 definida  por 


* ( — 1 )"  A 

Mx)  = 2 


„-o  2 2"(n!)2 
SOLUQAO  Seja  a„  = (—  l)"A2'!/[22'!(fi!)2].  Entao 


&n+  | 

(-l)"+ijc2l"+1)  22"(n!)2 

tin 

22{B+,)[(n  + l)!]2  (-i),!x2'' 

x2a+2  22”(n!)2 

22,i+2(n  + 1)2(zi0^  x2>> 

A2 

„ —>  0 < 1 Dara 

4(n  + l)2 


Entao,  pelo  Teste  da  Razao,  a serie  dada  converge  para  todos  os  valores  de  a.  Em  outras 
palavras,  o dominio  da  fungao  de  Bessel  Jo  e (—oo^  oc)  = [R.  C 


Lembre-se  de  que  a soma  de  uma  serie  e igual  ao  limite  da  seqiiencia  das  somas  parciais. 
Assim,  quando  defmimos  a fungao  de  Bessel  no  Exemplo  3 como  a soma  de  uma  serie, 
queremos  dizer  que,  para  todo  numero  real  x. 


Jo(x)  — lim  sjx) 

n ^ 


onde  j„(a)  = 2 


(-1)'a2! 


% 22W 


As  primeiras  somas  parciais  sao 


^(a) 


sq(x) 

= i 

S\(x)  = 

i x~ 

’ T 

Si(x)  - 1 - y 

A4 

A6 

S4(x)  — 1 

A2  A4 

”T+ m “ : 

' T 

+ 64  ~ 

2.304 

x" 

64 


2.304 


147.456 
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1 

\ 

1 J 

s: 

/ 

/ 

/ 

\ 

V 

\ 

SA  i 

/ 0 

f \ 

\ / X 

/ 

/ 

l 

$ 

\ 

■>\  * 

FIGURA  1 

Sumas  parciais  da  fun^ao  de  Bessel  Ja 


V < 

1; 

\ V = Ju(x) 

.'■_!()/  \ j 

\ "\  to  A 

' / 0 

; ..  \ ...  \.X 

FIGURA  2 


A Figura  1 mostra  os  graficos  dessas  somas  parciais,  que  sao  poiinomios.  Todas  sao  apro- 
ximacoes  para  a funqao  ,/0,  mas  note  que  as  aproximaqoes  se  tomam  melhores  quando 
mais  termos  sao  inclufdos.  A Figura  2 mostra  urn  grafico  mais  complete  da  fun^ao  de 
Bessel. 

Para  as  series  de  potencias  que  temos  visto  atd  agora,  o conjunto  de  valores  de  x para 
os  quais  a serie  e convergente  tern  sempre  sido  um  intervalo  [urn  intervalo  finito  para  a 
serie  geometrica  e a serie  no  Exemplo  2,  o intervalo  infinito  (— <»,  oo)  no  Exemplo  3 e um 
intervalo  coiapsado  [0,  0]  = {0}  no  Exemplo  1],  O teorema  a seguir,  provado  no  Apendice 
F,  diz  que  isso,  em  geral,  e verdadeiro. 


|_U  Teorema  Para  uma  dada  serie  de  potencias  2 c„(jc  — a)n  existem  apenas  tres 
possibilidades:  '!=“0 

(i)  A serie  converge  apenas  quando  x — a. 

(ii)  A serie  converge  para  todo  x. 

(iii)  Existe  um  numero  positivo  R tal  que  a serie  converge  se  |x  — a | < R e 
diverge  se  [x  — a j > R. 


O numero  R no  caso  (iii)  e chamado  raio  de  eonvergeneia  da  serie  de  potencias.  Por 
convenqao,  o raio  de  eonvergeneia  e R — 0 no  caso  (i)  e R — ^ no  caso  (ii).  O intervalo 
de  eonvergeneia  de  uma  serie  de  potencias  e aquele  que  consiste  em  todos  os  valores  de 
x para  os  quais  a serie  converge.  No  caso  (i)  o intervalo  consiste  em  apenas  um  unico  ponto 
a.  No  caso  (ii)  o intervalo  e (— »,  <»).  No  caso  (iii)  note  que  a desigualdade  jx  — a \ < R 
pode  ser  reescrita  como  a — R < x < a + R.  Quando  x e um  extremo  do  intervalo,  isto  e, 
x = a ± R,  qualquer  coisa  pode  acontecer  — a serie  pode  convergir  em  um  ou  ambos  os 
extremos  ou  divergir  em  ambos  os  extremos.  Entao,  no  caso  (iii)  existem  quatro  possibi- 
lidades para  o intervalo  de  eonvergeneia: 

(a  - R,  a + R)  (a  ~ R,  a + R]  [a  - R,  a + R)  [ a — R,  a + /?] 

A situaqao  e ilustrada  na  Figura  3. 


eonvergeneia  para  lx  - a I < R 


a ~R  a a + R 

FIGURA  3 t , 

* divergencia  para  be  - al  > R 


Resumimos  aqui  o raio  e o intervalo  de  eonvergeneia  para  cada  um  dos  exemplos  ja 
considerados  nesta  seqao. 


Serie 

Raio  de  eonvergeneia 

Intervalo  de  eonvergeneia 

Serie  geometrica 

ix" 

R - 1 

(-1,  I) 

Exemplo  1 

2 x“ 

R = 0 

{0} 

Exemplo  2 

v (x  - 3)" 
! n 

A f—  1 }”x2" 

R = i 

[2,  4) 

Exemplo  o 

,£o  2 2l!(n\y 

R — a: 

{ ~~  oc_  go) 

:&  ^ 
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Em  geral,  o Teste  da  Razao  (ou  algumas  vezes  o Teste  da  Raiz)  deve  ser  usado  para 
determinar  o raio  de  convergencia  R.  Os  Testes  da  Razao  e da  Raiz  sempre  falham  quando 
A"  e um  extremo  do  intervalo  de  convergencia;  assim,  os  extremos  devem  ser  checados  com 
algum  outro  teste. 


EXEMPLO  4 □ Encontre  o raio  de  convergencia  e o intervalo  de  convergencia  da  serie 


| (~3)axn 

h v« + 1 


SOLUQAO  Seja  a„  - (-3fxn/vrn  + 1.  Entao 


a«+i 

(-3y,+V,+1  Jn  + 1 


in  + 2 (~3)V 


n + 1 

= 

3a  a / 

\ n + 2 

\ + (l In)  , , 

3 \ / — I x 1 — > 31a 

V 1 + (2  In) 


quando  n ->  02 


Peio  Teste  da  Razao,  a serie  dada  converge  se  3 | *l<  1 e diverge  se  3 | *\  > !• 
Entao,  ela  converge  se  | x | < f e diverge  se  | x j > f . Isso  significa  que  o raio  de 
convergencia  e R «*  | . 

Sabemos  que  a serie  converge  no  intervalo  (— j,  |),  mas  devemos  agora  testar  a 
convergencia  nos  extremos  desse  intervalo.  Se  x ~ — a serie  toma-se 


y tMziL  - y _J. L + J_ 1 + J_  + 

,-o  v'nAT  yi+v^  V3  V4 


que  diverge.  (Use  o Teste  da  Integral  ou  simplesmente  observe  que  ela  e uina  p-serie 
com  p ~\<  1.)  Se  x — f,  a serie  e 

y i-iyjiT  y (-i)* 

n o V71  3-  1 ...(  'Jn  + 1 

que  converge  pelo  Teste  da  Serie  Altemada.  Portanto  a serie  de  potencias  dada  converge 
quando  < x assim,  o intervalo  de  convergencia  e (— f,  |],  K 


EXEMPLO  5 □ Encontre  o raio  de  convergencia  e o intervalo  de  convergencia  da  serie 

y n(x  + 2)n 

tb+i 


SOLUQAO  Se  an  ~ /i(a  + 2)"/3'i;  \ entao 


&n 


(n  + l)(x  + 2) 


« + l 


[«+ 1 


1 + 


«(a  + 2)"  | 
I A + 2 | ^ | A -T-  2 


quando  n 00 


Usando  o Teste  da  Razao  vemos  que  a serie  converge  se  j a 3-  2 1/3  < 1 e diverge  se 
| a + 2 1/3  > 1.  Assim  ela  converge  se  j x + 2 1 < 3 e diverge  se  | x + 2 1 >3.  Entao  o 
raio  de  convergencia  € R — 3. 


fe.  i Safe. 
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A desigualdade  \x  + 2 j < 3 pode  ser  escrita  como  —5  < x < 1;  assim,  testamos  a 
serie  nos  extremos  -5  e 1.  Quando  x = — 5,  a serie  e 


«(-3)" 


que  diverge  pelo  Teste  para  Divergencia  [(—  l)"n  nao  converge  para  0].  Quando  x — 1,  a 
serie  e 


n 

que  tambem  diverge  pelo  Teste  para  Divergencia.  Entao  a serie  converge  apenas  quando 
— 5 < x < 1,  assim,  o intervalo  de  convergencia  e (—5,  1).  i 


n(3f 


Exercicios 


1.  O que  e uma  serie  de  potencias? 

2.  (a)  O que  6 o raio  de  convergencia  de  uma  serie  de  potencias? 

Como  voce  o encontra? 

(b)  O que  e o intervalo  de  convergencia  de  uma  serie  de 
potencias?  Como  voce  o encontra? 

3—28  O Encontre  o raio  de  convergencia  e o intervalo  de 
convergencia  da  serie. 


Lt  r~ 
«-t  v« 


«=l 

5.  2 

B-1  n- 

m 2 4 

n\ 

9.  i (-I)"#/ 

n«- 1 

(-2)nxJl 


ti  2- 


n-  i v« 


x” 


13.  2 (-!)"' 

n=2  4"  In  ft 

is  i >/£(*-  DB 

(x  + 2)” 


■ 2 (-!)■ 

is- 

n— 1 n 


21  2t7<*-«>->  ^>° 

*-i  b" 

m 2 n\{2x  - Q* 


4. 

n=0  « + 1 

6.  2^ 

8.  £«V 

«*=1 

i i™ 

",  n3 

K y" 

12.  2 r 

nT,  5 nrf 


14.  2(~l)277-7 

"oV  (2n)! 


16.  2 n3(x  — 5)” 

<1=0 

18.  i^U  + 3)" 


20.  2 


22.  2 3 

*=i  ftJ  + 1 


25. 

*=i  n 

26. 

n~2  ft  In  n 

“ y” 

27.  2 

(In  «)" 

26.  j — ?--4- ' 6 ' "■  ;(2">  . 

",  1 • 3 * 5 (2ft  - 1) 

29.  Se  c« 4”  for  convergente,  as  series  que  se  seguem  sao 

convergentes? 

(a)  2 ctt(—2)n  (b)  2 c„(-4)n 

11=0  ,1-0 

30.  Suponha  que  c„x"  converge  quando  x=  -4e  diverge 
quando  x = 6.  O que  pode  ser  dito  sobre  a convergencia  ou 
divergencia  das  series  a seguir? 

(a)  2 cn  (b)  2 cn 8" 

n=0  n=0 

(C)  2 cn(-3Y-  (d)  2 (~1)T„9'! 

<1=0  n—Q 

31.  Se  k for  um  inteiro  positive.  encontre  o raio  de  convergencia  da 
serie 

v « 

n=o  (kn)l  X 

|p  32.  Plote  na  mesma  tela  as  priraeiras  sotnas  parciais  sjx)  da 

serie  junto  com  a funfao-soma  fix)  = 1/(1  - x).  Em 

que  intervalo  essas  somas  parciais  parecem  estar  convergindo 
para  f(x)l 
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33.  A fungao  Jt  definida  por 

Jl{x)  ” io  n\(n  + 1)!22"'H 


e denominada  fungao  de  Bessel  de  ordem  1 . 

(a)  Encontre  seu  domfnio. 

(b)  Plote  as  primeiras  somas  parciais  na  mesma  tela. 

(c)  Se  seu  CAS  tiver  fungoes  de  Bessel  programadas,  plote  J\ 
na  mesma  tela  das  somas  parciais  na  parte  (b)  e observe 
como  as  somas  parciais  aproximam  Js. 

34.  A fungao  A definida  por 


A(x) 


e chamada  fungao  de  Airy , em  homenagem  ao  matematico  e 
astronomo  ingles  sir  George  Airy  (1801-1892). 

(a)  Encontre  o domfnio  da  fungao  de  Airy. 

(b)  Plote  as  primeiras  somas  parciais  s„(x)  na  mesma  tela. 

(c)  Se  seu  CAS  tiver  fungoes  de  Airy  programadas,  plote  A na 
mesma  tela  que  as  somas  parciais  na  parte  (b)  e observe 
como  as  somas  parciais  aproximam  A. 


35.  Uma  fungao /6  definida  por 

f{x)  = 1 • + 2x  + x2  ■+  2x'  + x4  + • • • 

isto  e,  seus  coeficientes  sao  C2«  = 1 e C2»+\  — 2 para  todo 
n > 0.  Ache  o intervalo  de  convergencia  da  serie  e encontre 
uma  formula  explfcita  para  /( x). 

36.  Se  fix ) ~ 2“=  o c„x:‘,  onde  c„^4  — c„  para  todo  n s*  0,  encontre 
o intervalo  de  convergencia  da  serie  e uma  formula  para  fix). 

37.  Mostre  que,  se  lim«-**V|  ca  \ ~ c onde  c 5*  0,  entao  o raio  de 
convergencia  da  serie  de  potencias  2 c,tx”  e R ~ 1 jc. 

38.  Suponha  que  a serie  de  potencias  X c„(x  — a)n  satisfaz  cn  r6  0 
para  todo  n.  Mostre  que,  se  linwc  jcfi/c„+i|  existe,  entao  ele  e 
igual  ao  raio  de  convergencia  da  serie  de  potencias. 

39.  Suponha  que  a serie  2 c„x"  tenha  raio  de  convergencia  2 e que 
a serie  2 d,,xn  tenha  raio  de  convergencia  3.  O que  voce  pode 
dizer  sobre  o raio  de  convergencia  da  serie  2 (c„  + df)x"  ? 
Explique. 

40.  Suponha  que  o raio  de  convergencia  da  serie  de  potencia 
2 c„x"  seja  R . Qual  e o raio  da  serie  de  potencia  2 c„x2,i? 


O Uma  ilustraqao  geomdtrica  da 
Equscao  1 e mostrada  na  Figure  1. 
Como  a soma  de  uma  serie  e o iimite 
da  sequencia  de  somas  parciais.  temos 

— = lim  r„{x) 
i - :v  « -r- 

onde 

.vUl  ~ ! + .v  + x~  + • • • + x" 
e a n-esima  soma  parcial.  Note  que, 
quando  n aumenta,  .v„{.r)  se  torna 
melhor  aproximagao  de  fix)  para 


Representatfoes  de  Fungoes  como  Series  de  Potencias 

Nesta  segao  aprenderemos  como  representar  certos  tipos  de  fungoes  como  somas  de  series 
de  potencias  pela  manipulagao  de  series  geometricas  ou  pela  diferenciagao  ou  integragao  de 
tais  series.  Voce  pode  imaginar  por  que  queremos  expressar  uma  fungao  conhecida  como 
uma  soma  infinita  de  ternios.  Veremos  mais  tarde  que  essa  estrategia  e util  para  integrar 
fungoes  que  nao  tern  antiderivadas  elementares,  para  resolver  as  equagoes  diferenciais  e 
para  aproximar  as  fungoes  por  polinomios.  (Cientistas  fazem  isso  para  simplificar  expres- 
soes  que  eles  utilizam;  cientistas  que  trabalham  com  computadores  fazem  isso  para  repre- 
sentar as  fungoes  em  calculadoras  e computadores.) 

Comegaremos  com  uma  equagao  que  vimos  antes: 

1 * . , 

{Tj  — 1 + x + x2  + x}  + * • • = z x”  |x|  < 1 

l — X . n=0 

Encontramos  essa  equagao  primeiro  no  Exemplo  5 da  Segao  1 1 .2,  onde  a obtivemos  obser- 
vando  que  ela  e uma  serie  geometrica  com  a = 1 e r = i.  Mas  aqui  nosso  ponto  de 
vista  e diferente.  Agora  nos  referiremos  a Equagao  1 como  uma  expressao  da  fungao 
f(x)  = 1/(1  — x)  como  uma  soma  de  uma  s£rie  de  potencias. 


EKEfelPLO  1 □ Expresse  1/(1  + x2)  como  a soma  de  uma  serie  de  potencias  e encontre  o 
intervalo  de  convergencia. 

SOLUgAO  Trocando  x por  ~x2  na  Equagao  1,  temos 

! « I = i (~x2y 

1 + X2  1 - (-X2)  io 

= 2 (- lfx2n  = 1 - X2  + X4  - X6  + x8 

0 


- X 
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Como  essa  e uma  serie  geometrica,  ela  converge  quando  j — x 2 j < 1,  isto  e,  .v ' < i . uu 
\x\ < 1-  Portanto  o intervalo  de  convergencia  e (-1,  1).  (E  claro  que  podenamos  ler 
determlnado  o raio  de  convergencia  aplicando  o Teste  da  Razao,  mas  todo  aquele 
trabalho  e desnecessario  aqui.) 


EXEMPLO  2 u Encontre  uma  representaqao  em  serie  de  potencias  para  \/{x  + 2). 

SOLUQAO  Para  colocar  essa  funqao  na  forma  do  iado  esquerdo  da  Equaqao  l,  primeiro 
fatoramos  um  2 do  denominador 


1 1 1 


A serie  converge  quando  | -x/2 1 < 1,  isto  e,  jx|  < 2.  Assim  o intervalo  de 
convergencia  e (—2,  2). 


□ £ iegitimo  mover  jC  atravbs  do  sinal 
de  somatorio,  porque  e!e  nao  depende 
de  n.  [Use  o Teorema  1 1 .2.8(f)  com 


EXEMPLO  3 □ Encontre  uma  representaqao  em  serie  de  potencias  para  x:'/{x  + 2). 

SOLUQAO  Como  essa  funqao  e apenas  x3  vezes  a funqao  no  Exemplo  2,  tudo  o que  temos 
de  fazer  e multiplicar  essa  serie  por  x 3: 


x + 2 


Jt  + 2 A 2"+!  A 


y ( ^ 

1 * 

h— 0 Z 


i 4 i I 5 
4*  + gX 


— v°  + . 

-r 

Outra  maneira  de  escrever  essa  serie  e como  se  segue: 


x + 2 


(-i  r1  „ 

2^  * 


Como  no  Exemplo  2,  o intervalo  de  convergencia  e (—2,  2). 


Diferencia^ao  e Integra^ao  de  Serie  de  Potencias 


A soma  de  uma  serie  de  potencias  e uma  fun$ao  /(x)  = X*-0  c„(x  - a )"  cujo  dominio  e o 
intervalo  de  convergencia  da  serie.  Gostariamos  de  poder  diferenciar  e integral*  tais 
fun^des,  e o teorema  a seguir  (que  nao  provaremos)  diz  que  podemos  fazer  isso  por  dife- 
renciacao  ou  integracao  de  cada  termo  individual  na  serie,  como  fanamos  para  um 
polindmio.  Isso  e chamado  diferencia^ao  e integracao  termo  a termo. 


[2]  Teorema  Se  a serie  de  potencias  X c„(x  - af  tiver  um  raio  de  convergencia 
R > 0,  entao  a funcao  /definida  por 

fix)  = Co  + cIU  - a)  + c2(x  - a)~  +-•••-  J cJx  - a)" 

n= o 

e diferenciavel  (e  portanto  contfnua)  no  intervalo  (a  — R,  a + R)  e 

(i)  f{x)  = Ci  + 2c2(x  ~ a)  + 3 c2(x  - a)1  + • • • = ^ nc„{x  ~ a)"  ' 
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□ Na  parte  (it),  J cQ  dx  = cax  + C, 
e escrito  come  cdx  - a)  + C,  onde 
C = Ci  + ac0;  assim,  todos  os  termos 
da  sene  tern  a mesma  forma. 


(ii)  1 fix)  dx  — C + CoU  ~ «)  + Ci 


(x  - a)2  (x  — af 
' + c-> 


£ (jc  ” a)"r! 

= c+  Sc,- — —— 

«-o  n + 1 

Os  raios  de  convergencia  da  serie  de  potencias  nas  Equacoes  (i)  e (ii)  sao  ambos  R. 


_J 


NOTA  1 □ As  Equates  (i)  e (ii)  no  Teorema  2 podem  ser  reescritas  na  forma 


(iii) 


(iv) 


dx 


2 cjx  — of 


1 a X - a)" 

n— 0 


2™[cn(*-«)\j 
»- o dx 

dx  — 2 | c„(x  — a)"  dx 


Sabemos  que,  para  somas  linitas,  a derivada  de  uma  soma  e a soma  das  derivadas,  e que  a 
integral  de  uma  soma  e a soma  das  integrais.  As  Equates  (iii)  e (iv)  afirmam  que  o mesmo 
e verdadeiro  para  somas  infinitas,  desde  que  estejamos  lidando  com  series  de  potencia. 
(Para  outros  tipos  de  series  de  funcoes  a situagao  nao  e tao  simples;  veja  o Exercfcio  36.) 


NOTA  2 □ Embora  o Teorema  2 diga  que  o raio  de  convergencia  permanece  o mesmo 
quando  uma  serie  de  potencias  e diferenciada  ou  integrada,  isso  nao  significa  que  o inter- 
valo  de  convergencia  permanece  o mesmo.  Pode  acontecer  de  a serie  original  convergir  em 
um  extremo  enquanto  a serie  diferenciada  diverge  nesse  ponto  (veja  o Exercfcio  37). 

NOTA  3 o A ideia  de  diferenciagao  de  uma  serie  de  potencias  termo  a termo  e a base 
para  um  mdtodo  poderoso  para  resolver  as  equacoes  diferenciais.  Discutiremos  esse 
metodo  no  Capftulo  17. 


EXEMPLG  4 


No  Exemplo  3 da  Se?ao  1 1.8,  vimos  que  a fun9§o  de  Bessel 


Ux)  = 


y (~nix2r 
i o 2 2n(«!)2 


e definida  para  todo  x.  Entao,  pelo  Teorema  2,  JQ  e diferenciavel  para  todo  x,  e sua 
derivada  e encontrada  pela  diferencia$ao  termo  a termo,  como  a seguir: 


Jo(x) 


y d (~l)"x2n  ^ (-iy2nx2n~l 

hdx  2 2V)2  2 2\n\f 


EXEMPLO  5 □ Expresse  1/(1  — x)2  como  uma  serie  de  potencias  pela  diferenciatjao  da 
Equa^ao  1.  Qual  e o raio  de  convergencia? 

SOLUQAO  Diferenciando  cada  lado  da  equa^ao 

-2—  - i + .v  + s + x>  + ■ • ■ = f x” 

\ - X «— 0 

1 00 

obtemos  — rr  — 1 + 2x  + 3x2  + ■ * • — ^ nxn~l 

(1  - xf  n% 


Podemos  trocar  n por  n + 1 e escrever  a resposta  como 




(1  — x)2 


= 2 (n  + 1)-** 

n-  0 
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De  acordo  com  o Teorema  2,  o raio  de  convergencia  da  serie  diferenciada  e o mesmo 
que  o raio  de  convergencia  da  serie  original  a saber,  /?==!. 


EXEMPLO  6 o Encontre  uma  representacao  em  serie  de  potencias  para  ln(l  ~ x)  e sen 
raio  de  convergencia. 

SOLUfAO  Notamos  que,  exceto  por  um  fator  de  -1,  a derivada  dessa  fun?ao  e 1/(1  - x). 
Assim  integramos  ambos  os  lados  da  Equacao  1: 


ln(l  — x)  = f — dx  ~ f (1  + x + xr  + * • •)  dx 

J 1 — x J 

+ C 


jC  x 

x + 4”  — + 

2 -3 


* r/,+  J * 

2 tt  + ^ ^ 2~~  + c |x|  < i 

n=0  n + 1 „=|H 


Para  determinar  o valor  de  C,  colocamos  x = 0 nessa  equacao  e obtemos 
— ln(l  — 0)  = C.  Entao,  C = 0 e 


ln{l  — x)  ==  — x 


y A 

n~  1 ft 


U < 1 


O raio  de  convergencia  e o mesmo  que  o da  serie  original:  R — l. 


In 


Note  o que  acontece  quando  colocamos  x = J no  resultado  do  Exemplo  6.  Como 


-In  2,  vemos  que 
In  2 


1111  ” 1 

-j-  q + + * - • = V 

2 8 24  64  ",  nT 


D A serie  de  potencias  para  tg  *x  obtida 
no  Exemplo  7 6 chamads  serie  de 
Gregory,  em  homenagem  ao 
matem^tico  escoces  James  Gregor/ 
(1638-1675),  que  antecipou  algumas 
das  descobertas  de  Newton. 
Mostramos  que  a serie  de  Gregory  e 
vaiida  quando  - I <x<  1,  mas 
acontece  (embora  nao  seja  f&ci!  provar) 
que  ela  tambem  e vaiida  quando 
x — ±1.  Note  que  quando  x = 1 
a serie  torna-se 

TT  , 1,1  1 . 

4 3^5  7 + 

Esse  beio  resultado  e conhecido  como 
a fdrmula  de  Leibni2  para  tt. 


EXEMPLO  1 □ Encontre  uma  representacao  em  serie  de  potencias  para/ix)  = tg'“x. 

S0LUQA0  Observamos  que  j'{x)  = 1/(1  + x2)  e encontramos  a sdrie  requerida  pela 
integracao  da  serie  de  potencias  para  1/(1  + x2)  encontrada  no  Exemplo  1. 


tg  x 


1 

1 + x' 


dx  ~ (1  - x2  + x4  - x6  + - * -)dx 


x3  x3 

C + x i 

3 5 


+ 


Para  encontrar  C,  colocamos  x = 0 e obtemos  C — tg-'  0 = 0.  Portanto 


tg  lX  — X i 

3 5 


2 (-D” 


,2n  + I 


2n  + 1 


Como  o raio  de  convergencia  da  serie  para  1/(1  + x2)  e 1,  o raio  de  convergencia  dessa 
serie  para  tg~‘x  e tambem  1.  E 


EXEMPLO  8 □ 

(a)  Avalie  j [1/(1  4-  x')]dx  como  uma  serie  de  potencias. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  aproximar  j J5  [1/(1  + xr)]dx  com  precisao  de  10“7. 
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□ Esse  exemplo  demonstra  uma 
maneira  na  qual  as  representagoes  em 
series  de  potencia  sao  uteis.  Integrar 
1/(1  + x7)  manualmente  e 
incriveimente  diffcit.  Sistemas 
algebricos  computacionais  devotvem 
formas  diferentes  da  resposta,  mas 
eles  sao  todos  extremamente 
compiicados.  (Se  voce  fiver  um  CAS, 
experimente-o.)  Na  realidade  e muito 
mais  factl  lidar  com  a resposta  em 
serie  infinita  obtida  no  Exemplo  8(a) 
do  que  com  a resposta  finite  dada  por 
um  CAS. 


SOLUCAO 

(a)  A primeira  etapa  e expressar  o integrando,  1/(1  + x')„  como  uma  soma  de  uma  serie 
de  potencias.  Como  no  Exemplo  1,  comepamos  com  a Equapao  1 e trocamos  x por  -a  7: 


1 


1 


2 (“*' 


1 + x7  1 — (—X7) 

= 2 (~l)"x7"  - 1 - x7  + JC] 


Agora  integramos  termo  a termo: 

c 1 


V 1 + X7 


dx 


} Jl-DV'Ji'Ct  2 (-1)" 


In  + 1 


C + x 


8 + 15  22  + 


Essa  serie  converge  para  | — x7 1 < 1,  isto  e,  para  |x  j < L 

(b)  Aplicando  o Teorema  da  Avaliapao  nao  importa  qual  antiderivada  utilizamos;  assim 
vamos  usar  a antiderivada  da  parte  (a)  com  C = 0: 


_J 

1 + x7 


dx 


x*_  x^ 

8 15 


22 


1 

8 * 2s 


+ 


15  • 21 


1 

22  • 22 


(-1)" 
(In  + 1)27 


Essa  serie  infinita  e o valor  exato  da  integral  definida,  mas,  como  6 uma  serie  altemada, 
podemos  aproximar  a soma  usando  o Teorema  da  Estimativa  de  Series  Altemadas.  Se 
pararmos  de  adicionar  os  termos  com  n = 3,  o erro  e menor  que  o termo  com  n = 4: 


1 

29  • V 


6,4  X 10 


Assim  temos 

ro.s  1 


!o  1 + x7  dX  2 8 * 28  ^ 15  • 213  22  ■ 22 


0,49951374 


O 


Exercicios 


1.  Se  o raio  de  convergencia  da  serie  de  potencias  2,T=o  c„x"  for  10, 

qual  e o raio  de  convergencia  da  serie  2“=l  «c„x"“'?  Por  que? 


3-10  □ Encontre  uma  representagao  em  serie  de  potencias  para  a 
funpao  e determine  o intervalo  de  convergencia. 


2.  Suponha  que  voce  saiba  que  a serie  2“=0  b„xn  converge  para 
) x | < 2.  O que  voce  pode  dizer  sobre  a serie  a seguir?  Por  que? 


3.  f{x)  = 


1 

1 -r  X 


4.  f{x) 


1 


n + I 


x ' 


5.  fix)  - 


m Ax)  - 


i 

1 + 9x2 
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IB  fix)  - 
9.  fix) 


x - 5 
x 

9 + x2 


-8.  fix)  - 
10-  fix) 


4x  + 1 

A'2 


11-12  □ Expresse  a funfao  como  a soma  de  uma  sene  de  potencias 
usando  primeiro  fracoes  parciais.  Encontre  o intervalo  de 
convergencia. 

3 . lx  ~ 1 


11-  fix) 


12.  fix) 


x2  + x — 2 J w 3x2  + 2x  — 1 

(a)  Use  diferenciaqao  para  achar  a representacao  em  serie  de 
potencias  para 

Ax)  = 77 

(1  + x) 

Qual  e o raio  de  convergencia? 

(b)  Use  o item  (a)  para  encontrar  uma  serie  de  potencias  para 

Ax)  = TfTfT 

(1  + x) 

(c)  Use  item  (b)  para  achar  uma  serie  de  potencias  para 

f(x)  “ JTTxf 

14.  (a)  Ache  uma  representacao  em  serie  de  potencias  para 
fix)  — In  (1  + x).  Qual  e o raio  de  convergencia? 

(b)  Use  item  (a)  para  encontrar  uma  s6rie  de  potencias  para 
f(x)  — x In  (1  + x). 

(c)  Use  item  (a)  para  achar  uma  serie  de  potencias  para 
Ax)  = In  (x2  +1). 

15-18  □ Encontre  uma  representacao  em  sene  de  potencias  para  a 
fungao  e determine  o raio  de  convergencia. 

Hif  f(x)  = !n(5  — x)  16.  f(x) 


17.  fix) 


(x  - 2)2 


(1  - 2x)2 
18.  fix)  = arctg(x/3) 


IS  19-22  O Encontre  uma  representacao  em  serie  de  potencias  para/, 
plot  e/e  v arias  somas  parciais  sfx)  na  mesma  tela.  O que  acontece 
quando  n aumenta? 

I 

19.  fix)  = ln(3  + x)  20.  fix) 


fix)  - ini  - 


1 + x 


X 2 + 25 
22.  fix)  — tg"i(2x) 


23-26  □ Avalie  a integral  indefinida  como  uma  serie  de  potencias. 
Qual  e o raio  de  convergencia? 


21-30  □ Use  uma  serie  de  potencias  para  aproximar  a integral 
definida  com  precisao  de  seis  casas  decimals. 


dx 


, f 0.2 1_ 

jo  1 + X5 

Vtg  ' /x4)dx 


rOA 

L Jo  ln(l  + x4)dx 

f 0.5  dx 

JO 


1 + X* 


31.  Use  o resultado  do  Exempio  6 para  calcular  In  1,1  com 
precisao  de  cinco  casas  decimals. 


32.  Mostre  que  a fun?ao 

fix) 


(“l)"x2" 


■ j 

f g dt 

l - f 

24. 

38. 

».  j 

f X - tg“!x  , 

1 „ dx 

X - 

26. 

| tg ~’(x2)dx 

fo  (2 «)! 
e uma  solu^ao  da  equagao  diferencial 
fix)  + fix)  ~ 0 

33.  (a)  Mostre  que  J0  (a  fun^ao  de  Bessel  de  ordem  0 dada  no 

Exempio  4)  satisfaz  a equac&o  diferencial 

x2JSix)  + xJo'(x)  + xQo(x)  = 0 
(b)  Avalie  j0  70(x)  dx  com  precisao  de  tres  casas  decimais. 

34.  A funqao  de  Bessel  de  ordem  1 e definida  por 

00  - 1 yi-r-Zn*  1 

/ (r\  = V * U * 

"o«!(«+  l)!22n+1 

(a)  Mostre  que  Jt  satisfaz  a equa?ao  diferencial 

xQj'(x)  + xJ((x)  + (x2  — l}/(x)  ™ 0 

(b)  Mostre  que  /o(x)  = —J\(x). 

35.  (a)  Mostre  que  a fun$ao 

/w-i4 

n=o  n\ 

e uma  solu§ao  da  equa^ao  diferencial 
fix)  » fix) 

(b)  Mostre  que  fix)  = e\ 

36.  Seja  f,(x)  — (sen  nx)/n2,  Mostre  que  a serie  2/„(x)  converge 
para  todos  os  valores  de  x,  mas  que  a serie  de  derivadas  2/„'(x) 
diverge  quando  x = 2mr,  n uni  inteiro.  Para  quais  valores  de  x 
a serie  2 fix)  converge? 

MB  Seja 

fix)  = 

«- 1 « 

Encontre  os  intervalos  de  convergencia  para  /,  /'  e f”. 

(a)  Come^ando  com  a serie  geometrica  2"«o  x”,  encontre  a 
soma  da  serie 

2 nxn~'i  | x | < !. 

B-l 


Ite-  . XOa. 
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(b)  Encontre  a soma  de  cada  uma  das  series  a seguir. 

(i)  X nxn,  |x|  < 1 («) 

n~ ! «"l  ^ 

(c)  Encontre  a soma  de  cada  uma  das  series  a seguir. 


40,  (a)  Completando  o quadrado,  mostre  que 
dx 


‘i 

j o 


x -f  1 


TT 

3.3 


(i)  X n(n  — l)xn,  j Jt*  j < 1 

n=2 

oc  2 cc  2 

. v>  n — n .....  V n 

00  I — ^ — 0«)  1 

39.  Use  a serie  de  potencias  para  tg_1x  para  provar  a seguinte 
expressao  para  it  como  a soma  de  uma  serie  infmita 


2/3  2 


o (2 n + 1)3" 


(b)  Ao  fatorar  x3  + 1 como  uma  soma  de  cubos,  reescreva 
a integral  no  item  (a).  Depois  expresse  1 /(x3  -f  1) 
como  a soma  de  uma  serie  de  potencias  e use-a 
para  provar  a seguinte  formula  para  it: 

4 „%  8"  V 3n  + 1 3n  + 2 / 


Series  de  Taylor  e de  Maclaurin 

Na  se^ao  anterior  pudemos  encontrar  representagoes  para  uma  certa  classe  restrita  de 
funqoes.  Aqui  investigaremos  problemas  mais  gerais:  quais  funcoes  tem  represen  ta^oes  em 
serie  de  potencias?  Como  podemos  achar  tais  representaqoes? 

Comeqaremos  supondo  que  / seja  qualquer  funcao  que  pode  ser  representada  por  uma 
serie  de  potencias. 

fT]  f(x ) = c0  + ci(x  — a)  + Cz(x  ~ a)2  + c3(x  — a)3  + c4(x  — a)4  + • • • \x  — a j < R 

Vamos  tentar  determinar  quais  coeficientes  cn  devem  ser  termos  de  f Para  comeqar,  note  que, 
se  colocarmos  x — ana  Equa^ao  1,  entao  todos  os  termos  depois  do  primeiro  sao  0 e obtemos 

/(«)  = Co 

Pelo  Teorema  1 1.9.2,  podemos  diferenciar  a serie  na  Equaqao  1 termo  a termo: 

[2 1 f'(x ) = c\  + 2 c2(x  — a)  + 3c3(x  — a)2  + 4c4(x  — a)2  + * * - | x — a | < R 

e a substituiqao  de  x = « na  Equaqao  2 fomece 

f\a)  = ci 

Agora  diferenciamos  ambos  os  lados  da  Equa£ao  2 e obtemos 

f3|  f"(x)  — 2ca  + 2 • 3c3(x  — a)  + 3 ■ 4c4(x  — a)2  + * * * j x — a j < R 

Novamente  colocamos  x = a na  Equa^ao  3.  O resultado  e 

f”(a)  - 2c2 

Vamos  aplicar  o procedimento  mais  uma  vez.  A diferencia^ao  da  sdrie  na  Equa^ao  3 fomece 
1 4 1 f'"(x)  = 2 * 3c3  + 2 • 3 * 4c4(x  — a)  + 3 • 4 • 5c$(x  — a}2  + ■ • • \x  ~~  a j < R 


...A  ViJSt.  98$.  Sfe  .fc. 
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e a substituigao  de  x = a na  Equagao  4 resulta  em 

f"(a)  = 2 • 3c3  - 3 !c3 

Agora  voce  pode  ver  o padrao.  Se  conti nuarmos  a diferenciar  e substituir  jc  = a,  obteremos 

— 2 • 3 * 4 • • • • • nc„  — n!c„ 

Resolvendo  essa  equagao  para  o n-esimo  coeficiente  cn,  obteremos 

f(n\a) 


Essa  formula  permanecera  valida  mesmo  para  n — 0 se  adotarmos  as  convengdes  de  que 
0!  — 1 e fM)  = f.  Entao  provamos  o teorema  a seguir. 


1 5 j Teorema 

“ ' “ I 

Se  / tiver  uma  representacao  (expansao)  em  serie  de  potencias  em  a , 

1 isto  e,  se 

f(x) 

— 2)  c„( x — af  | x — a | < R 

entao  seus  coeficientes  sao 

dados  pela  formula 

. fM(a) 

Cn  t 

«! 

□ A serie  de  Tayior  recebeu  esse 
nome  em  homenagem  ao  matematico 
ingl&s  Brook  Taylor  (1685-1731),  e a 
serie  de  Maclaurin  tern  esse  nome  em 
homenagem  ao  matematico  escoces 
Colin  Maclaurin  (1698-1746),  apesar  do 
fato  de  a serie  de  Maclaurin  ser 
apenas  urn  caso  especial  da  serie  de 
Taylor.  Mas  a ideia  da  representagao 
de  fungoes  particulares  como  somas  de 
series  de  potencias  remonta  a Newton, 
e a serie  geral  de  Taylor  era  conhecida 
pelo  matematico  escocds  James 
Gregory  em  1668  e pelo  matematico 
sutgo  John  Bernoulli  na  decada  de  1 690. 
Taylor  aparentemente  nao  sabia  do 
trabalho  de  Gregory  e Bernoulli  quando 
publicou  suas  descobertas  sobre 
series  em  1715  no  livro  Methodus 
incremeniorum  directa  et  inversa.  A 
serie  de  Maclaurin  recebeu  essa 
denominagao  por  causa  de  Colin 
Maclaurin,  que  a popularizou  em  seu 
livro-texto  de  calculo  Treatise  of 
Fluxions,  publicado  em  1742. 


Substituindo  essa  formula  para  c„  de  volta  na  serie,  vemos  que,  se  / tiver  uma  expan- 
sao  em  serie  de  potencias  em  a,  entao  ela  deve  ser  da  forma  a seguir. 


E /(*)  = i - ay 


n—Q  111 


,fia)+mix„a),i^{x_af+naL(I_a?+ 


1! 


2! 


3! 


A serie  na  Equa?ao  6 6 chamada  serie  de  Taylor  da  fungao  / em  a (ou  ao  redor  de  a 
ou  centrada  em  a).  Para  o caso  especial  a — 0 a serie  de  Taylor  se  toma 


Esse  caso  surge  com  freqiiencia,  e !he  foi  dado  o nome  especial  de  serie  de  Maclaurin. 

NOTA  □ Mostramos  que,  se  / puder  ser  representada  como  uma  serie  de  potencias  ao 
redor  de  a,  entao/  e igual  a soma  de  sua  sdrie  de  Taylor.  Mas  existem  fungoes  que  nao  sao 
iguais  a soma  de  suas  series  de  Taylor.  Urn  exemplo  de  tal  fungao  e dado  no  Exercfcio  62. 
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EXEMPLO  1 □ Encontre  a serie  de  Maclaurin  da  fun^ao  fix)  — ex  e seu  raio  de 
convergencia. 


SOLUQAG  Se  /(x ) = ex,  entao  /-"'(x)  = ex,  assim  /<n,(0)  = e°  — 1 para  todo  n.  Portanto 
a serie  de  Taylor  para / era  0 (isto  e,  a serie  de  Maciaiirin)  e 


s 

1,-0  nl 


fn)(  0)  „ 


n-0  ft- 


X X"  X" 

+ 77 ' 77  + 17  + 


Para  encontrar  o raio  de  convergencia  fazemos  an  = x"/n\.  Entao 

0 < 1 


@n- Hi 

xfl+1  n\ 

Id 

Cln 

(n  + 1)!  xa 

n + 1 

assim,  pelo  Teste  da  Razao,  a serie  converge  para  todo  x,  e o raio  de  convergencia  e 
R ~ co. 


A conclusao  que  podemos  tirar  do  Teorema  5 e do  Exemplo  1 e que  se  ex  tiver  uma 
expansao  era  serie  de  potencias  em  0,  logo 


A 

«— 0 


Entao,  como  determinai'  se  ex  tem  uma  representa^ao  em  serie  de  potencias? 

Vamos  investigar  uma  questao  mais  geral:  sob  quais  circunstancias  uma  funcao  e igual 
a soma  de  sua  serie  de  Taylor?  Em  outras  palavras,  se / tiver  derivadas  de  todas  as  ordens, 
quando  e verdade  que 


fix)  = 


n~0  n\ 


~ a )' 


Como  com  qualquer  serie  convergente,  isso  significa  que  /(x)  e o limite  da  seqliencia  das 
somas  parciais.  No  caso  da  serie  de  Taylor,  as  somas  parciais  sao 


T(  , v /'7a)  , 
Tn{x)  = 2 — ~ — (x 


=o  i' 


a)‘ 


□ Quando  n aumenta,  T„(x)  parece 
aproximar  na  Figura  1 . isso  sugere 
que  ex  seja  igual  & soma  de  sua  serie 
de  Tayior. 


w \ 4.  ( 

fia)  + ^jj-(x 


a),f^L(x 


a)"  4- 


j : \X 


nl 


af 


Note  que  Tn  e um  polinomio  de  grau  n chamado  polinomio  de  Taylor  de  grau  n de / em 
a.  Por  exemplo,  para  a funcao  exponencial  f(x)  — ex,  o resultado  do  Exemplo  1 mostra  que 
os  polinomios  de  Taylor  em  0 (ou  polinomios  de  Maclaurin)  com  n = 1,  2 e 3 sao 

Ti(x)  = 1 + x T2(x)  = 1 + x + T3(x)  - 1 + x + Z-  + 

l ! JL ! 3 ! 

Os  graficos  da  funcao  exponencial  e desses  tres  polinomios  de  Taylor  estao  desenhados  na 
Figura  1. 

Em  geral,  f(x ) e a soma  de  sua  serie  de  Taylor  se 

fix ) - Hm  Tn (x) 

Se  fizermos 


Rn(x)  — fix)  - Tn(x)  de  maneira  que  fix)  = Tn(x)  + i?„(x) 
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entao  Rf x)  e denominado  resto  da  serie  de  Taylor.  Se  pudermos  de  alguma  maneira 
mostrar  que  lsm*-^  Rfx)  — 0,  segue  que 

lim  Tfx)  = lim  [fix)  — Rfx)\  — f(x)  - lim  Rfx)  = fix) 


Aqui,  portanto,  provamos  o seguinte: 


j 8 ? Teorema  Se  f(x)  = Tfx)  + Rfx),  onde  T„  e o polinomio  de  Taylor  de  grau  n 
de  / em  a e 

lim  R„(x)  = 0 

n 

para  | x — a | < R,  entao  / e igual  a soma  de  sua  serie  de  Taylor  no  intervalo 
\x-a\ < R. 


Ao  tentar  mostrar  que  lim,....,*  Rfx)  — 0 para  uma  fungao  especifica  f geralmente 
usamos  o fato  a seguir. 


[3]  Desigualdade  de  Taylor  Se  | f{n^\x)  | M para  | x — a | d,  entao  o resto 
Rfx)  da  serie  de  Taylor  satisfaz  a desigualdade 


1 iTJL  j 

8-w|ssFnj[|^“i 


para  | x — a | d 


Para  ver  por  que  isso  e verdadeiro  para  n = 1,  assumimos  que  |/"(jc)  | « M.  Em  par- 
ticular, temos  f”(x)  M ; assim,  para  a x *£  a + d,  temos 


[*Mdt 

Ja  Ja 


Uma  antiderivada  de  f"  e /';  dessa  foraia,  pela  parte  2 do  Teorema  Fundamental  do 
Calcuio,  temos 

fix)  ~f(a ) «£  M(x  - a)  ou  fix)  f(a ) + M(x  - a) 


| fit)  dt  | [f'ia)  + M(t  — a)]  dt 


f{x)  - f {a)  *zf'(a)(x  ~ a)  + M 


(x  - af 


fix)  - f{d)  - f'(a){x  ~ a)  — (x  ~ af 
Mas  Rfx)  = f(x)  ~ Tfx)  = fix)  ~ f (a)  - f fa) (x  ~ a).  Logo, 


. x 1.73.  . , ^ 

Rfx)  af 


fe.  -v.  §4 
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□ Como  alternativas  para  a 
desigualdade  de  Taylor,  temos  as 
seguintes  formulas  para  o termo  resto. 
Se  se  for  contfnua  sobre  um 
intervalo  feie/,  entao 


r„(x)  = — /;  (x  - tyf!<+l)(t)  dt 


Este  e chamsdo  forma  integral  do 
termo  resto.  Outra  formula,  ehamada 
forma  de  Lagrange  para  o resto, 
estabelece  que  existe  um  numero 
z entre  x e « tal  que 


R„(x)  = 


(n  + 1 )! 


(x  — o)"'1 


Essa  versao  euma  extensao  do 
Teorema  do  Valor  Medio  (o  qual  e o 
caso  quando  n = 0). 


Provas  para  estas  formulas, 
juntamente  com  as  discussoes  de 
como  usa-las  para  resolver  os 
exemplos  das  Segoes  1 1.10  e 11.12, 
estao  dadas  no  website 


www.  ste  wartca  leu  I us . com 


Clique  em  Additional  Topics  e depois 
em  Formulas  for  Remainder  Term  in 
Taylor  series. 


□ Em  1748,  Leonhard  Euler  usou  a 
Eauagao  12  para  achar  o valor  correto 
de  e com  23  dlgitos.  Em  2000,  Xavier 
Gourdon  e S.  Kondo  novamente 
usaram  a serie  em  (12),  calcularam  e 
com  mass  de  12  biihoes  de  casas 
decimals.  As  tecnicas  especiais  que 
eles  empregaram  para  acelerar  os 
calcuios  sao  explicadas  no  endereco 
www.numbers.computation.free.fr 


Um  argumento  similar,  usando  f"(x)  > 

Ri(x) 

Assim  | | 

Embora  tenhamos  assumido  que  x > a,  calcuios  similares  mostram  que  essa  desigualdade 
e tambem  verdadeira  para  x < a. 

Isso  prova  a Desigualdade  de  Taylor  para  o caso  onde  n = 1.0  resultado  para  um  n 
qualquer  e provado  de  uma  maneira  similar  pela  integracao  n + 1 vezes.  (Veja  o Exercicio 
61  para  o caso  n — 2.) 

NOTA  o Na  Segao  11.12  exploraremos  o uso  da  Desigualdade  de  Taylor  para  aproximar 
funcoes.  Nosso  uso  imediato  e aplica-la  junto  com  o Teorema  8. 


Ao  aplicar  os  Teoremas  8 e 9,  muitas  vezes  e util  usar  o fato  a seguir. 


-M,  mostra  que 

■ ~ '-(x -a y- 


M 


Isso  e verdade  porque  sabemos  do  Exemplo  1 que  a serie  2 xn/n\  converge  para  todo  x,  e 
seu  n-esimo  tenno  se  aproxima  de  0. 

EXEMPLO  2 □ Prove  que  ex  6 igual  a soma  de  sua  serie  de  Maclaurin. 

SOLUQAO  Se  /(x)  = e \ entao  /('I+l)(x)  = ex  para  todo  n.  Se  d for  qualquer  numero 
positivo  e |x  | =£  d,  entao  |/{,!+1?(x)  | = e*  « ed.  Assim  a Desigualdade  de  Taylor,  com 
a = 0 e M ~ ed,  diz  que 

1 Rn{x)  1 ^ "7 ■■■■—  Ixr  para|x|^J 

Note  que  a mesma  constante  M = ed  funeiona  para  cada  valor  de  n.  Mas,  a partir  da 
Equagao  10,  temos 


lim 

ft— >cc 


(n  + 1)! 


x 


Ifi-H 


ed  lim 


( n + 1)! 


= 0 


Segue  do  Teorema  do  Confronto  que  lima_»^  | /?„(x)  [ ~ 0 e,  portanto,  lim„^» R„{x)  = 0 
para  todos  os  valores  de  x.  Pelo  Teorema  8,  ex  e igual  a soma  de  sua  serie  de  Maclaurin, 
isto  e. 


du 


Em  particular,  se  colocarraos  x = 1 na  Equagao  11,  obteremos  a seguinte  expressao 
para  o numero  e como  uma  soma  de  uma  serie  infmita: 
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n =0  n! 


1!  + 2!  + 3!  + 


EXEMPLO  3 □ Encontre  a serie  de  Taylor  para  f{x)  ~ ex  em  a ~ 2. 

SOLUQAO  Temos  f (n>( 2)  = e2\  e assim,  colocando  a ==  2 na  definicao  de  uma  serie  de 
Taylor  (6),  obtemos 


i£o  n\ 


(x  - 


2)'!  = 


(x  — 2)n 


Novamente  pode  ser  verificado,  como  no  Exemplo  1 , que  o raio  de  convergence  e 
R — oo.  Como  no  Exemplo  2,  podemos  verificar  que  lim^^  Rjx)  = 0,  assim 

“ 

fl3l  ex  — 2)  — (x  — 2 )"  para  todo  x 

n— 0 n\  Q 

Temos  duas  expansoes  em  series  de  potencias  para  ex,  a serie  de  Maclaurin  na  Equagao 
Ilea  serie  de  Taylor  na  Equagao  13.  A primeira  e melhor,  se  estivermos  interessados  em 
valores  de  x proximos  de  0 e,  a segunda,  tambem,  se  x estiver  proximo  de  2. 


EXEMPLO  4 □ Encontre  a serie  de  Maclaurin  para  sen  x e prove  que  ela  representa  sen  x 


para  todo 
SOLUQAO 


x. 

Arranjamos  nossos  calculos  em  duas  colunas  como  a seguir: 


f w 

— sen  x 

m- 

= 0 

fix)  ■ 

= COS  X 

/'( 0)  = 

1 

fix) 

~ —sen  x 

no)  = 

= 0 

ru)  • 

= —cos  X 

no)  - 

-1 

fw(x) 

— sen  x 

/<4)( 0)  ■ 

= 0 

□ A Figura  2 mostra  o grafico  de  sen  r 
junto  com  seus  polindmios  de  Taylor 
{ou  Maclaurin) 

Ux)  = X 

x 3 

Ux)  « X - ~ 

Ux)^x  - ~ + ”7 

Note  que,  quando  n aumenta,  T„(x) 
torna-se  melhor  aproximagao  para  senx 


Como  as  derivadas  se  repetem  de  quatro  em  quatro,  podemos  escrever  a serie  de 
Maclaurin  como  a seguir: 


-m  , AO)  , /"< 0) 

f 0 + ~ii~x  + ~~rT 


X ~ + 


no) 

3! 


X3  + 


*=  jc  — — + — — — + . • « =»  y — — — 

3!  5!  7!  "o  ' (2 n + 1)! 

Como  f(n+l)(x)  € ±sen  x ou  ±cos  x,  sabemos  que  j /(n+1)(x)  j 1 para  todo  x.  Assim 
podemos  tomar  M — 1 na  Desigualdade  de  Taylor: 


Rn{x) 


M 


(n  + 1)! 


(»  + !)! 


Pela  Equacao  10,  o lado  direito  dessa  desigualdade  se  aproxima  de  0 quando  n 
dessa  forma,  | Rn(x)  | — » 0 pelo  Teorema  do  Confront©.  Segue-se  que  Rjx)  0 quando 
n oo,  assim  sen  x e igual  a soma  de  sua  serie  de  Maclaurin  pelo  Teorema  8.  o 


.1}..-  .1§£&..  


"if..  &.*»•  v-  . 
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□ As  series  de  Maciaurin  para  e\  sen  x 
e cos  x que  encontramos  nos  Exemplos 
2,  4 e 5 foram  descobertas  prsmeiro, 
usando-se  metodos  diferentes,  por 
Newton.  (Ha  evibencias  de  que  a serie 
para  sen  x e cos  x sao  conhecidas  dos 
astronomos  indianos  ha  mats  de  um 
secuio  antes  de  Newton,  mas  esse 
conhecimento  nao  se  espalhou  peio 
mundo.) 

Essas  equapoes  sao  formidaveis, 
porque  dizem  que  saberemos  tudo 
sobre  cada  uma  dessas  funpoes  se 
conhecermos  todas  as  suas  denvadas 
na  origem. 


□ Obtivemos  duas  representsgoes 
em  serie  diferentes  para  sen  x,  isto  e,  a 
serie  de  Maciaurin  no  Exemplo  4 e 
a serie  de  Taylor  no  Exemplo  7. 

E melhor  usarmos  a serie  de  Maciaurin 
para  valores  de  x proximos  de  0 e a 
serie  de  Taylor  para  valores  proximos  de 
tt/3.  Note  que  o terceiro  polinbmio 
de  Taylor  na  Figure  3,  e uma  boa 
aproximagao  para  sen  x proximo  de 
-rr/3,  mas  nao  e boa  proximo  de  0. 
Compare-o  com  o terceiro  polinomio 
de  Maciaurin  T3  na  Ftgura  2,  onde  o 
oposto  e verdadeiro. 


Escrevemos  o resultado  do  Exemplo  4 para  referenda  futura. 


y (-i)n  - 

A f (2 n + 1)! 


para  todo  x 


EXEMPLO  5 □ Encontre  a serie  de  Maciaurin  para  cos  x. 


S0LUQA0  Poderfamos  proceder  diretamente  como  no  Exemplo  4,  mas  e mais  fact! 
dtferenciar  a serie  de  Maciaurin  para  sen  x dada  pela  Equagao  15: 


cos  x = (sen  x) 
ax 


A. 

dx 


3x 

3! 


+ 


5x4 

51 


7 

X 

Xs 

x7 

X “ 

— 

~j,~  — 

-4“  ■ ' 

3! 

5! 

7! 

) 

lx6 

. . _ j 

•> 

X" 

x4 

- 

— - — -j- 

7! 

2! 

4! 

61 


+ 


Como  a serie  de  Maciaurin  para  sen  x converge  para  todo  jc,  o Teorema  2 da  Sepao  1 1.9 
nos  conta  que  a serie  diferenciada  para  cos  x tambem  converge  para  todo  x.  Entao 


i 

i cos  X — 1 

X 2 X4 

x6 

— + - 

- -p  . . . 

j 

2!  4! 

6! 

« H 1 

II 

_ 

1 | 
I 1 

para  todo  x 

EXEMPLO  S □ Encontre  a serie  de  Maciaurin  para  a funpao  fix)  = xcos  x. 

S0LUQA0  Em  vez  de  calcular  derivadas  e substituir  na  Equapao  7,  e mais  facil 
multiplicar  a serie  para  cos  x (Equapao  16)  por  x: 


x cos  x = x 2 (~  1)"  -~— 

n~0  (2  fl)\ 


K-iy-TTTT 
n= o (2n)\ 


EXEMPLO  1 □ Represente  f{x)  ~ sen  x como  a soma  de  sua  serie  de  Taylor  centrada 
em  7r/3. 


r\x) 


-cos  X 


f 

f 

f" 

r 


S0LUQA0  Arranjando  nosso  trabalho  em  colunas,  temos 
fix)  = sen  x 

f'(x)  ~ COS  X 

f"(x)  — —senx 


Til 

2 

1 

2 


A 

2 

1 

2 


e esse  padrao  se  repete  indefinidamente.  Portanto  a serie  de  Taylor  em  tt/3  e 
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y \ 

y ~ sen  x 

/ \ 

\ 

■/  , Vi , 

i 

0 K \ . 

./ 

3 \ 

/ 

V 

■7 

\ 

/ 

T { 

■ - ...  / 

Ty  \ 

A prova  de  que  essa  serie  representa  sen  x para  todo  x e muito  similar  aquela  no  Exemplo  4. 
[Apenas  troque  x por  x - tt/3  em  (14).]  Podemos  escrever  a serie  na  notagao  de  sigma  se 
separarmos  os  termos  que  content  y3: 


FIGURA3 


sen  x — 2 

n— 0 


(~D^3 

2(2 n)! 


. v ("D"  ( 

h 2(2 n + 1)!  V 


m Senes  de  Maciaunn  imports ntes  e 
seus  intervals  de  convergencia. 


A serie  de  potencias  que  obtivemos  por  metodos  indiretos  nos  Exemplos  5 e 6 e na 
Se^ao  1 1.9  sao  realmente  as  series  de  Taylor  e de  Maclaurin  para  as  funpoes  dadas,  porque 
o Teorema  5 afirma  que,  nao  importa  como  uma  serie  de  potencias  f(x)  — S cn(x  — a)n  e 
obtida,  e sempre  verdade  que  c„  — fM(a)/n\.  Em  outras  palavras,  os  coeficientes  sao  uni- 
camente  determinados. 

Colecionamos  na  tabela  a seguir,  para  referenda  futura,  algumas  series  de  Maclaurin 
importantes  que  derivamos  nesta  se$ao  e na  anterior. 


= 2 xn  — 1 + X + x2  + x~  + 

1 X n^O 


(-1,1) 


x . X X*  X- 

6 = X = 1 H H 1 h 

flf0n!  1!  2!  3! 


sen  x 


,2  n-H 


''  (2n  + 1)!  X 3!  T 5!  7!  + 


y~— 

n~o  (2n) ! 


x ' a:  x 

1 ~ 27  + IT  ” 6!~  + 


tg  A = 2(-l)“ 

n= 0 


— x — — T 

2n  + 1 3 5 


( — 00^  oc) 
( — O05  co) 
( — 00^  co) 
[-1,1] 


Uma  razao  para  a importancia  das  series  de  Taylor  e que  elas  nos  permitem  integrar 
fu^Ses  que  nao  poderiamos  manejar  anteriormente.  De  fato,  na  introducao  deste  capitulo 
mencionamos  que  Newton  freqiientemente  integrava  fun^oes,  primeiro,  expressando-as 
como  uma  serie  de  potencias  e,  depois,  integrando  a serie  termo  a termo.  A fun9ao 
/( x)  — e~x  nao  pode  ser  integrada  pelas  tecnieas  discutidas  ate  agora,  porque  sua  anti- 
derivada  nao  e uma  fung'ao  elementar  (veja  a Se9§o  7.5  no  Volume  I).  No  exemplo  a seguir, 
usaremos  a ideia  de  Newton  para  integrar  essa  funcao. 

EXEMPLO  8 □ 

(a)  Avalie  J e~x~  dx  como  uma  serie  infinita. 

(b)  Avalie  Jt!  dx  com  precisao  de  0,001. 


..Site. 
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Podemos  tomar  C = 0 na 
antiderivada  na  parte  (a). 


□ Alguns  sistemas  algebricos 
computacionais  calculam  o iimite 
dessa  maneira. 


SOLUQAO 

(a)  Primeiro  encontramos  a serie  de  Maclaurin  para  fix)  — ex  , Embora  seja  possivel 
usar  o metodo  direto,  vamos  encontra-Ia  simplesmente  trocando  x por  — x 2 na  serie  para 
e*  dada  na  tabela  de  series  de  Maclaurin.  Entao,  para  todos  os  valores  de  x. 


Iif-=P-ir7 

n~o  n\  „=0  n\ 


x x 

I!  ^ 2i"  ~ 37  + 


Agora  integramos  termo  a termo: 

,2 


dx 


C + x 


X"  x4  x6  , x2'* 

— + + . . . + (-})'> — + 

1!  2!  3!  V ' ni 


dx 


x3  x5 


3-1!  5-2!  7-3! 


+ • ••  + (-1)” 


(2  n + 1 )n\ 

Essa  serie  converge  para  todo  x,  porque  a serie  original  e~x  converge  para  todo  x. 
(b)  O Teorema  da  Avalia9ao  fomece 


I' 


dx 


3-1!  5*2!  7*3! 

1 “ 3 + ](j  " 42  + 216  ” 

l-5  + i5-s  + ns  - 0.7475 


+ 


9 • 4! 


O Teorema  da  Estimativa  da  Serie  Altemada  mostra  que  o erro  envolvido  nessa 
aproxima9ao  e menor  que 


_J 

11  • 5! 


1 

1.320 


< 0,001 


Outro  uso  da  serie  de  Taylor  e ilustrado  no  proximo  exemplo.  O Iimite  poderia  ser 
encontrado  com  a Regra  de  L’ Hospital,  mas,  em  vez  disso,  usamos  uma  serie. 


IXEfiPLO  9 ij  Avalie  lira 

x-»0 


SOLUQAO  Usando  a serie  de  Maclaurin  para  e\  temos 


lira 

Jt— »0 


= lira 

jc-»0 


lim 

jt~»0 


x x2  _ x3 

1 H 1 — *- i h 

1!  2!  3! 


2 3 4 

X X X 

( 1 f- 

2!  3!  4! 


- lim  (4  + “"  + ~ + “ + 
*0  \ 2 3!  4!  5! 

1 

2 


hi 


porque  as  series  de  potencias  sao  funQoes  continuas. 


James  Stewart  CAPITULO  11  SEQUENCES  INFINiTAS  E SERIES 


767 


Multiplica^ao  e Divisao  de  Series  de  Potencias 

Se  as  series  de  potdncias  forem  adicionadas  ou  subtraidas,  eias  se  comportarao  como 
polindmios  (o  Teorema  1 1.2.8  mostra  isso).  De  fato,  como  o proximo  exemplo  ilustra,  elas 
tambem  podem  ser  multiplicadas  e divididas  como  polindmios.  Encontramos  apenas  os 
primeiros  termos,  pois  os  calcuios  para  os  termos  posteriores  tomam-se  tediosos  e os  ter- 
mos  iniciais  sao  os  mais  importantes. 

EXEMPLO  10  □ Encontre  os  tres  primeiros  termos  diferentes  de  zero  na  serie  de 
Maclaurin  para  (a)  ex  sen  x e (b)  tg  x. 

SOLUQAO 

(a)  Usando  a serie  de  Maclaurin  para  ex  e sen  x na  tabela,  temos 


Multiplicamos  essas  expressoes  juntando  termos  semelhantes  como  para  polindmios: 

1 + X + |x2  + |x3  + • * • 

X - g*3  + • * • 

x + X2  + lx3  + |x4  + * - - 

! 5 1 4 

" 6*  “ 6*  “ * ' * 

X + x2  + |x3  + ■ • * 


Entao 


e sen  x 


X + x2  + 4.x3  + 


(b)  Usando  a serie  de  Maclaurin  na  tabela,  obtemos 


tg  x 


sen  x 
cos  x 


3 5 

X X 

3!  5!~ 


1 


x^  aU 

2!  4! 


Usamos  um  procedimento  parecido  com  a divisao  longa: 

* --3  i 2 __5 


X + jXJ  + “X3  + 


1 


i 


X -r  ^X 


J 


|x?  + lloX5 

I*3  + T*x5 


1 3 
3* 

1 3 
3* 


hx5  + 

|x5  + 


Entao 


Is*3  + 

tg  X = X + fx3  + ^x5  + * ■ • 


Embora  nao  tenhamos  tentado  justificar  as  manipulates  formais  usadas  no  Exemplo  10, 
elas  sao  legftimas.  Existe  um  teorema  que  afirma  que,  se  f(x)  = 2 cnxR  e g(x)  = 2 bnxn  con- 
vergirem  para  J x | < R e as  series  forem  multiplicadas  como  se  fossem  polindmios,  logo,  a 
serie  resultanle  tambem  convergira  para  |x|  < R e representara  f(x)g(x).  Para  a divisao, 
necessitamos  bo  0;  a serie  resultanle  converge  para  |x  |,  suficientemente  pequeno. 
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W " 


1 


Excrcicios 


iSSS522^2SSSS5S?S3-2a 


1.  Se  /(x)  = 2“=o  b„{x  - 5)"  para  todo  x,  escreva  uma  formula 
para  b$. 

2.  (a)  O grafico  de/6  mostrado.  Explique  por  que  a serie 

1,6  ~ 0,8(x  - 1)  + 0,4(x  - l)2  - 0,1  (x  - l)3  + ■ • * 
nao  e a serie  de  Tavlor  de/centrada  ein  1 . 


yt 

\ f 

N. 

l- 

/ 

/ 

0 

i * 

(b)  Explique  por  que  a serie 
2,8  + 0,5(x  - 2)  + 1,5(jc  - 2)2  - 0,l(x  - 2)3  + • ■ • 
nao  e a s6rie  de  Taylor  de/centrada  em  2. 

3-1  v □ Encontre  a serie  de  Maclaurin  para  f(x)  usando  a defmigao 
de  uma  serie  de  Maclaurin.  [Assuma  que/ tern  expansao  em  uma 
serie  de  potencias.  Nao  mostre  que  Rfix)  — » 0.]  Tambem  encontre 
o raio  de  convergencia  associado. 


■lX  fix)  — cos  .V 

l§.  fix)  * (i  + x) 
7.  fix)  = e5* 

9.  f(x)  ~ senh  x 


4.  f{x)  = sen  2x 
6.  f(x ) — ln(l  + x) 
8.  f(x)  ~ xe1 
10.  f(x)  = cosh  x 


11-18  □ Encontre  a serie  de  Taylor  para  f(x)  centrada  no  valor 
dado  de  a.  [Assuma  que/tem  expansao  em  uma  serie  de  potencias. 
Nao  mostre  que  Rr.(x)  — » 0.] 


11.  f(x)  — 1 + x + x2,  a 
WM  fix)  = e\  a = 3 
15.  f{x)  = cos  x,  a — ir 
17.  fix)  » l! fie,  a = 9 


12.  /(x)  — x2,  a — — 1 
14.  /(x)  — In  x,  a — 2 
16.  fix)  sen  x,  a ~ tt/2 
18.  /x)  - x"2,  a = 1 


19.  Prove  que  a serie  obtida  no  Exercicio  3 representa  cos  x para 
todo  x. 

20.  Prove  que  a serie  obtida  no  Exercicio  16  representa  sen  x 
para  todo  x. 

21.  Prove  que  a serie  obtida  no  Exercicio  9 representa  sinh  x para 
todo  x. 

22.  Prove  que  a serie  obtida  no  Exercicio  10  representa  cosh  x 
para  todo  x. 

23-32  Q Use  uma  serie  de  Maclaurin  derivada  nesta  se^ao  para 

obter  a serie  de  Maclaurin  para  a fun^ao  dada. 

23.  fix)  = cos  TTX  M = -~x/1 

25.  fix)  ==  x tg-'x 


24.  /(x)  — e 
26.  /(x)  — sen(x4 ) 


27.  fix ) — x2e~x  1|8§  f(x)  = x cos  2x 

23.  /(x)  — sen2x  [Dica:  Use  sen2x  = |(l  — cos2x).] 

30.  fix)  = cos2x 
sen  x 

31.  fix)  ' 


1 


se  x 0 
se  x = 0 


1 - sen  x 


32.  fix) 


se  x # 0 
se  x = 0 


i 33-36  □ Encontre  a serie  de  Maclaurin  de  /(por  qualquer  metodo) 
e seu  raio  de  convergencia.  Plote /e  seus  primeiros  polinomios  na 
mesma  tela.  O que  voce  observa  sobre  a rela^ao  entre  esses 
polinomios  e /? 

33.  fix)  ~ \/l  + x 34.  fix)  = e~x * + cosx 

lUil  fix)  = cos(x2)  36.  fix)  — 2' 

37.  Encontre  a s6rie  de  Maclaurin  para  e x e use-a  para  calcular 
e~0-2  coni  precisao  de  cinco  casas  decimals. 

38.  Use  a s6rie  de  Maclaurin  para  sen  x para  calcular  sen  3°  com 
precisao  de  cinco  casas  decimais. 

39-42  □ Avalie  a integral  indefinida  como  uma  serie  infinita. 

f f sen  x 

39.  J xcos  (xr)dx  40.  J dx 

41.  j"  fix7'  + 1 dx  42.  J — dx 

43-46  □ Use  series  para  aproximar  a integral  definida  com  a 
precisao  indicada. 

43.  I:  x cos  ixfidx  (tres  casas  decimais) 

f 0,2 

44.  j " [tg^x3)  4-  sen(x3)]dx  (cinco  casas  decimais) 

fo,i  dx  , . „ 0 

0 TfT^T  (!  erro  | < 10  8) 

46.  j xle~x  dx  (j  erro  | < 0,001) 

47-43  D Use  series  para  avaliar  o limite. 

47.  lim  iXiCk 

i-»0  X‘ 

1 - cos  x 

48.  hm- 7 

JT  — 0 1 + x - e 

*5=™,  sen  x + / 

48.  hm » 

x~>0  X 


. -Si:*,  Wfcb 
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50,  Use  a serie  do  Exemplo  10(b)  para  avaliar 

■*-*0  x' 

Encontramos  esse  limite  no  Exemplo  4 da  Se^ao  4.4  do 
Volume  I usandoa  Regra  de  L’ Hospital  tres  vezes.  Qual 
metodo  voce  prefere? 

51-54  □ Use  multiplica<;ao  ou  divisao  de  series  de  potencias  para 
encontrar  os  tres  prioieiros  termos  diferentes  de  zero  na  serie  de 
Maciaurin  para  cada  fungao. 

(Sli  v — e_jr  cosx  52.  y = sec  x 

53.  v — — 54.  y = ex  tn(l  - x) 

' sen  x 


58. 

5S. 

60. 

61. 

62. 


5“n ! 
9 


4- 

2!  3! 


27  81 


4! 


+ 


1 — In  2 4- 


(In  If  (In  2)' 


Prove  a Desigualdade  de  Taylor  para  n — 2,  isto  e, 
prove  que,  se  | fix)  | M para  j x ~ a J d,  entao 

. A'/  . 

( /?2 (x)  \*~r\x-  a P for  | x - a j «£  d 
6 

(a)  Mostre  que  a funcao  definida  por 


55-80  C Encontre  a soma  da  serie. 


55. 


57. 


“o  42"4  i(2n  4 1)! 


56. 


,io  62"(2 n)\ 


fix)  — 


se  x 0 
se  x = 0 


nao  e igual  a sua  serie  de  Maciaurin. 

(b)  Plote  a funcao  na  parte  (a)  e comente  seu  comportamento 
proximo  da  origem. 


Projeto  cle  Laboratori©  II  Um  Limite  Eiusivo 


it  em  seu  CAS  para  achar  o linw,/(.v)  diretamente.  (A  maioria  dos  sistemas 


5.  Use  o 
de.con 


Este  projeto  envolve  a funcao 

sen(tg  x)  tg(sen  x) 

fix)  =*  -r — — • 

arcsen(arctg  x)  ~ arctg(arcsen  x) 

1.  Use  seu  sistema  de  computa^ao  algebrica  (CAS)  para  avaliar / (x)  para  x = 1;  0,1;  0,01;  0,001 
e 0,0001.  Parece  que/ (x)  tern  um  limite  quando  x -o  07 

2.  Use  CAS  para  plot  ar/ proximo  de  x = 0.  Parece  que / (x)  tem  um  limite  quando  x — > 0? 

3.  Tente  avaliar  lina^^x)  com  a Regra  de  L’Hospital,  usando  seu  CAS  para  encontrar  as 

, denvadas  do  numerador  e do  denominador  O que  voc<S  descobriu?  Quantas  aplica^oes  da  Regra 

; deL’ Hospital  sao  necessdrias? 

gg§§  • 4 §§§§§|  4.  Avalie  usando  seu  CAS  para  encontrar  quantos  terraos  foram  necessarios  da  serie 
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A Serie  Binomial 


Voce  deve  conhecer  o Teorema  Binomial,  que  afirma  que,  se  a e b forem  quaisquer  nu- 
meros  reais  e k for  um  inteiro  positivo,  entao 

k{k  - 1)  A_2^2  k{k  z \){k  - 2)  -4_3 


(a  + bf  = + kak'lb  + — -ak~2b2  + 

2! 


3! 


ak'b 


, k(k  - 1)(*  - 2)  • ■ • (k  - n + 1)  , 

+ • • * i a b 


■T  * • ♦ + kabk  1 + bk 

A nota9ao  tradicional  para  os  coeficientes  binomiais  e 

k \ k(k  - l)f k - 2)  * * • (it  - n + 1) 


1 


n = 1,  2, 


que  nos  permite  escrever  o Teorema  Binomial  na  forma  abreviada: 

(a  + bf  - 2 ( k | ak~nbn 
«“0  \ n J 

Em  particular,  se  colocarmos  a — 1 e b — x,  teremos 

m (i+*)‘“  i 

n»0  \ « / 

Um  dos  feitos  de  Newton  foi  estender  o Teorema  Binomial  (Equa^ao  1)  para  o caso  no 
qua!  k nao  e mais  um  inteiro  positivo.  (Veja  o Projeto  Escrito  na  pagina  773.)  Nesse  caso, 
a expressao  para  (1  + xf  nao  e mais  uma  soma  finita;  toma-se  uma  serie  infinita.  Para 
encontrar  essa  serie,  calculamos  a serie  de  Maclaurin  de  (1  + x)*  da  maneira  usual: 


fix)  - 

i! 

3 

II 

fix)  - 

= k(\  + xf~l 

/'( 0)  = k 

rix)  - 

= k(k  ~ 1)(1  + x)^2 

/"( 0)  = *(*  - 1) 

fix)  ~~ 

- k(k  - l)(k  - 2)(1  + xf-2 

/”(0)  = *(*  -D(*-  2) 

fin](x)  = 

= k(k  ~ 1)  ***(£  — n + 1)(1  + xf~n 

/w(0)  -*(*-!)•••(*-«+  1) 

Portanto,  a serie  de  Maclaurin  de  f(x)  — (1  + xf  6 


2 


/“( o) 


k(k  - 1)  • - - (k  - n + 1) 


71  =H) 


n ! 
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Essa  serie  e charaada  serie  binomial.  Se  sen  rc-esimo  termo  for  an,  entao 


^f?+  1 

k(k  - 1)  ■ • 

• (k  — n + l)(k  — n)x"^1 

n\ 

an 

i*  - «i  1..1 

(n  + 1)! 

1 

k 

|1  -- 
n 

- 1 v ! -A  i V 1 

k(k  - 1)  * * * (k  - 
quando  ft  — > sc 

« T l)x"  j 

n+  1 1 ' 

1 

Id 

1 A 1 — > [ A 1 

n 


Entao,  pelo  Teste  da  Razao,  a serie  binomial  converge  se  | jc  | < 1 e diverge  se  j x j > 1 . 

O teorema  a seguir  afirma  que  (1  + xf  e igual  a soma  de  sua  serie  de  Maciaurin.  E pos- 
sfvel  provar  isso  mostrando  que  o resto  Rn(x)  se  aproxima  de  0,  mas  isso  e um  pouco  diff- 
cil.  A prova  esbo^ada  no  Exercfcio  19  e muito  mais  facil. 


Embora  a serie  binomial  seja  sempre  convergente  quando  | *!  < 1,  a questao  de  sua 
convergencia  ou  nao  nos  extremos,  ± 1 , depende  do  valor  de  k.  Ocorre  que,  a serie  con- 
verge era  1 se  - 1 <^0eem  ambos  os  extremos  se  k 3=  0.  Note  que,  se  k for  um  inteiro 
positivo  en>  k,  entao  a expressao  para  (*)  contem  um  fator  ( k - k ),  assim  (*)  = 0 para 
n>  k.  Isso  significa  que  a serie  termina  e e reduzida  ao  Teorema  Binomial  (Equa^ao  1) 
quando  k for  um  inteiro  positivo. 

Como  temos  visto,  a serie  binomial  e apenas  um  caso  especial  da  serie  de  Maciaurin; 
ela  ocorre  tao  frequentemente  que  e util  lembra-la. 

1 

EXEMPLO  1 □ Expanda  como  uma  serie  de  potencias. 

S0LUQA0  Usamos  a serie  binomial  com  k = —2.  O coeficiente  binomial  e 


2 \ ( — 2)( — 3)( — 4)  * ■ • (—2  — n + 1) 


nl 


( — 1)'*  2 *3*4 


i(n  + 1) 


nl 


( — l)"(n  + 1) 


e,  assim,  quando  jxj  < 1, 
1 


TT  — (1  + X)  7 = X 1 J* 

(1  -p  x)  n^o  \ n 


2 (—!)"(«  + Djc”  = 1 - 2*  + 3x2  - 4x3  + • • • 
*“0 


fey 


..sy-yyS..  it* 
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EXEMPLO  2 □ Encontre  a serie  de  Maclaurin  para  a funcao  fix) 
de  convergencia. 


1 

e seu  raio 

V'4  — x 


SOLUQAO  Como  dada,  f(x)  nao  esta  exatamente  na  forma  (1  4-  x)k;  assim,  a 
reescrevemos  como  a seguir: 


1 

1 

1 

1 

s/4  - x 

/ 1 A 

1 X 

2 

2 /i 

\ V A 

\ 4 

Usando  a serie  binomial  com  k — — | e com  x trocado  por  —x/4,  temos 


_J / _ * 

- 2 y 4 


-1/2  I x 

= TS  , 

2 „.0  V n 


1 + 


i V , (-!)(-!)/  xV  , H)H)HU  - 


2! 


3! 


4 * • ♦ 4 


("D(“t)(~ I)  • - • (-J  - n + l)  / x\‘ 


nl 


1-3  , 1*3*5  , 

4 ~/t  + — —~r  X~  4 r JC  +•*••+• 


4 

1*3*5 


4- 


(2n  ~ 1) 


8 2!  82 


3!  8-’ 


n!8' 


xn  4- 


Sabemos  a partir  de  (2)  que  essa  serie  converge  quando  { — jc/4  | < 1,  isto  e,  | jc  [ <4; 
assim,  o raio  de  convergencia  e R = 4. 


□ Uma  serie  binomiat  e um  easo 
especial  de  uma  serie  de  Taylor. 

A Figura  1 mostra  os  graficos  dos  ires 
primeiros  polinomios  de  Taylor 
calculados  a partir  da  resposta 
no  Exempio  2. 


FIGURA  1 


Exerdcios 


1-8  D Use  a serie  binomial  para  expandir  a funcao  como  uma  serie 
de  potencias.  Estabele9a  o raio  de  convergencia. 

1.  yl  4 x 2, 


18  9-16  □ Use  a serie  binomial  para  expandir  a funcao  como  uma 
serie  de  Maclaurin  e para  encontrar  os  ires  primeiros  polindmios  de 
Taylor,  Tu  T2  e TV  Plote  a funcao  e esses  polinomios  de  Taylor  no 
intervalo  de  convergencia. 


(1  4 2xf 


10.  ?1  4 4x 


HU  (a)  Use  a serie  binomial  para  expandir  \/fl  - x2. 

(b)  Use  a pane  (a)  para  encontrar  a serie  de  Maclaurin  para  sen  Xx. 

12.  (a)  Use  a serie  binomial  para  expandir  1/y  1 4 x2. 
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402  cle  [2]).  Explique  por  que  a versao  de  Newton  6 equivalente  ao  Teorema  2 na  Secao  11.11. 
Enlao  Icici  s cpistolci  posterior  dc  Newton  (vein  3 2^7  cm  14]  ou  3 404  cm  f 20  e 

1 1 expllquebs  padrdes  que  Newton  descobriu  nas  fireas  sdb  as  cams  f g|  (I  ~ty2ji/2.  Mpstre  | 

'SaSiVSM 3- it' r-rsrnn  nAr1r<  srlivinhnr  '»« 


Use  a parte  (a)  para  encontrar  a serie  de  Maclaurin 
para  senh“U\ 

Expanda  J 1 -f  x como  uma  serie  de  potencias. 

Use  a parte  (a)  para  estimar  T 1,01  coni  precisao  de  quatro 
casas  decimais. 

Expanda  1/fl  + x como  uma  serie  de  potencias. 

Use  a parte  (a)  para  estimar  1/Jl,l  com  precisao  de  tres 
casas  decimais. 

Expanda  fix)  — x/i  1 — x)2  como  uma  serie  de  potencias. 
Use  a parte  (a)  para  encontrar  a soma  da  serie 


Expanda  f(x)  — (x  + x2)/{\  — x)3  como  uma  serie  de 
potencias. 

Use  a parte  (a)  para  encontrar  a soma  da  serie 


Use  a serie  binomial  para  encontrar  a serie  de  Maclaurin 
de  fix)  - y'l  + xl. 

Use  a parte  (a)  para  avaliar  /uo,{0). 


18.  (a)  Use  a s6rie  binomial  para  encontrar  a serie  de  Maclaurin 

de  fix)  = 1/Vl  + x3. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  avaliar  /t9j(0). 

19.  Use  as  seguintes  etapas  para  provar  (2). 

(a)  Seja  g(x)  = « )x".  Diferencie  essa  serie  para 

mostrar  que 

^ kgix)  , „ 

g U)  = — - 1 < x < 1 

1 + x 


(b)  Seja  hix)  ~ (1  + x)  ~kg(x)  e mostre  que  h'(x)  — 0. 

(c)  Deduza  que  g(x)  — (1  + xf. 

20.  No  Exerdcio  53  na  Segao  10.2  foi  mostrado  que  o 
comprimento  da  elipse  x ~ a sen  0 y = a cos  G, 
onde  a > b > 0 e 


4a  IT  >> 


e2  scn20dd 


onde  e — v«2  — b2  /a  e a excentricidade  da  elipse. 

Expanda  o integrando  como  uma  serie  binomial  e use  o 
resultado  do  Exerdcio  44  na  Se^ao  7.1  para  expressar  L como 
uma  serie  em  potencias  da  excentricidade  ate  o termo  e6. 


Projet©  Escrito 


Como  Newton  Descobriu  a Serie  Binomial 

O Teorema  Binomial,  que  d & a expansao  ( a + bf,  era  conhecido  pelos  matematicos  Chineses 
muitos  seculos  antes  da  epoca  de  Newton  para  o caso  onde  o expoente  k e urn  inteiro  positivo. 
Em  1665,  quando  tinha  22  anos,  Newton  foi  o primeiro  a descobrir  a expansao  em  serie  infinita 
de  (a  + bf  quando  k e um  expoente  fraeionario  (positivo  ou  negativo).  Ele  nao  publicou  sua 
descoberta,  mas  a estabeleceu  e deu  exemplos  de  como  usa-la  em  uma  carta  (chamada  hoje 
epfstola  prior)  datada  de  13  de  junho  de  1676,  que  ele  enviou  a Henry  Oldenburg,  secretario  da 
Royal  Society  of  London,  para  transmiti-la  a Leibniz.  Quando  Leibniz  respondeu,  ele  perguntou 
como  Newton  tinha  descoberto  a serie  binomial.  Newton  escreveu  uma  segunda  carta,  a epistola 
posterior , em  24  de  outubro  de  1676,  na  qual  ele  explicou  detalhadamenle  como  chegou  a sua 
descoberta  por  uma  rota  muito  indireta.  Ele  estava  investigando  as  areas  sob  as  curvas 
y — (1  — x2Y/2  de  0 ate  x para  n ~ 0, 1,  2,  3, 4, ..  .. . , Estas  sao  facets  de  calcular  se  n for  par. 
Observando  os  padroes  e inlerpolando,  Newton  pode  adivinhar  as  respostas  para  valores  de  n 
fmpares.  Entao  ele  notou  que  poderia  obter  as  mesmas  respostas  expressando  (1  — x2)"/2  como 
;umasSrie%fthita.':- . '-U  ;.U  y/'y\i;y  y-U  •. ' ; ■ . ,'y 

Escreva  um  relatdrio  sobre  a descoberta  de  Newton  da  sCrie  binomial.  Comece  estabelecendo  a 
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2.  John  Fauvel  e Jeremy  Gray,  eds.,  The  History  of  Mathematics:  A Reader.  Londres:  MacMillan 
Press,  1987. 

3.  Victor  Katz,  A History  of  Mathematics:  An  Introduction*  Nova  York  HarperColHns,  1993, 
p.  463-466. 

4.  D.  J.  Stank,  ed.,  A Sourcebook  in  Mathematics,  1200-1800,  Princeton,  N.J.:  Princeton 
University  Press.  1969 

" " ' * ' ' nHfcg-  ~w 


'V:;;v 


Aplica^oes  de  Polinomios  de  Taylor 

Nesta  se9§o  exploraremos  dots  tipos  de  aplica9des  de  polinomios  de  Taylor.  Primeiro, 
veremos  corao  eles  sao  usados  para  aproximar  as  fun9oes  — os  cientistas  de  computa9ao 
gostam  deles  porque  os  polinomios  sao  as  mais  simples  das  fun9oes.  Depois,  investigare- 
mos  como  os  ffsicos  e os  engenheiros  utilizam  esses  polinomios  na  relatividade,  optica, 
radia95es  de  corpos  negros,  dipolos  eletricos,  na  velocidade  das  ondas  de  agua  e na  cons- 
trucao  de  vias  expressas  atraves  do  deserto. 


L i Aproximando  Fumpoes  Polinomios 

Suponha  que/(x)  seja  igual  a soma  de  sua  serie  de  Taylor  em  a: 


m 


n\ 


af 


Na  Se9ao  1 1.10  introduzimos  a nota9ao  jT„(x)  para  a «-dsima  soma  parcial  dessa  serie  e a 
chamamos  polinomio  de  Taylor  de  gran  n de  /em  a.  Entao 


Ux) 


r=0  ll 

f(  v , /'(«)  , 

:f(a)  + —77 (x 


aY 


a)2  + 


f{n](a) 


ft! 


(x  - af 


00,  e assim 


1!  2! 

Como  / e a soma  de  sua  serie  de  Taylor,  sabemos  que  Tn(x)  —>f(x)  quando  n 
Tn  pode  ser  usada  como  uma  aproxima9ao  de /:  fix)  ~ Tjx). 

Note  que  o polinomio  de  Taylor  de  primeiro  grau 

Ti(x)  —f(a)  +f'(a)(x  ~ a ) 

e o mesmo  que  a linearizagao  de  /em  a discutida  na  Se9ao  3.1 1 do  Volume  I.  Note  tam- 
bem  que  Ts  e sua  derivada  possuem  o mesmo  valor  em  a que  /e  f tern.  Em  geral,  pode 
ser  mostrado  que  as  derivadas  de  Tn  em  a concordam  com  aquelas  de/ate  as  derivadas  de 
ordem  n,  inclusive  (veja  o Exercicio  36). 

Para  ilustrar  essas  ideias,  vamos  olhar  novamente  para  os  graficos  de  y = ex  e seus 
primeiros  polinomios  de  Taylor,  como  mostrado  na  Figura  1. 0 grafico  de  T\  e a reta  tangente 
a >'  = ex  em  (0,  1);  essa  reta  tangente  e a melhor  aproxima9ao  linear  para  ex  prdximo  de 
(0,  1).  O grafico  de  T2  e a parabola  y = 1 + x + x2/2,  e o grafico  de  F3  6 a curva  cubica 
y = 1 + x + x2/2  + x3/6,  que  e uma  aproximagao  melhor  para  a curva  exponencial 
>’  = ex  do  que  T2.  O prdximo  polinSmio  de  Taylor  T4  seria  uma  aproxima9ao  ainda  me- 
lhor e assim  por  diante. 


* 
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X 

x = 0,2 

.r  - 3,0 

Tfx) 

1,220000 

8,500000 

Ux) 

1,221400 

16,375000 

Ux) 

1,221403 

19,412500 

Ux) 

1,221403 

20,009152 

T,0  (x) 

1.221403 

' 

20,079665 

<?' 

1,221403 

20,085537 

Os  valores  na  tabela  dao  uraa  demonstragao  numerica  da  convergencia  dos  polinomios 
de  Taylor  Tn(x)  para  a fungao  y — e\  Veraos  que,  quando  x = 0,2  a convergencia  e muito 
rapida,  mas,  quando  x = 3 ela  e urn  tanto  mais  lenta.  De  fato,  quanto  mais  longe  x esta  de 
0,  mais  lentamente  TJx)  converge  para  ex. 

Quando  usamos  urn  polinomio  de  Taylor  Tn  para  aproximar  uma  fungao  /,  temos  de 
fazer  as  seguintes  perguntas:  quao  boa  e uma  aproximagao?  Quao  grande  devemos  tomar 
n para  obter  a precisao  desejada?  Para  responder  a essas  questoes,  precisamos  olhar  os  va- 
lores absolutos  do  resto: 

|R„(.v)|  = | fix)  - T,(x)  | 


Aqui  existem  tres  metodos  possiveis  para  estimar  o tamanho  do  erro: 

1.  Se  urn  dispositivo  grafico  estiver  disponivel,  podemos  usa-lo  para  plotar  | RJx)  | e 
assim  estimar  o erro. 

2.  Se  a serie  for  alteraada,  podemos  usar  o Teorema  da  Estimativa  de  Sdries 
Altemadas. 

3.  Em  todos  os  casos  podemos  usar  a Desigualdade  de  Taylor  (Teorema  1 1. 10.9),  que 
diz  que,  se  j °(x)  | «£  M,  entao 


!*,(*)  I 


M 


(. n T 1 ) ! 


EXEMPLO  1 □ 

(a)  Aproxime  a fungao  fix)  = tfx  por  urn  polinomio  de  Taylor  de  grau  2 em  a = 8 

(b)  Qua!  e a precisao  dessa  aproximagao  quando  7 «£  x ==£  9? 

S0LUQA0 


(a) 

fix)  = 

= yfx  = A' 1/3 

/(8) 

fix)  - 

- i v-2/3 

m 

fix)  - 

= —lx- 5/3 

/"( 8) 

fix)  = 

~ 10  ,.-8/3 
” 27  A 

Entao,  o polinomio  Taylor  de  segundo  grau  e 

Ux)  = m + 211  (,  _ g)  + 211  (x  _ g)2 

= 2 + h(*  ~ 8)  “ m(x  - 8)2 

A aproximagao  desejada  e 

fx  » Ux)  = 2 + Ux  ~ 8)  - Jg(x  - 8)2 

(b)  A serie  de  Taylor  nao  e altemada  quando  x < 8;  assim,  nao  podemos  usar  o Teo- 
rema da  Estimativa  de  Series  Altemadas  nesse  exemplo.  Mas  podemos  usar  a Desigual- 
dade de  Taylor  com  n — 2 e a = 8: 

\Mx)\  “S  —\x  - 8 13 
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onde  j f"'(x)  j =*£  M.  Como  x 5s  7,  temos  x8/3  7 8/0  e dessa  forma. 


rw 


JO 

27 


H) 

27 


< 0,0021 


Portanto,  podemos  tomar  M — 0,0021.  Tambem  7 x 9,  e assim  — l^Sx  — 8^10 
jx  - 8 1 «£  1.  A Desigualdade  de  Taylor  da 


i?2(x) 


0,0021 

3! 


, 0,0021 

l3  = -J— — < 0,0004 


Entao,  se  7 x ^ 9,  a aproximacao  na  parte  (a)  tem  precisao  de  0,0004. 


2,5 

Vamos  usar  urn  dispositivo  grafico  para  verificar  os  calculos  no  Exemplo  1.  A Figura  2 

T, 

1 

mostra  que  os  graficos  de  y — ifx  e y = T2(x)  estao  muito  proximos  um  do  outro  quando 
x esta  proximo  de  8.  A Figura  3 mostra  o grafico  de  j./?2(x)  | calculado  a partir  da  expressao 

5 

| R2(x)  | = | y/x  ~ T2(x)  | 

l ' 

• !5 

Vemos  a partir  do  grafico  que 

0 

F1GURA  2 

| R2(x)  | < 0,0003 

0,0003 

quando  7 =£  x 9.  Entao,  a estimativa  do  erro  a partir  de  metodos  graficos  e ligeiramente 
melhor  que  a estimativa  do  erro  a partir  da  Desigualdade  de  Taylor,  nesse  caso. 

i 
■;  \ 

I \y  = \R2(x)\ 

/! 

EXEMPLO  2 a 

(a)  Qual  e o maximo  erro  possfvel  usando  a aproximacao 

1 5 

X'  X 

sen  x « x — — + — 

- 1 

9 

0 

FiGURA  3 

quando  —0,3  =£  x *£  0,3?  Use  essa  aproximacao  para  encontrar  sen  12°  com  precisao  de 
seis  casas  decimals. 

(b)  Para  quais  valores  de  x essa  aproximacao  tem  precisao  de  0,00005? 
SOLUgAO 

(a)  Note  que  a serie  de  Maclaurin 


X"  X X 

sen  x = x — — r + — — — + 
3!  5!  7! 


e alternada  para  todos  os  valores  de  x diferentes  de  zero;  dessa  maneira,  podemos  usar  o 
Teorema  da  Estimativa  de  Series  Altemadas.  O erro  na  aproximacao  de  sen  x pelos  tres 
primeiros  termos  de  sua  serie  de  Maclaurin  e no  maximo 


x7 

x|7 

7! 

5.040 

Se  -0,3  x 0,3,  entao  jx|  0,3;  assim,  o erro  e menor  que 


(0,3)? 

5040 


* 4,3  X !0'“s 


Ssfe  *»•••  H4*. 
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Para  encontrar  sen  12°  primeiro  convertemos  para  radianos: 


0,20791169 


Entao.  com  precisao  de  sets  casas  decimals,  sen  12°  ~ 0,207912 
(b)  O erro  sera  menor  que  0,00005  se 


5.040 


< 0,00005 


Resolvendo  pssa  desigualdade  para  x,  temos 

ixj7  < 0,252  ou  \x\<  (0,252) 1/7  « 0,821 
Assim  a aproxima^ao  dada  tern  precisao  de  0,00005  quando  \x  \ < 0,82.  p 

O que  acontecera  se  usarmos  a Desigualdade  de  Taylor  para  resolver  o Exemplo  2? 
Como  f[  '}(x)  — -cos  a",  temos  | fil](x)  | 1,  logo, 

\Re(x)  j ^ ~ |.r|7 

Assim  obtemos  as  mesmas  estimativas  usando  o Teorema  da  Estimativa  de  Series  Alter- 
nadas. 

E sobre  metodos  graficos?  A Figura  4 mostra  o grafico  de 

i Re(x)  | = | sen  x - (x  ~ + j^x5)  j 

e vernos  a partir  dele  que  | R6(x)  | < 4,3  X 10“8  quando  \x  \ *£  0,3.  Esta  e a mesma  esti- 
mativa que  obtivemos  no  Exemplo  2.  Para  a parte  (b)  queremos  | Rb(x)  | < 0,00005,  assim 
plotamos  y = j Rb(x)  ( e y — 0,00005  na  Figura  5.  Colocando  o cursor  no  ponto  de  inter- 
segao  a direita  descobrimos  que  a desigualdade  e satisfeita  quando  \x  \ < 0,82.  De  novo, 
esta  e a mesma  estimativa  que  obtivemos  na  solucao  do  Exemplo  2. 


4,3  x 10  "8  0,00006 


Se  tivesse  nos  pedido  para  aproximar  sen  72  ' em  vez  de  sen  12°  no  Exemplo  2,  teria  sido 
sabio  usar  os  polinomios  de  Taylor  em  a — tt/3  (em  vez  de  a — 0)  porque  eles  sao  aproxi- 
ma§oes  melhores  para  sen  x para  valores  de  x proximos  de  tt/3.  Note  que  72°  esta  mais  pro- 
ximo de  60  (ou  tt/3  radianos)  e as  derivadas  de  sen  x sao  faceis  de  ealeular  em  tt/3. 
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A Figura  6 mostra  os  graficos  das  aproxima^oes  por  polinomios  de  Taylor 


T^(x)  — x - 

x3 

Tlx)  = x 

3! 

P x 5 

x3 

. . •'v 

T5(x)  = x - — + — - 
3!  5! 

2 

II 

i 

’ 37 

para  a curva  seno.  Voce  pode  ver  que,  quando  n aumenta,  T„(x)  e uma  aproximacao  boa 
para  sen  x em  um  intervalo  cada  vez  maior. 


.FIGURA  6 


O uso  desse  tipo  de  calculo  realizado  nos  Exemplos  1 e 2 pode  ser  feito  era  calculado- 
ras  e computadores.  Por  exemplo,  quando  voce  pressiona  a tecla  sen  ou  ex  era  sua  calcu- 
ladora,  ou  quando  um  prograraador  de  computador  usa  unaa  sub-rotina  para  uma  fun^ao 
trigonometrica  ou  exponencial  ou  de  Bessel,  em  muitas  maquinas  uma  aproximacao  poli- 
nomial  e calculada.  O polinomio  e com  freqiiencia  um  polinomio  de  Taylor  que  foi  mo- 
dificado  de  modo  que  o erro  seja  espalhado  mais  umformemente  por  um  intervalo. 


E-'Jl  Aplica^oes  a Fisica 

Os  polinomios  de  Taylor  sao  usados  freqiientemente  na  fisica.  Para  obter  informacoes 
sobre  uma  equate,  um  fisico  com  freqiiencia  simplifica  uma  fun?ao  considerando  apenas 
os  primeiros  dois  ou  tres  termos  em  sua  serie  de  Taylor.  Em  outras  paiavras,  o fisico  usa 
um  polinomio  de  Taylor  como  uma  aproximacao  para  a fungao.  A Desigualdade  de  Taylor 
pode,  entao,  ser  usada  para  medir  a precisao  da  aproximacao.  O exemplo  a seguir  mostra 
uma  maneira  na  qual  essa  ideia  e usada  em  relatividade  especial 


EXEMPLO  3 o Na  teoria  da  relatividade  especial  de  Einstein  a massa  de  um  objeto  se 
movendo  a uma  velocidade  v e 

m 


onde  mo  e a massa  do  objeto  em  repouso  ecea  velocidade  da  luz.  A energia  cinetica  do 
objeto  e a diferenca  entre  sua  energia  total  e sua  energia  em  repouso: 

K = me 2 — nioC2 


(a)  Mostre  que,  quando  v for  muito  pequeno  comparado  a c,  essa  expressao  para  K 
coincide  com  a fisica  classica  de  Newton  K — \tnQV". 

(b)  Use  a Desigualdade  de  Taylor  para  estimar  a diferenca  entre  essas  expressoes  para  K 
quando  j v | ^ 100  m/ s. 


S0LUQA0 

(a)  Usando  as  expressoes  dadas  para K&m , obtivemos 

moc2 


K = me" 


m0c 


Vl  - v2/c2 


nine 


( 

it  \~1/2 

= me2 

1 ' 

2 ) 

- 1 

w 

c / 

_ 

Ik* 


v;«i 
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□ A curva  superior  na  Figura  7 e o 
grafico  da  expressao  para  a energia 
cinetica  K de  um  objeto  com 
veiociaade  v na  relatividade  espacial. 

A curva  inferior  mostra  a funpao  usada 
para  K na  ffsica  Nevvtoniana  classica. 
Quando  v e muito  menor  que  a 
velocidade  da  luz,  as  curvas  sao 
praticamente  identicas. 


FIGURA  7 


Com  x = -vljc\  a serie  de  Maclaurin  para  (1  + x)~lJ2  e calculada  mats  facilmente 
como  uma  serie  binomial  com  k — (Note  que  |x  j <1  porque  v < c .)  Portanto 
temos 


2!  3! 


K — rriQC' 


m0c J 


- 

i 

’ 2 X 

+ 

1 2 
8 X 

5 

16 

x3  + • 

7 

1 -F 

1 

I 

v~ 

3 

V 4 

5 v 6 

— 

— _ -}- 

— 

■ 

+ • 

A 

2 

8 

c4 

16  c6 

i 

■> 

V 

3 t>4 

5 

— 

. _ 

+ 

— 

+ 

— • 

• • 

2 

c 2 

8 c4 

16 

c6 

4- 


Se  v for  muito  menor  que  c,  todos  os  termos  depois  do  primeiro  sao  muito  menores 
quando  comparados  ao  primeiro  termo.  Se  os  omitirmos,  obteremos 


K « 


kmqV2 


(b)  Se  x — v2fc\  f(x ) — moc"[(  1 + x)  l//~  — 1]  e M for  um  numero  tal  que 
| f"(x)  | M , entao  podemos  usar  a Desigualdade  de  Taylor  para  escrever 


Temos  fix)  = |m0c2(I  + x)  5/2  e nos  foi  dado  que  | v j s£  100  m/s,  assim 


fix) 


3 m0c2  ^ 3 m0c2 

4(1  - v2fc2)V2  ^ 4(1  - 1002/c2)V2 


(=M) 


Entao,  com  c 


= 3 X 10s  m 


A 

Stride2 

' 4(1  - 1002/c2)5/2 


1004 

-~1T  < (4,17  X 10-!0)m0 


Assim,  quando  j v | 100  m/s,  a grandeza  do  erro  usando  a expressao  newtoniana  para  a 

energia  cinetica  e no  maximo  (4,2  X 10~~10)mo.  q 

Outra  aplicaqao  b ffsica  ocorre  em  optica.  A Figura  8 e adaptada  a partir  de  Optics , 
2.  ed„  de  Eugene  Hecht  (Reading,  MA,  Addison-Wesley,  2002),  p.  133.  Ela  mostra  uma 
onda  de  uma  fonte  pontual  S encontrando  uma  interface  esferica  de  raio  R centrada  em  C. 
O raio  SA  e refratado  em  dire^ao  a P. 

Usando  o prinefpio  de  Fermat  de  que  a luz  viaja  de  modo  a minimizar  o tempo,  Hecht 
deriva  a equaqao 

m [ Hl  — ^ ( niSi  „ 

C C R \ it  J 

onde  m e n2  sao  indices  de  refra^ao  e €0y  e 5,  sao  as  distances  indicadas  na  Figura 
8.  Pela  Lei  dos  Co-senos,  aplicada  aos  triangulos  ACS’  e ACP,  temos 


■XX*.  mt>  ■ --ites:-  ^ 


780 


GALCULO 


Editors  Thomson 


F1GURA  8 

Refra^ao  em  uma  interface  esferica 


□ Aqui  usamos  a sdentidade 

cos(rr  — <f>)  — —cos  4> 


{2}  l0  - ^WTJsT+W  ~~  2 R(s0  + R ) cos  </> 

£,  = R )2  ~~  2 R(s,  -R)  cos  <f> 


Como  a Equa^ao  1 e dificil  para  se  trabalhar.  Gauss,  em  1841,  a simplificou  usando  a 
aproxima^ao  linear  cos  <b  ~ 1 para  valores  pequenos  de  (f>.  (Isso  equivale  a usar  o 
poiinomio  de  Taylor  de  grau  1.)  Entao  a Equa^ao  1 se  toma  a equa^ao  mais  simples  a seguir 
[como  lhe  foi  solicitado  que  mostrasse  no  Exercicio  32(a)]: 


00 


ni  n2  ~ ti] 

17”  R~ 


A teoria  optica  resuitante  e conhecida  como  optica  de  Gauss,  ou  optica  de  primeira  ordem , 
e se  tomou  a ferramenta  tedrica  basica  usada  para  desenhar  lentes. 

Uma  teoria  mais  precisa  e obtida  aproximando  cos  </>  por  seu  poiinomio  de  Taylor  de 
grau  3 (que  e o mesmo  que  o poiinomio  de  Taylor  de  grau  2).  Ela  leva  em  considera^o 
raios  para  os  quais  4>  nao  e tao  pequeno,  isto  e,  raios  que  atingem  a superficie  a distancias 
h maiores  acima  do  eixo.  No  Exercicio  32(b)  lhe  e pedido  para  que  use  essa  aproximafao 
para  derivar  a equaijao  mais  precisa 


Hi 


tl]  ^ Hi 
Sn  Si 


n2 


tii 


R 


+ h ‘ 


n j 

2 So 


n-y  ( 1 
+ — — 
2 Si  \R 


A teoria  optica  resuitante  e conhecida  como  optica  de  terceira  ordem. 

Outras  aplicayoes  dos  polinomios  de  Taylor  a fisica  sao  exploradas  nos  Exercicios  30, 
31,  33,  34  e 35  e no  Projeto  Aplicado  das  paginas  780-781. 


Exercicios 


11  1.  (a)  Encontre  os  polinomios  de  Taylor  ate  o grau  6 para 
f(x)  — cos  x centrada  em  a — 0.  Plote  ft  esses 
polinomios  na  mesma  tela. 

(b)  Avalie/e  esses  polinomios  enu  = tt/ 4,  tt/2  e rr. 

(c)  Comente  como  os  polinomios  de  Taylor  convergent  para 

/(*)• 

H 2.  (a)  Encontre  os  polinomios  de  Taylor  ate  o grau  3 para 

fix)  = 1 jx  centrada  em  a — 1.  Plote  ft  esses  polinomios 
na  mesma  tela. 

(b)  Avalie/ e esses  polinomios  em  x = 0,9  e 1,3. 

(c)  Comente  como  os  polinomios  de  Taylor  convergent 
para  fix). 


11  3-10  □ Encontre  o poiinomio  de  Taylor  T„ix)  para  a fun9&o / em  a. 
Plote  ft  T„  na  mesma  tela. 

3.  f(x)  = In.r,  a — 1,  n — 4 

4.  f{x)  — ex,  a — 2,  n — 3 

IU  fix)  — sen  xf  a — ir/6,  n — 3 

6.  fix)  — cos  x , a = 2tt/3,  n = 4 

7.  /(*)  — arcsen  x,  a — 0,  n — 3 

In  x 

8.  7(x)  = — a = 1.  n ~ 3 
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lH  fix ) = xe'Xt,  a = 0,  n = 3 
18.  f(x)  — \/3  + x2,  a ~ 1,  n ~ 2 

Xj  11-12  □ Use  urn  sistema  algebrico  computacional  para  encontrar 
os  polinomios  de  Taylor  T„  ern  a ~ 0 para  os  vaiores  de  n dados. 
Entao  plote  esses  polinomios  e/na  mesma  tela. 


poiinomio  para  estimar  a distancia  percorrida  durante  o 
proximo  minuto? 

30,  A resisiividade  p de  um  fio  condutor  e a recfproca  da 

condutividade  e e medida  em  unidades  de  ohm-metros  (fi-m). 
A resistividade  de  um  dado  metal  depende  da  temperatura  de 
acordo  com  a equacao 


11.  f(x)  — sec  x , n = 2,  4,  6,  8 

12.  f(x)  — tg  x,  n = 1,  3,  5,  7,  9 

13-22  □ 

(a)  Aproxime / por  um  poiinomio  de  Taylor  com  grau  n em  a. 

(b)  Use  a Desigualdade  de  Taylor  para  estimar  a precisao  da 
aproxima^ao  fix)  ~ Tfx)  quando  x estiver  no  intervalo  dado. 

11  (c)  Verifique  seu  resultado  na  parte  (b)  plotando  | Rn(x)  j. 

13.  fix)  ~ yx,  a ~ 4,  n — 2,  4 «£  x 4,2 

14.  fix)  — x~~,  0=1,  n — 2,  0,9  *£  x *£  1,1 

15.  J{x)  - xM,  o=l,  n = 3,  0,8  < x « 1,2 

16.  /(x)  = cos  a,  <3  = 77/3,  n = 4,  0 *£  x ^ 27r/3 

17.  /(a)  — tg  x,  a ~ 0,  n = 3,  0 =£  x 77/6 
HH  /(*)  = ln(l  +2x)  a = 1,  n = 3,  0,5  « * « 1,5 
W /(*)-«<  «-0,  *«3,  0Cx«0,l 

20.  /(x)  = x In  x,  a=l,  n — 3,  0,5  x s*  1,5 

21.  f(x)  = x sen  x,  a — 0,  n — 4,  — 1 x *£  1 

22.  /(x)  = senh  2x,  <3  = 0,  « = 5,  -1  1 

23.  Use  a informa^ao  do  Exercicio  5 para  estimar  sen  35°  com 
precisao  de  cinco  casas  decimais. 


pit)  = 

onde  tea  temperatura  em  °C.  Existem  tabelas  que  listam  os 
vaiores  de  a (o  coeficiente  de  temperatura)  e p2 0 (a  resistividade 
a 20  °C)  para  varios  metais.  Exceto  a temperaturas  muito 
baixas,  a resistividade  varia  quase  linearmente  com  a 
temperatura,  e assim  e comum  aproximar  a expressao  para  pit) 
por  seu  poiinomio  de  Taylor  de  grau  1 ou  2 em  t — 20. 

(a)  Encontre  expressoes  para  as  aproxima^oes  linear  e 
quadratics. 

11  (b)  Para  o eobre,  a tabela  fomece  a = 0,0039/°C  e 

Pi 0 = 1,7  X 10  "h  Q-m.  Plote  a resistividade  do  cobre  e as 
aproxima^des  linear  e quadratics  para 
-250  °C  *£  f as  1.000  °C. 

11  (c)  Para  quais  vaiores  de  t a aproxima^ao  linear  coincide  com 

a expressao  exponencial  com  precisao  de  1 %? 

f||§  Um  dipolo  eletrico  consiste  em  duas  cargas  eletricas  de 

grandeza  iguais  e sinais  opostos.  Se  as  cargas  forem  q e ~q  e 
estiverem  localizadas  a uma  distancia  d , entao  o campo  eletrico 
E no  ponto  P na  figura  e 

3 

D1  (D  4-  d )2 

Expandindo  essa  expressao  para  E como  uma  serie  de 
potencias  de  d/D,  mostre  que  E 6 aproximadamente 
proporcional  a 1/D3  quando  P esta  muito  distante  do  dipolo. 


24.  Use  a informa^o  do  Exercicio  16  para  estimar  cos  69°  com 
precisao  de  cinco  casas  decimais. 

SB  Use  a Desigualdade  de  Taylor  para  determinar  o numero  de 
termos  da  serie  de  Maclaurin  para  ex  que  devem  ser  usados 
para  estimar  e0J  com  precisao  de  0,00001. 

26.  Quantos  termos  da  serie  de  Maclaurin  para  ln(l  + x)  voce 
precisa  usar  para  estimar  In  1,4  com  precisao  de  0,001? 

II  27-28  □ Use  o Teorema  da  Estimativa  de  Series  Altemadas  ou  a 
Desigualdade  de  Taylor  para  estimar  a gama  de  vaiores  de  x para 
os  quais  a aproximacao  dada  e precisa  dentro  do  erro  estabelecido. 
Verifique  sua  resposta  graficamente. 

x3 

sen  x x , (lerrol  < 0,01) 

6 

x2  x4 

cos  x 1 — — + — , (lerro!  < 0,005) 

Um  cairo  estri  se  movendo  com  velocidade  de  20  m/s  e 
acelera^ao  de  2m/s2  em  um  dado  instante.  Usando  um 
poiinomio  de  Taylor  de  grau  2,  estime  a distancia  que  o carro 
se  move  no  proximo  segundo.  Seria  razoavel  utiiizar  esse 


P - 

K 


D 


<? 


d 


32.  (a)  Derive  a Equa£ao  3 para  a optica  gaussiana  a partir  da 

Equacao  1 aproximando  cos  f na  Equacao  2 por  seu 
poiinomio  de  Taylor  de  grau  1 . 

(b)  Mostre  que  se  cos  <p  for  trocado  por  seu  polinfimio  de 
Taylor  de  grau  3 na  Equafao  2,  entao  a Equa§ao  1 se  toma 
a Equacao  4 para  a 6ptica  de  terceira  ordem.  [Dica:  Use 
os  primeiros  dois  termos  na  serie  binomial  para  e 
Tambem,  use  <b  «=  sen  <f>.] 

33.  Se  uma  onda  de  agua  com  comprimento  L se  mover  com 
velocidade  v ao  longo  de  um  corpo  de  agua  com  profundidade 
d,  como  na  figura,  entao 


lird 

~T~ 


(a)  Se  a agua  for  profunda,  mostre  que  v « fgljilir). 

(b)  Se  a agua  for  rasa,  use  a serie  de  Maclaurin  para  tgh  para 
mosirar  que  v ==  fgd.  (Entao,  em  agua  rasa  a velocidade 
de  uma  onda  tende  a ser  independence  do  comprimento 
da  onda.) 
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(c)  uSe  0 Xeorema  da  Estimativa  de  Series  Altemadas  para 
mostrar  que,  s^>  10d,  entao  a estimativa  v2  ~ gd  tem 
precisao  de  0,0 14c?T. 


34.  O periodo  de  um  pendulo  com  comprimento  L que  faz  um 
angulo  maximo  60  com  a vertical  e 


T - 4 


n„a  dx 
0 Jl  — k1  sen  A 


onde  k = sen(^  6b)  eg  6 a acelera^ao  da  gravidade. 

(No  Exercfcio  40  na  Seqao  7.7  do  volume  I essa  integral  foi 
aproximada  pela  regra  de  Simpson.) 

(a)  Expanda  o integrando  como  uma  serie  binomial  e use  o 
resuitado  do  Exercfcio  44  na  Se9ao  7.1  do  Volume  I para 
mostrar  que 


7 = 


1!  „ I’3'  „ , l!3’-5! 

l+Yk  +Wk  + ^W^  + 


Se  B0  nao  for  muito  grande,  a aproxima9ao  T ~ 2^-jUg, 
obtida  ao  se  usar  o primeiro  termo  da  serie,  e frequentemente 
utilizada.  Uma  aproxima9ao  melhor  seria  obtida  pelos  dois 
primeiros  termos: 


7~  2ir  J-(l  +!^) 

V 9 

(b)  Note  que  todos  os  termos  da  serie,  com  excegao  do 
primeiro,  tem  coeficientes  que  sao  no,  maximo,  1/4. 
Use  esse  fato  para  comparar  esta  serie  com  a serie 
geometrica  e mostre  que 


2”\7(1  + 


ic) « 


1 4 

4 k2 


(c)  Use  as  desigualdades  em  (b)  para  estimar  o periodo  de  um 
p6ndulo  com  L = 1 metro  e 80  - 10°.  Como  isso  se 


compara  com  a estimativa  T ~ Sir.,  /./</'.’  O que  aconteceria 
se  0O  = 42°? 

35.  Se  um  topografo  mede  as  diferencas  nas  eleva9oes  dos  terrenos 
atraves  do  deserto,  com  a final  idade  de  se  construir  uma 
rodovia,  ele  tem  de  fazer  correqoes  devido  a curvatura  da  Terra. 

(a)  Se  R e o raio  da  Terra  e L,  o comprimento  da  rodovia, 
mostre  que  a corre9ao  a ser  feita  serii 

C=R  sec  (UR)  - R 

(b)  Use  um  polinomio  de  Taylor  para  mostrar  que 

l?  5U 

C ***  + r 

2 R 24/C 

(c)  Compare  as  corre9oes  dadas  pelas  formulas  em  (a)  e (b) 
para  uma  rodovia  que  tem  100  km  de  percurso.  (Tome  o 
raio  da  Terra  como  6.370  km.) 


36,  Mostre  que  T„  tf  tem  as  mesmas  derivadas  em  a ate  a ordem  n. 

37.  Na  Se9ao  4.9  do  Volume  I consideramos  o metodo  de  Newton 
para  aproximar  uma  raiz  r da  equa9ao  f(x)  ~ 0,  e a partir  de 
uma  aproxima9ao  inicial  xt  obtivemos  aproxima9oes 
sucessivas  x2,  x2, . . . , onde 


fix,) 

Afl+[  An  /W 

Use  a desigualdade  de  Taylor  com  n—  1,  a — x»  e x — r para 
mostrar  que,  se  f(x)  existir  no  intervalo  / contendo  r,  x„  e 
x„n  e | f"(x)  | sS  M,  | fix)  | K para  todo  x G /,  entao 


[Isso  significa  que,  se  x„  for  preciso  ate  d casas  decimals,  entao 
Xn+i  e preciso  ate  cerca  de  2d  casas  deeimais.  Mais 
precisamente,  se  o erro  no  estagio  n for  no  maximo  10  ~m, 
entao  o erro  na  etapa  n + 1 sera  no  maximo  {M/2K)W'’r.} 


Projet©  Aplicado  Radiagao  Proveniente  das  Estrelas 


Qualquer  objeto  emite  radiayao  quando  aquecido.  Um  corpo  negro  e um  sisiema  que  absol  ve 
toda  a radtacao  que  cai  nele.  Por  exemplo,  uma  superffeie  prela  nSo-brilhantc  ou  uma  grande 
cavidade  com  um  pequeno  furo  cm  sua  parede  (como  uma  fomalha  sidcrurgica)  e um  corpo 
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Revisao 


VERIFICACAO  DE  CONCEITOS 


1 (a)  O que  e uma  sequencia  convergente? 

(b)  O que  e uma  serie  convergente? 

(c)  O que  signifies  lim,:->=<3„  = 3? 

(d)  O que  Z*»i  an  = 3 significa? 

2.  (a)  O que  e uma  seqiiSncia  limitada? 

(b)  O que  e uma  sequencia  monotonies? 


(c)  O que  voce  pode  dizer  sobre  uma  seqUencia  monotonica 
limitada? 

3.  (a)  O que  e uma  serie  geometrica?  Sob  quais  circunstancias 
ela  e convergente?  Qual  e sua  soma? 

(b)  O que  e uma  p-sdrie?  Sob  quais  circunstancias  ela  e 
convergente? 
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4.  Suponha  que  2 a-,,  = 3 e s„  seja  a n-esima  soma  parcial  da 
serie.  O que  e lim.,  ,*  an  ? O que  e limn^»  sn  ? 

5.  Explique  o seguinte: 

(a)  O Teste  para  Divergencia. 

(b)  O Teste  da  Integral. 

(c)  O Teste  da  Comparaqao. 

(d)  O Teste  da  Comparacao  do  Limite. 

(e)  O Teste  da  Serie  Altemada. 

(f)  O Teste  da  Razao. 

(g)  O Teste  da  Raiz. 

6.  (a)  O que  e uraa  serie  absolutamente  convergente? 

(b)  O que  voce  pode  dizer  sobre  essa  serie? 

(c)  O que  6 uma  serie  condicionalmente  convergente? 

7.  (a)  Se  uma  sdrie  for  convergente  pelo  Teste  da  Integral, 

como  voce  estima  sua  soma? 

(b)  Se  uma  serie  for  convergente  pelo  Teste  da 
Comparacao,  como  voce  estima  sua  soma? 

(c)  Se  uma  sdrie  for  convergente  pelo  Teste  da  Sdrie  Alter- 
nada,  como  voce  estima  sua  soma? 

8.  (a)  Escreva  a forma  geral  de  uma  serie  de  potencias. 

(b)  O que  e o raio  de  convergence  de  uma  serie  de 

potencias? 


(c)  O que  e o intervalo  de  convergence  de  uma  serie  de 
potencias? 

8.  Suponha  que  f(x)  seja  a soma  de  uma  serie  de  potencias 
com  raio  de  convergence  R. 

(a)  Como  voc6  diferencia /?  Qual  e o raio  de  convergence 
da  serie  para  /'? 

(b)  Como  voce  Integra/?  Qual  e o raio  de  convergencia  da 
serie  para  j f(x)  dx°. 

10.  (a)  Escreva  uma  expressao  para  o polinomio  de  Taylor  de 

grau  n de  / centrado  em  a. 

(b)  Escreva  uma  expressao  para  a serie  de  Taylor  de/cen- 
trada  em  a. 

(c)  Escreva  uma  expressao  para  a serie  de  Maclaurin  de/. 

(d)  Como  voc6  mostra  que  fix)  e igual  a soma  de  sua  serie 
de  Taylor? 

(e)  Escreva  a Desigualdade  de  Taylor. 

11.  Escreva  a serie  de  Maclaurin  e o intervalo  de  convergencia 
para  cada  uma  das  seguintes  funqoes: 

(a)  1/(1  — x)  (b)  ex  (c)  senx 

(d)  cosx  (e)  tg“!x 

12.  Escreva  a expansao  da  serie  binomial  ( 1 + x)k.  Qual  e o raio 
de  convergencia  dessa  serie? 


TESTES  FALSO-VERDADEiRO 


Determine  se  a afirmagao  e verdadeira  ou  falsa.  Se  for  verdadeira,  explique  por 
que.  Se  for  falsa,  explique  por  que  ou  d§  um  contra-exemplo. 

1.  Se  lim„~~  a„  = 0,  entao  2 a,,  e convergente. 

2.  A serie  « convergente. 

3.  Se  lim,,-*^,;  — L entao  fl2n+i  — L. 

4.  Se  2 c„6"  for  convergente,  entao  2 cn(-2)r‘  e convergente. 

5.  Se  2 c„ 6”  for  convergente,  entao  2 cn(-6)n  e convergente. 

6.  Se  2 cnxn  diverge  quando  x = 6,  entao  ela  diverge  quando  x — 10. 

7.  O Teste  da  Razao  pode  ser  usado  para  determinar  se  2 1/n3 
converge. 

8.  O Teste  da  Razao  pode  ser  utilizado  para  determinar  se  2 l/«! 
converge. 


9,  Se  0 =£  a„  b„  e 2 bn  divergir,  entao  2 an  diverge. 

A (— l)n  1 

10. 

n=o  n\  e 

11.  Se  — 1 < a < 1,  entao  lims-**  a"  = 0. 

12.  Se  2 a»  for  divergente,  entao  2 j a„  | 6 divergente. 
x2  + |x3  — - ■ * convergir  para  todo  x,  entao 


13.  Se  f(x)  — 2x 

n o)  = 2. 

14.  Se  {an}  e {bn}  forem  divergentes,  entao  {a„  + bn}  e divergente. 

15.  Se  { an } e {bn}  forem  divergentes,  entao  {a,,bn)  6 divergente. 

16.  Se  {«„}  for  deerescente  e an  > 0 para  todo  n,  entao  {an} 
e convergente. 

17.  Se  an  > 0 e 2 an  convergir,  entao  2 (— converge. 

18.  Se  > 0 e (a„+s/a«)  < 1,  entao  lim,,-.,*  a„  — 0. 


EXERCICSOS 


1-8  □ Determine  se  a sequencia  6 convergente  ou  divergente.  Se 
ela  for  convergente,  eneontre  seu  limite, 

2 + n3  , 9"+! 

2,  ar  — — 

1 + 2n3  10” 


3,  (Xn 


nJ 


1.  an 


1 + n2 


n sen  n 


n 2 + 1 


4.  a»  = cos(rtrr/2) 
In  n 


2.  an  = 


5.  a„  = 


6. 


a, 
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7.  {(1  + 3/n)4"} 


8.  {(-  lOf'/o!) 


9.  Uma  seqtiencia  e definida  recursivamente  pelas  equa9oes 
a i — 1,  an+t  = j(<3,i  + 4).  Mostre  que  {«„}  e crescente 
e a„  < 2 para  todo  o.  Deduza  que  {«„}  e convergente 
e encontre  seu  limite. 

§§|  10.  Mostre  que  lim,,  n 4e  " = 0e  use  um  grafico  para  encontrar 
o menor  valor  de  N que  coiresponde  as  = 0,1  na  defini^ao  de 
um  limite. 


11-22  □ Determine  se  a serie  e convergente  ou  divergente. 

ii.  £ 


n + 1 


„„  v «'  + I 
12.  1^—7 

«:v:i  H + 1 

Mr 


fj 

i4.  i4 

36  I 

’n  1 

Ov’n  n 

16.  ilnj 

/ n + 


17.  I 

>}  — 

i9.  i 


cos  3 n 

",  \ + 0,2)" 

1 * 3 • 5 • ■ 


18.  S 


(2 n ~ 1) 


5"n! 


",  (1  + 2 n2)" 

20. 

tt29" 


21.  S (-1) 


n- 1 v 


In 


n + 


22.  £ v^T  - VJ^lL 


23-28  D Determine  se  a serie  e condicionalmente  convergente, 
absolutamente  convergente  ou  divergente. 


23.  2 (-  lr1 


25.  2 


(-!)"(«  + l)3f 


24. 

)}~  i 

26. 

In  n 


28. 

«~i  n{n  + 3) 


27-31  □ Encontre  a soma  da  serie. 

2,  22n+i 

27.  2 — 

29.  t [tg-'(it  + 1)  - tg-'n]  30.  2 

!i— 0 3 (Z«)! 


g-  g 

31.  1 — £ + ” — — + — 
2!  3!  4! 


32.  Expresse  a dizima  periodica  4,17326326326  . . . como  uma 
fraijao. 

1 o 

33.  Mostre  que  cosh  x J + — xr  para  todo  x. 

34.  Para  quais  valores  de  x a serie  2jU;  (In  x)”  converge? 


35,  Encontre  a soma  da  serie  2 
casas  decimals. 


Hr 

r,  n' 


com  precisao  de  quatro 


36.  (a)  Encontre  a soma  parcial  da  serie  SjL , e estime 

o erro  ao  usa-la  como  uma  aproxiinacao  para  a soma 
da  serie. 

(b)  Encontre  a soma  da  serie  com  precisao  de  cinco  casas 
decimais. 

37.  Use  a soma  dos  oito  primeiros  termos  para  aproximar  a soma 
da  serie  (2  + 5'T  Estime  o erro  envolvido  nessa 
aproxiinacao. 

38.  (a)  Mostre  que  a serie  2 7Z~T7  & convergente. 

*-i  (2 n)! 

n/r 

(b)  Deduza  que  lim  = 0. 

(2 «}! 

39.  Prove  que,  se  a serie  , a„  for  absolutamente  convergente, 
entao  a serie 


n.  + l 


a„ 


6 absolutamente  convergente  tambem. 

40-43  □ Encontre  o raio  de  convergence  e o intervalo  de 
convergencia  da  serie. 


40.  X (-1) 

tV =*  1 

42.  X 


x 


0*5” 
2"(x  - 2)” 


41.  2 


(. x + 2)" 


i o4" 

; 2”(x  - 3)" 


«.  2 

jj— o v«  + 3 


(n  + 2)! 

44.  Encontre  o raio  de  convergencia  da  serie 

7,  (2«)! 

",  («!) 

45.  Encontre  a serie  de  Taylor  de  fix)  = sen  x em  a ~ i r/6. 

46.  Encontre  a serie  de  Taylor  de  /(x)  — cos  x em  a = 7r/3. 

47-54  □ Encontre  a serie  de  Maclaurin  para / e seu  raio  de 
convergencia.  Voce  pode  usar  o metodo  direto  (a  defini^ao 
de  uma  serie  de  Maclaurin)  ou  series  conhecidas,  como  a 
serie  geom6triea,  a serie  binomial  ou  a serie  de  Maclaurin 
para  ex,  senxe  tg”‘x. 

48.  f(x ) ~ tg“‘(x2) 

50.  f{x)  — xeu 
52.  f(x)  - 10" 

54.  f{x)  - (1  - 3x)“5 


47.  fix)  = 

49.  fix)  = ln(l  - x) 
51.  fix)  — sen(x4) 
53.  f(x)  - 
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55,  Avalie  I — • dx  como  uma  serie  infinita. 

J x 

58,  Use  series  para  aproximar  JJ  y’l  + xA  dx  com  precisao  de  duas 
casas  decimals. 

57-58  □ 

(a)  Aproxime/por  urn  polinomio  de  Tayior  de  grau  n em  a. 

||  (b)  Plot e/  e T„  na  mesma  tela. 

(c)  Use  a Desigualdade  de  Taylor  para  estimar  a precisao 
da  aproximacao  fix)  « Tn(x)  quando  x estiver  no 
intervalo  dado. 

||  (d)  Verifique  seu  resultado  na  parte  (c)  plotando  I R<^x)  I. 

57.  f{x ) = -fx,  a — 1,  n — 3,  0,9  x < U 

58.  fix ) ~ sec  x,  a — 0,  n — 2,  0 =£  x «£  tt/6 

59.  Use  series  para  avaliar  o limite  a seguir. 

senx  — x 
lim ; 

jr->0  x 


80.  A forca  da  gravidade  em  um  objeto  de  massa  m a uma  altura  h 

acima  da  superffcie  da  Terra  e 

_ mgR 2 

(. R + h )2 

onde  R 6 o raio  da  Terra  eg  6 a acelera^ao  da  gravidade. 

(a)  Expresse  F como  uma  serie  de  potencias  em  h/R. 

(b)  Observe  que,  se  aproximamos  F pelo  primeiro  termo  na 
serie,  obtemos  a expressao  F ~ mg,  que  e geralmente 
usada  quando  h e muito  menor  que  R.  Use  o Teorema  da 
Estimativa  de  Series  Altemadas  para  estimar  a gama  de 
valores  de  h para  os  quais  a aproximacao  F ^ mg  tern 
precisao  de  1%.  (Use  R ~ 6.400  km.) 

61.  Suponha  que  fix)  — cnxn  para  todo  x. 

(a)  Se  / for  uma  fun^ao  Cmpar,  mostre  que 

Co  — Ci  = c4  ~ * * * — 0 

(b)  Se  / for  uma  fun§ao  par,  mostre  que 

C\  — Ci  = c5  = • • • **  0 

i . rn  , (2 n)\ 

62.  Se  f(x)  — ex , mostre  que  /w'"(0)  — — — . 

17  ! 


fa*  -fak 


fe 


Problemas  Quentes 


1.  Se  f(x)  — sen(jc  '),  encontre  /' l5i(0). 


2.  Uma  funcao /e  defmida  por 

xln  - 1 

fix)  = iim  -y—-- 

Onde / e contmua? 

3.  (a)  Mostre  que  tg  \x  — co-tg  kx  - 2 co-tg  x. 

(b)  Encontre  a soma  da  serie 

f x 

Fts7 

4.  Seja  {E,,}  uma  sequencia  de  pontos  determinados  como  na  figura.  Entao  \AP\  | = 1, 

1 PnPm  1 1 ~ 2"-t,  e o angulo  AP^P.^i  6 um  angulo  reto.  Encontre  Iim,,-,*  jLP„AP„,.\. 


FIGURA  PARA  0 PROBLEMA  4 

5.  Para  construir  a curva  floco  de  neve,  coniece  com  um  triangulo  eqiiilatero  com  lados  de 
comprimento  1.  A Etapa  1 na  constru^ao  e dividir  cada  lado  em  tres  partes  iguais,  construir 
um  triangulo  eqiiilatero  na  parte  do  meio  e entao  apagar  a parte  do  meio  (veja  a figura).  A 
Etapa  2 consiste  em  repetir  a Etapa  1 para  cada  lado  do  poligono  resultante.  Esse  processo  e 
repetido  a cada  etapa  seguinte.  A curva  floco  de  neve  e aquela  que  resulta  da  repeti^ao  desse 
processo  indefinidamente. 

(a)  Sejam  s„,  /„  e p„  as  represen tat^oes  do  numero  de  lados,  do  comprimento  de  um  lado  e do 
comprimento  total  da  n-esima  curva  de  aproxima§ao  (a  curva  obtida  depois  da  Etapa  n de 
constru^ao),  respectivamente.  Encontre  as  formulas  para  s„,  /„  e /?„. 

(b)  Mostre  que  p„  — » °c  quando  n —*■  «>. 

(c)  Some  uma  serie  infinita  para  encontrar  a area  dentro  da  curva  floco  de  neve. 

As  partes  (b)  e (c)  moslram  que  a curva  floco  de  neve  e infinitamente  longa,  mas  delimita  apenas 
uma  area  finita. 


-Ifc  ««- 


i 


■m 


feS  ■ & Me 


1 


: mm®. 


S.  Encontre  a soma  da  serie 


1 + - — H — — (■  ■ — I-  -—  + 
2 3 4 6 


12 


onde  os  termos  sao  os  reciprocos  dos  inteiros  positivos  cujos  unicos  fatores  primos  sao  2 e 3. 

7.  (a)  Mostre  que,  para  at  # ~ 1, 


A “ V 

arctg  x --  arctg  y = arctg 

1 + x y 

se  o lado  esquerdo  estiver  entre  ~~ir/ 2 e ir/2. 

(b)  Mostre  que 

120  j 7T 

arctg  ns  “ arctg  239  “ ~7 


(c)  Deduza  a seguinte  formula  de  John  Machin  (1680-1751): 

, j \ 17 

4 arctg  5 ~ arctg  39  = “ 

(d)  Use  a serie  de  Maclaurin  para  arctg  para  mostrar  que 

0197395560  < arctg  5 < 0,197395562 

(e)  Mostre  que 

0,004184075  < arctg  ^ < 0,004184077 

(f)  Deduza  que,  com  precisao  de  sete  casas  decimals, 

3,1415927 

Machin  usou  esse  metodo  em  1706  para  encontrar  zrcom  precisao  de  100  casas  decimais. 
Neste  seculo,  com  a ajuda  de  computadores,  o valor  de  7 r tem  sido  calculado  com  uma 
precisao  cada  vez  rnaior.  Em  1999,  Takahashi  e Kanada  empregaram  o metodo  de 
Borwein  e Brent/Salamin,  que  calcularam  o valor  de  it  com  precisao  de  206.158.430.000 
casas  decimais! 

8,  (a)  Prove  uma  formula  similar  aquela  no  Problems  7(a),  mas  envolvendo  arccotg  em 

vez  de  arctg. 

(b)  Encontre  a soma  da  serie 

2 arcco-tg(«2  + n + 1) 

9.  Encontre  o intervalo  de  convergence  de  2*_j  n2 xn  e sua  soma. 

10,  Se  a0  + a\  4-  a2  3-  • * • + ak  = 0,  mostre  que 

lim  (rto y'ft  + <X\  \-n  + 1 + «2v//j  + 2 + • * * + N/»  + k ) — 0 


Se  voce  nao  ve  como  provar  isso,  tente  a estrategia  de  resolu§ao  de  problemas  com  uso  de 
analogias  (veja  a pdgina  80  do  Volume  I).  Tente  os  casos  especiais  k = 1 e k — 2 primeiro. 
Se  voce  vir  como  provar  a assercao  para  esses  casos,  provavelmente  vera  como  prova-la  no 
caso  geraL 


11.  Ache  a soma  da  serie  2 lni  1 


12.  Suponha  que  voce  tenha  um  grande  suprimenlo  de  livros,  todos  do  mesmo  tantanho,  e os 

empilha  na  borda  de  uma  mesa,  com  cada  livro  se  estendendo  mais  longe  da  borda  da  mesa  do 
que  o livro  embaixo  dele.  Mostre  que  e possfvei  fazer  isso  de  maneira  que  o livro  no  topo  da 
pilha  se  estenda  inteiramente  aiem  da  mesa.  De  fato,  mostre  que  0 livro  do  topo  pode  se 
estender  a qualquer  distancia  alem  da  borda  da  mesa  se  a pilha  for  alta  0 suficiente.  Use  o 


-*'«**•’ 


seguinte  metodo  de  empilhamento:  o livro  do  topo  se  estende  metade  de  seu  comprimento 
aldm  do  segundo  livro.  O segundo  livro  se  estende  uni  quarto  de  seu  comprimento  aiem  do 
terceiro.  O terceiro  se  estende  um  sexto  de  seu  comprimento  aiem  do  quarto,  e assini  por 
diante.  (Tente  voce  mesmo  com  um  baralho.)  Considere  os  centres  de  massa. 
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13.  Seja 


X X X 

~3\  ~61  + 9!*  + 


.v  x x 

V — X H F — H F 

4!  7!  10! 


X X 

2!~  5?  87 


Mostre  que  u*  -f-  t;3  + w7,  — 3uvw  = 1. 
14.  Se  p > l,  avalie  a expressao 


1 + 2p  + y + 4P  + 


1 


2P  3P 


4P 


15.  Suponha  que  ctrculos  de  diametros  iguais  sao  dispostos  finnemente  em  n fileiras  dentro  de  um 
triangulo  equilatero.  (A  figura  ilustra  o caso  n — 4.)  Se  A for  a area  do  triangulo  e A»  for  a 
area  total  ocupada  pelas  n fileiras  de  cfrculos,  mostre  que 


lim 


A„ 


2 V3 
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18.  A seqiiencia  {a„ } e definida  reeursivamente  pelas  equates 

Go  — ai  ~ 1 n(n  — 1 )an  — (n  — l)(n  - — (n  - 3)an~2 

Encontre  a soma  da  serie  2*«o  an. 
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17.  Tomando  o valor  de  X*  em  0 igual  a 1 e integrando  uma  serie  termo  a termo,  mostre  que 


(~iy 

nn 


18.  Commando  com  os  vertices  Pj(0,  1),  P2U,  1),  P3O,  0),  P4( 0,  0}  de  urn  quadrado,  construimos 
outros  pontos.  como  mostrado  na  figura:  P5  e o ponto  medio  de  P,  P2;  P,,  e o ponto  medio  de 
P2P3;  P?  e o ponto  medio  de  P?P4  e assim  por  diante.  O caminho  espiral  poligonai 
P,P2P3P4P5P6P7...  se  aproxima  de  urn  ponto  P dentro  do  quadrado. 

(a)  Se  as  coordenadas  de  P„  forem  (x,„  v„),  mostre  que  \xn  + jcn+I  + .v„+2  -f  x„+3  ~ 2 

e encontre  uma  equa^ao  similar  para  as  coordenadas  do  eixo  y. 

(b)  Encontre  as  coordenadas  de  P. 


P P P2 
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19.  Se  fix)  = tiver  raio  de  convergence  positivo  e efU)  — dnx’\  mostre  que 

nd„  — 2 icidn-i  n 1 

f=t 

20.  Triangulos  retangulos  sao  construidos  conforme  a figura.  Cada  triangulo  tern  altura  igual  a 1 e 
sua  base  e a hipotenusa  do  triangulo  anterior.  Mostre  que  essa  seqiiencia  faz  indefinidas  voltas 
ao  redor  de  P ao  mostrar  que  I0ne  uma  serie  divergente. 


21.  Considere  a serie  cujos  termos  sao  os  rea'procos  de  inteiros  positivos  que  podem  ser  escritos 
na  base  10  sem  usar  o dfgito  0.  Mostre  que  essa  serie  e convergente  e a soma  e menor  que  90. 


22.  (a)  Mostre  que  a serie  de  Madaurin  da  fun?ao 


Ax)  = 7 — ~T  e X /«*" 

i — X ~ A „„-.j 

onde_£,  e o «-esimo  numero  de  Fibonacci,  ou  seja,/^  = l,/2  = 1 e ftt_l  +/„..2  para  n 3. 
[Dica:  Escreva  xt{\  — x — x 2)  — c0  + c,,v  + c^x2  + ■ • • e multiplique  ambos  os  lados 
dessa  equa9ao  por  l — x — x~ 1 

(b)  Ao  escrever /(x)  como  uma  soma  de  frames  parciais  e,  portanto,  obtermos  a serie  de 
Maclaurin  em  uma  maneira  diferente,  ache  uma  formula  explicita  para  o n-6simo  numero 
de  Fibonacci. 
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Vetores  e a Geometria 
do  Espa^o 


A velocidade  do  vento  e um  vetor, 
ja  que  tem  magnitude  e dire<pao. 
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Neste  capi'tulo  introduzimos  vetores  e sistemas  de  coordenadas  para  o espapo  tridi- 
mensional. Isso  nos  fornecera  ferramentas  para  estudar  no  Capi'tulo  14  o caiculo  de 
funpoes  de  duas  variaveis  cujo  grafico  e uma  superficie  no  espapo.  Neste  capi'tulo 
veremos  que  vetores  fornecem  uma  descripao  particularmente  simples  de  retas  e 
pianos  no  espapo. 


Sistema  de  Coordenadas  Tridimensionais 


7f- 


FIGURA  1 
Eixos  coordenados 


FIGURA  2 

Regra  da  mao  direita 


FIGURA  3 


Para  locaiizar  urn  ponto  no  piano  sao  necessarios  do  i s numeros.  Sabemos  que  qualquer 
ponto  no  piano  pode  ser  representado  como  um  par  ordenado  (a,  b)  de  numeros  reais,  onde 
a 6 a coordenada  x e b 6 a coordenada  y.  Por  essa  razao,  um  piano  e dito  bidimensional, 
Para  locaiizar  um  ponto  no  espapo,  necessitamos  de  tres  numeros.  Representaremos  qual- 
quer ponto  no  espapo  pela  tripla  ordenada  (a,  b,  c)  de  numeros  reais. 

Para  representar  pontos  no  espapo  precisamos  inicialmente  fixar  um  ponto  0 (origem) 
e tres  retas  orientadas,  passando  por  O,  que  sejam  perpendicuiares  entre  si,  que  chamare- 
mos  eixos  coordenados,  denotados  por  eixo  x,  eixo  y e eixo  z.  Geralmente,  colocamos  os 
eixos  x e y como  retas  horizontais  e a reta  vertical  como  o eixo  z,  e indicamos  a orientacao 
dos  eixos,  como  mostrado  na  Figura  1.  O sentido  do  eixo  z e determinado  pela  regra  da 
mao  direita,  como  iiustrado  na  Figura  2.  Se  voce  arredondar  os  dedos  de  sua  mao  direita 
ao  redor  do  eixo  z de  forma  a rodar  de  90°  no  sentido  anti-horario  do  eixo  x para  o eixo  y,  o 
polegar  apontara  para  o sentido  positivo  do  eixo  z. 

Os  tres  eixos  coordenados  determinant  tres  pianos  coordenados  [ilustrados  na  Figura 
3(a)].  O piano  xy  content  os  eixos  x e y\  o piano  yz  possui  os  eixos  jezeo  piano  xz  detem 
os  eixos  x e z.  Os  tres  pianos  coordenados  dividem  o espapo  em  oito  partes,  chamadas 
octantes.  O prlmeiro  octante  e determinado  pelos  eixos  positivos. 


Como  muitas  pessoas  tem  dificuldade  em  visualizar  diagramas  de  figuras  em  tres 
dimensoes,  voce  podera  achar  util  fazer  o que  sugerimos  a seguir  [veja  a Figura  3(b)].  Olhe 
para  algum  canto  inferior  da  sala  e defina-o  como  origem.  A parede  que  se  encontra  a sua 
esquerda  esti  no  piano  xz,  a parede  a sua  direita  pertence  ao  piano  yz  e o chao  pertence  ao 
piano  xy.  O eixo  x esta  ao  longo  da  intersepao  do  chao  com  a parede  esquerda.  O eixo  y 
fica  ao  longo  da  intersepao  do  chao  com  a parede  direita.  O eixo  z corre  ao  longo  da  inter- 
sepao das  duas  paredes  orientado  no  sentido  do  teto.  Se  voce  esta  no  primeiro  octante  e 
imagina  outras  sete  salas  situadas  nos  outros  sete  octantes  (tres  no  mesmo  andar  e quatro 
no  andar  abaixo),  todas  tem  o canto  O em  comum. 

Seja  P um  ponto  qualquer  do  espapo,  e seja  a a distancia  (medida  na  perpendicular  ao 
piano)  de  P ate  o piano  b a distancia  de  P ate  o piano  xz  era  distancia  de  P ate  o piano 


.fee.  . mm  itfe  % %.  ^ . s*  m %«... 
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xy.  Represen taremos  o ponto  P pela  tripia  ordenada  ( a , b,  c ) de  numeros  reals  e chamare- 
mos  a,  b e c coordenadas  do  ponto  P:a6  a coordenada  x,  b e a coordenada  v e c 6 a coor- 
denada  z.  Entao,  para  local izar  o ponto  (a,  b,  c)  come^amos  da  origera  O e movemos  a 
unidades  ao  longo  do  eixo  x,  em  seguida,  b unidades  paralelamente  ao  eixo  >’  e,  por  fim,  c 
unidades  paralelamente  ao  eixo  z,  como  na  Figura  4. 

O ponto  P(a , b,  c)  determina  uma  caixa  retangular  como  na  Figura  5.  Se  desenharmos 
uma  perpendicular  de  P ao  piano  xy,  obteremos  o ponto  Q,  com  coordenadas  (o,  b,  0), 
denominado  projegao  de  P no  piano  xy.  Da  mesma  forma,  R( 0,  b , c)  e S(a , 0,  c)  sao 
respectivamente  as  projegoes  de  P nos  pianos  yz  e xz. 

Como  ilustragao  numerica,  os  pontos  (“4,  3,-5)  e (3,  —2,  -6)  estao  indicados  na 
Figura  6. 


FIGURA  5 FIGURA  6 

O produto  cartesiano  R X IR  X !R  = {(x,  y,  z ) | x,  y,  z R)  e o conjunto  de  todas  as 
triplas  ordenadas  de  numeros  reais  e e denotado  por  U \ Temos  uma  correspondencia  um- 
a-um  entre  pontos  P no  espago  e triplas  ordenadas  (a,  b,  c)  no  IR3.  Ele  e chamado  sistema 
coordenado  retangular  tridimensional.  Note  que,  em  termos  de  coordenadas,  o primeiro 
octante  pode  ser  descrito  como  o conjunto  de  pontos  cujas  coordenadas  sao  todas  positivas. 

Em  geometria  analitica  bidimensional,  o grafico  de  uma  equagao  envolvendo  x e y e 
uma  curva  em  K2.  Em  geometria  analitica  tridimensional,  uma  equagao  envolvendo  x,  y 
e z representa  uma  superficie  em  R 3. 


EXEMPLO  1 □ Que  superficies  de  R3  sao  representadas  pelas  seguintes  equagoes? 

(a)  z = 3 (b)  y = 5 

S0LUQA0 

(a)  A equagao  z = 3 representa  o conjunto  {(x,  y,  z)  | z = 3},  que  e o conjunto  de  todos 
os  pontos  de  IR3  com  coordenada  z igual  a 3.  Isso  representa  um  piano  horizontal  para- 
lelo  ao  piano  xy  e ties  unidades  acima  dele,  como  na  Figura  7(a). 


FfGURA  ' (a)  z = 3,  urn  piano  em  R3  (b)  y = 5,  um  piano  em  W (c)  y = 5,  um  piano  em  W 


.&&&.■ 


L 
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(b)  A equacao  y ~ 5 representa  o conjunto  de  todos  os  pontos  de  R3  com  coordenada  y 
igual  a 5.  Esses  pontos  pertencem  a um  piano  vertical  paralelo  ao  piano  xz,  e cinco 
unidades  a direita  deste,  como  moslrado  na  Figura  7(b). 

NOTA  □ Quando  e dada  uma  equaijao,  precisamos  saber  se  ela  representa  uma  curva  em 
R2  ou  uma  superffcie  em  K3.  No  Exemplo  1,  y — 5 representa  um  piano  em  R3,  mas  pode 
representar  uma  reta  em  R2  se  estivermos  trabalhando  com  geometria  analitica  bidimen- 
sional  [veja  as  Figuras  7(b)  e (c)]. 

Em  geral,  se  k e uma  constante,  entao  x = k representa  um  piano  paralelo  ao  piano  yz, 
y = k corresponde  a um  piano  paralelo  ao  piano  xz  e z = k refere-se  a um  piano  paralelo 
ao  piano  xv.  Na  Figura  5,  as  faces  da  caixa  retangular  sao  formadas  pelos  tres  pianos  coor- 
denados  x — 0 (o  piano  yz),  y — 0 (o  piano  xz)  e z ~ 0 (piano  xy),  e pelos  pianos  x — a, 
y — b e z — c. 


FIGURA  8 
O piano  y = x 


t'K afrirul  z Descreva  e esboce  a superffcie  em  R3  representada  peia  equacao  y — x. 

SOLUQAO  A equacao  representa  o conjunto  de  todos  os  pontos  em  R3  com  coordenadas  x 
e y iguais,  isto  e,  {(x,  x,  z)  |x  E R,  z 6E  R}.  Esses  pontos  pertencem  a um  piano  vertical 
que  intercepta  o piano  xy  na  reta  y — x,  z — 0.  A parte  desse  piano  que  esta  no  primei.ro 
octante  esta  esbo^ada  na  Figura  8. 

A formula  familiar  para  a distancia  entre  dois  pontos  em  um  piano  e estendida  facil- 
mente  para  a seguinte  formula  tridimensional. 


; m iJistaincdi:  s;  'Ms  Mssiiiseas  A distancia  \P\Pi  \ entre  os  pontos 

j Pj(xi,yi,  zi)  cP2(x2,  y2,z?)  6 

|P,P2j  = J(x2  -xi)2  + (v2  ~ Vi)2  4-  (zi  - z,)2 


FIGURA  9 


Para  ver  se  essa  formula  e verdadeira,  vamos  construir  uma  caixa  retangular  (como  na 
Figura  9),  onde  Ps  e P2  sao  vertices  opostos  e as  faces  dessa  caixa  sao  paralelas  aos  pianos 
coordenados.  Se  A(x2,yi,  zi)  e #(x2,y2,zi)  sao  os  vertices  da  caixa  indicados  na  figura, 
entao 


I P\A  | — )x2  “ Xj  j \AB  | — | y2  yj  | j BP2  j = | Z2  “ Z\  | 

Como  os  triangulos  P\BP2  e P\AB  sao  retangulares,  duas  aplicacoes  do  Teorema  de 
Pitagoras  foraecem 

iP.Pzl2  - \PiB\2  + \BP2\2 

e jP^p  = |P,Ap  + \AB\2 

Combinando  as  duas  equates,  obtemos 


Portanto 


|P,P2p- j P\A  p + j AB  p + j bp2  p 

= jx2  ~ x,  p + |y2  — yi  p + |z2  ~ Zi  p 
— (x2  - xf)2  + (y2  - yO2  + (z2  - zi)2 

\P,P2  | = Vfe  - .Cl)2  + fe  - >',)2  + fe  - 2| )’- 


-Vi  -t*  A . .v..  sew.  -v  , .a*,  A. . *•<*  * tbs  % % 


4Sfe.  % 
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EXEMPLO  3 □ A distancia  do  ponto  P( 2,  — 1,  7)  ao  ponto  Q(  1,  —3,  5)  e 

\PQ\  = VU  ~ 2f-  +Tr3  + 1)2"+  (5  - If 
— 1 +4  + 4”3 


FIGURA  10 


EXEMPLO  4 u Encontre  a equagao  da  esfera  com  raio  r e centro  C(h , &,  /). 

S0LUCA0  For  defin^ao,  a esfera  e o conjunto  de  todos  os  pontos  P(x,  y,  1 ) com  distancia 
ao  ponto  C igual  a r (veja  a Figura  10).  Entao,  P pertence  & esfera  se  e somente  se 
| PC  j = r.  Elevando  ao  quadrado  ambos  os  lados,  temos  que  | PC  |2  = r ou 

(x  — h)2  + (y  — k)z  + (z  — l)2  — r2 
O resultado  do  Exemplo  4 deve  ser  guardado. 


j Ecpaeao  da  Esfera  Uma  equa^ao  da  esfera  de  centro  C(h , k,  l)  e raio  r e 
j (x  ~ h)2  + (v  ~ ky  + (z  — l)2  — r2 

| Em  particular,  se  o centro  e a origem  O,  a equa^ao  da  esfera  e 

x2  + y 2 + z2  — r2 


EXEMPLO  5 □ Mostre  que  x2  + >'2  + z2  + 4x  — 6y  + 2z  + 6 = 0 e a equa^ao  de  uma 
esfera  e encontre  seu  centro  e raio. 

SOLUQAQ  Podemos  reescrever  a equa9§o  dada  na  forma  da  equa^ao  de  uma  esfera  se 
completarmos  os  quadrados: 

(x2  + 4x  + 4)  + ( y 2 — 6 y + 9)  + (z2  + 2z  + 1)  = —6  + 4 + 9+1 
(x  + 2 Y + {y  — 3)2  + (z  + 1}~  — 8 

Comparando  essa  equagao  com  a forma  padrao,  vemos  que  temos  a equacao  de  uma 
esfera  com  centro  (— 2,  3,  — 1)  e raio  y'8  — 2>/2.  € 

EXEMPLO  6 □ Que  regiao  de  R3  e representada  pelas  seguintes  inequa^oes? 

1 x2  + >'2  + z2  4 z 0 


S0LUQA0  As  inequa^oes 


1 as  x2  + y2  + z2  =ss  4 

podem  ser  reescritas  como 

I ^ y xl + _y*  + "z2  ^ 2 

e portanto  representam  os  pontos  (x,  y,  z ) com  distancia  a origem  entre  1 e,  no  maximo, 
2.  Mas  nos  foi  dado  tambem  que  z 0,  estando  os  pontos,  portanto,  abaixo  do  piano  xy. 
Assim,  a inequa9ao  dada  representa  a regiao  que  esta  entre  as  (ou  nas)  esferas 
x£  + y2  + z2  — 1 e x2  + y2  + z2  = 4 e abaixo  (ou  sobre)  0 piano  xy,  O esbo90  da 
regiao  esta  apresentado  na  Figura  11.  O 
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Exercicios 


1.  Suponha  que,  a partir  da  origem,  voce  tenha  percorrido  uma 
distancia  de  quatro  unidades  ao  longo  do  eixo  a-  no  sentido 
positivo  e entao  uma  distancia  de  ties  unidades  para  baixo. 
Quais  as  coordenadas  de  sua  posi9ao  atual? 

2.  Esboce  os  pontos  (0,  5,  2),  (4.  0,—  1 ),  (2.  4,  6)  e ( I , ~ 1,  2)  em 
um  mesmo  conjunto  de  eixos  coordenados. 

3.  Qual  dos  pontos  esta  mais  proximo  do  piano  xz:  P( 6,  2,  3), 
Q(-5,  —1,  4)  ou  6(0,  3,  8)?  Qual  ponto  pertence  ao  piano  yz? 

4.  Quais  sao  as  proje^oes  do  ponto  (2,  3,  5)  nos  pianos  xy,  yz  e 
xr?  Desenhe  uma  caixa  retangular  que  tenha  vertices  opostos 
na  origem  e em  (2,  3,  5)  e com  faces  paralelas  aos  pianos 
coordenados.  Nomeie  todos  os  vertices  da  caixa.  Determine  o 
comprirnento  da  diagonal  dessa  caixa. 

5.  Descreva  e esboce  no  H ' a superffcie  representada  pela 
equa^ao  x + y — 2. 

6.  (a)  Qual  a representapao  da  equai^ao  x — 4 em  IK"?  Em  K3? 

Fa^a  um  esboyo  delas. 

(b)  Qual  a representa^ao  da equagao y — 3 em  IM3?  O que z~5 
representa?  Qual  a represen tagao  do  par  de  equa95es  v = 3 e 
z — 5?  Etn  outras  palavras,  descreva  o conjunto  de  pontos 
(x,  y,  z ) tal  que  y — 3 e z — 5.  liustre  com  um  esbo^o. 


18-18  c Mostre  que  a equa9ao  representa  uma  esfera  e determine 
seu  centro  e raio. 

15.  x2  + v2  -f  z2  — 6a  + 4v  — 2z  = II 

16.  x2  4-  y3  -F  z~  ~ 4x  — 2y 

17.  x"  4-  y~  4 z~  — x 4-  v + z 

18.  4x2  4-  4y2  + 4z2  - 8x  + 16y  - 1 

19.  (a)  Prove  que  o ponto  medio  do  segmento  de  reta  que  liga 

>’i,  z\)  a P2(x2,  yi,  zi)  e 

| •*'  + Xz  + >;2  £LLii\ 

\ 2 ’ 2*2/ 

(b)  Determine  o comprirnento  da  mediana  do  triangulo  com 
vertices  em  4(1,  2,  3),  B(~ 2,  0,  5}  e C(4,  1,  5). 

20.  Estabele9a  a equa9ao  de  uma  esfera  que  tenha  um  diametro 
com  pontos  terminais  dados  por  (2,  1,  4)  e (4,  3,  10). 

.421,  Estipule  as  equacoes  das  esferas  com  centro  em  (2,  —3,  6)  e 
tangencia  (a)  no  piano  xy,  (b)  no  piano  yz  e (c)  no  piano  xz. 

22.  Determine  a equa9ao  da  maior  esfera  com  centro  em  (5,  4,  9) 
contida  no  primeiro  octante. 


7.  Mostre  que  o triangulo  com  vertices  etn  P(~ 2,  4,  0), 

Q(l,2,  — l).e  /?(— 1,  1,  2)  e um  triangulo  equilatero. 

8.  Encontre  o comprirnento  dos  lados  do  triangulo  com  vertices 
4(1,  2,-3),  B{ 3,  4,  -2)  e C(3,  -2,  1).  O triangulo  ABC  6 
retangulo?  E isosceles? 

9.  Determine  se  os  pontos  estao  alinhados. 

(a)  4(5,  1,3),  6(7,  9,  — 1),  C(l, -15,11) 

(b)  M0,  3,  -4),  6(1, 2,  -2),  M(Z,  0,  1) 


23-34  □ Descreva  em  palavras  a regiao  de  !R3  representada  pela 
equa9ao  ou  inequa9ao. 


23.  >•  = -4 
25.  x > 3 

B 0<z<6 
29.  x2  + y2  + z1  > 1 
31.  x2  + yl  + z2  — 2z  < 3 


24.  x = 10 
26.  y > 0 
28.  y = z 

30.  1 «£  x2  + y2  4-  z2  ^ 25 
32.  x2  + y2  - 1 


10.  Determine  a distancia  entre  (3,  7,  -5)  e cada  um  dos  seguintes. 

(a)  Plano  xy  (b)  Plano  yz 

(c)  Plano  xz  (d)  Eixo  x 

(e)  Eixo  y (f)  Eixo  z 

11.  Determine  a equa9§o  da  esfera  com  centro  em  (1,  -4,  3)  e raio 
5.  Qual  e a intersecao  dessa  esfera  com  o piano  xz? 

12.  Determine  a equa9ao  da  esfera  com  centro  em  (6,  5,  — 2)  e raio 
v 7.  Descreva  sua  iniersegao  coin  os  pianos  coordenados. 

IHHf  Detennine  a equa9ao  da  esfera  que  passa  pelo  ponto 
(4,  3,  - 1)  e tem  centro  em  (3,  8,  1). 

14.  Determine  a equa9§o  da  esfera  que  passa  pela  origem  e tem 
centro  em  (1,2,  3). 


W§  x2  + z2  9 34.  xyz  — 0 

35-38  □ Escreva  inequa9oes  para  descrever  a regiao  dada, 

35.  Semi-espa90  de  todos  os  pontos  que  estao  a esquerda  do  piano 
xz. 

36.  Caixa  retangular  srilida  no  primeiro  octante  limitada  peios 
pianos  x = 1,  y = 2 e z = 3. 

Wtti  A regiao  constitufda  por  todos  os  pontos  entre  (mas  nao  sobre) 
as  esferas  de  raio  r e R centradas  na  origem,  onde  r < R. 

38.  Q hemisferio  superior  solido  da  esfera  de  raio  2 eentrada  na 
origem. 
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39.  A figura  mostra  uma  reta  L i no  espa^o  e uma  segunda  reta 
que  e a proje^ao  de  L-;  no  piano  xy.  (Isto  e, 


os  pontos  de  Li  estao  diretamente  embaixo  ou  em  cima  dos 
pontos  de  L|.) 

(a)  Determine  as  coordenadas  do  ponto  P da  reta  Lt. 

(b)  Localize  no  diagrams  os  pontos  A,  B e C onde  a reta  L< 
intercepta  os  pianos  xy,  yz  e xz,  respectivamente. 

40.  Considere  o ponto  P tal  que  a distancia  de  Pa  A{—  1,  5,  3)  seja 
o dobro  da  distancia  de  P a B( 6,  2,  —2).  Mostre  que  o conjunto 
desses  pontos  e uma  esfera  e determine  seu  raio  e centro. 

41.  Determine  a equacao  do  conjunto  de  pontos  eqiiidistantes  dos 
pontos  A(  — 1,  5,  3}  e B( 6,  2,  —2).  Descreva  o conjunto. 

42.  Determine  o volume  do  soiido  que  esta  contido  em  ambas  as 
esferas 

x2  + v2  + z2  + Ax  — 2 y + 4z  + 5 — 0 
e x~  + v"  + z“  ~ 4 


Vetores 


A 


FIGURA  1 
Vetores  equivalentes 


O termo  vetor  e usado  por  cientistas  para  indicar  quantidades  (tais  como  deslocamento  ou 
velocidade  ou  fonja)  que  tem  ao  mesmo  tempo  grandeza,  dire^ao  e sentido.  Um  vetor  e 
freqiientemente  representado  por  uma  seta  ou  segmento  de  reta  orientado.  O comprimento 
da  seta  representa  o tamanho  do  vetor  e a seta  aponta  na  dire9ao  do  vetor.  Denotamos  um 
vetor  por  uma  letra  em  negrito  (v)  ou  coiocando  uma  seta  sobre  a letra  (tf). 

Por  exemplo,  suponha  que  uma  particula  se  mova  ao  longo  de  um  segmento  de  reta 
de  um  ponto  A para  um  ponto  B.  O vetor  de  deslocamento  v,  mostrado  na  Figura  1, 
tem  um  ponto  inicial  A (o  imcio)  e umjMmto  terminal  B (o  fim)  e indicamos  isso  por 
v — AB.  Observe  que  o vetor  u = CD  tem  o mesmo  tamanho,  a mesma  dire^ao  e 
sentido  que  v,  embora  ele  esteja  em  uma  posi^ao  diferente.  Dizemos  que  ucv  sao  equi- 
valentes (ou  iguais)  e escrevemos  u = v.  O vetor  zero,  denotado  por  0,  tem  compri- 
mento 0.  Ele  e o unico  vetor  que  nao  tem  dire^ao  espectfica. 


Combinando  vetores 


c 


Suponha  que  uma  particula  se  mova  de  A para  5,  assim  seu  deslocamento  e AB.  iQepois, 
a particula  muda  de  dire^ao  e se  move  de  B para  C,  com  o vetor  deslocamento  BC  como 
na  Figura  2.  O efeito  combinado  desses  deslocameptos  e que  a particula  se  moveu  de 
A para  C.  O vetor  deslocamento  resultante  de  AC  e chamado  soma  de  AB  e BC  e 
escrevemos  > > 

AC  — AB  + BC 

Em  geral,  se  comecamos  com  os  vetores  u e v,  primeiro  movemos  v de  forma  que 
seu  infcio  coincida  com  o fim  deae  defmimos  a soma  de  u e v como: 

| Defsrsi§a®  da  Adigie  ds  Vetores  Seuev  sao  vetores  posicionados  de  maneira  que”o~l 
| ponto  inicial  de  veo  ponto  terminal  de  u,  entao  a soma  u + veo  vetor  do  ponto  j 
j inicial  de  u ao  ponto  terminal  de  v. 


m m fefe.  % k 
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A defmigao  de  adicao  de  vet  ores  e ilustrada  na  Figura  3.  Voce  pode  ver  por  que  essa 
defmigao  e algumas  vezes  chamada  Lei  do  Triangulo. 


U + V 


u 

FIGURA  3 Lei  do  trianguio 


FIGURA  4 Lei  do  Paraielograma 


FIGURA  5 


Na  Figura  4,  comecamos  com  os  mesmos  vetores  u e v como  na  Figura  3 e 
desenhanios  uma  copia  de  v com  o mesmo  ponto  inicial  de  u.  Completando  o 
paralelogramo,  vemos  que  u + v = v + u.  Isso  nos  da  outra  maneira  de  construir  a soma: 
se  posicionarmos  u e v de  maneira  que  eles  comecem  no  mesmo  ponto,  entao  u + v 
estara  ao  iongo  da  diagonal  do  paralelogramo  com  u e v como  lados.  (Esta  e a chamada 
Lei  do  Paralelogramo.) 

£X£ftiPLO  i Desenhe  a soma  dos  vetores  a e b moslrados  na  Figura  5. 


SOLUQAO  Primeiro  transladamos  b e posicionamos  seu  ponto  inicial  no  ponto  final  de  a, 
tomando  cuidado  para  desenhar  uma  copia  de  b que  tenha  o mesmo  tamanho  e diregao. 
Logo  apos,  desenhamos  o vetor  a + b [veja  Figura  6(a)]  comegando  no  ponto  inicial  de 
a e terminando  no  ponto  final  da  copia  de  b. 

Altera ativamente,  podemos  posieionar  b tal  que  ele  comece  onde  a comega  e 
construir  a + b pela  Lei  do  Paralelogramo  como  na  Figura  6(b). 


FIGURA  6 (a) 


FIGURA  7 

Mdltiplos  escalares  de  v 


E possfvel  multiplicar  urn  vetor  por  um  numero  real  c.  (Nesse  contexto,  chamamos  o 
ndmero  real  c de  escalar  para  distingui-lo  de  um  vetor.)  Por  exemplo,  queremos  que  2v 
seja  o mesmo  vetor  que  v + v,  o qua!  possui  a mesma  direcao  e sentido  de  v,  mas  tern  o 
dobro  de  tamanho.  Em  geral,  multiplicamos  um  vetor  por  um  escalar  da  seguinte  maneira. 


j Deiracie  de  fflultiplieaf  is  par  um  Se  c e um  escalar  e v,  um  vetor,  entao  a multiplicagao  | 
escalar  cv  e o vetor  cujo  tamanho  e | c | vezes  o tamanho  de  v e cuja  direcao  e sentido  j 
e a mesma  de  v se  c > 0 e sentido  oposto  a v se  c < 0.  Se  c = 0 ou  v = 0 entao  j 
! cv  — 0.  I 


Essa  definigao  e ilustrada  na  Figura  7.  Vemos  que  os  numeros  rears  funcionam  como 
fatores  de  escala  aqui;  por  causa  disso  nos  os  chamamos  escalares.  Note  que  dois 
vetores  nao-nuios  sao  paralelos  se  eles  sao  multiplos  escalares  um  do  outro.  Em 
particular,  o vetor  — v = (-l)v  tem  o mesmo  comprimento  que  v,  mas  apontam  era 
sentidos  opostos.  Nos  o chamamos  de  negativo  de  v. 

Pela  diferenga  u - vde  dois  vetores,  queremos  dizer 

U — v = u + (~v) 
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Logo,  podemos  construir  u - v desenhando  primeiro  o negativo  de  v,  -v,  e entao 
adicionando  a ele  o vetor  u e usando  a Lei  do  Paralelogramo  como  na  Figura  8(a). 
Alternativamente,  como  v + (u  - v)  = u,  o vetor  u - v,  quando  adicionado  a v nos 
da  u.  Assim,  podemos  construir  u - v como  na  Figura  8(b)  usando  a Lei  do  Trianguio. 


FIGURA  8 
Desenhando  u — v 


EXEMPLI)  2 g Se  a e b sao  os  vetores  mostrados  na  Figura  9,  desenhe  a - 2b. 

SOIUQAO  Primeiro,  desenhamos  o vetor  -2b  apontando  na  dire^ao  oposta  abe  com  o 
dobro  de  seu  tamanho.  Nos  o posicionamos  com  seu  ponto  inicial  no  ponto  final  de  a e 
entao  usamos  a Lei  do  Trianguio  para  desenhar  a + (-2b)  como  na  Figura  10. 


a <«,,  #2, 
FIGURA  11 


FIGURA  S 

Componentes 


a — 2b 

FIGURA  10 


Para  alguns  propositos  e melhor  introduzir  um  sistema  de  coordenados  e tratar  os 
vetores  algebricamente.  Se  posicionarmos  o ponto  inicial  de  um  vetor  a na  origem  de 
um  sistema  de  coordenadas  retangulares,  entao  o ponto  terminal  de  a tem  coordenadas 
da  forma  (#i,  ^2)  ou  {« 1,  a2>  a2)  dependendo  se  nosso  sistema  de  coordenadas  for  em 
duas  ou  tres  dimensoes  (veja  a Figura  11).  Essas  coordenadas  sao  denominadas  com- 
ponentes de  a e escrevemos 


a—  {auai)  ou  a—  {aua2,ai) 

Usamos  a nota^ao  para  o par  ordenado  que  se  refere  a um  vetor  para  nao 

confundir  com  o par  ordenado  no  (a>,  a?)  que  corresponde  a um  ponto  piano. 

jPor  exemplo,  os  vetores  apresentados  na  Figura  12  sao  todos  equivaientes  ao  vetor 
OP  = (3,  2)  cujo  ponto  terminal  6 P(3,  2).  O que  eles  tem  em  comum  e que  o ponto 
terminal  e alcan^ado  a partir  do  ponto  inicial  por  um  deslocamento  de  tres  unidades 
para  a direita  e duas  para  cima.  Podemos  pensar  de  todos  esses  vetores  geomefricos 
como  representacoes  do  vetor  algebrico  a = (3,  2).  A representacao  particular  OP  da 
origem  ao  ponto  P( 3,  2)  e chamada  de  posi^ao  do  vetor  do  ponto  P. 


— 

T 

1 ■ 

(4,  5) 



1 

A 

1 

u/ 

A 

a. 

3) 

P{ 

3, 

2) 



S' 

: 

> 

0 

A 

7^ 

7* 

1 

A 

7" 

| 



_t 



u 

FIGURA  12 

Representacoes  do  vetor  a = (3,  2) 


FIGURA  13 

Representacoes  de  a = (a„  a2,  a,) 
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Em  tres  dimensoes,  o vetor  a = OP  ” («i.  ai,  a3)  e a posicao  do  vetor  do  ponto 
P(fls,  a2,  ci'X  (Veja  a Figura  13.)  Vamos  considerar  qualquer  outra  representagao  AB 
de  a.  onde  o ponto  inicial  e A(x;,  Vi,  Z\)  e o ponto  final  e B{x2,yi,z2).  Entao,  temos 
que  a'i  + a<  = ag,  Vi  + a2  = >’2  e + «3  = 22  e assim  « 1 ~ as  ~ ar,  a2  — V2  " Vi , e 
a 3 = 2?  — Zi.  Portanto,  temos  o seguinte  resultado. 


j [j]  Dados  os  pontos  A(x\,  Vt,  zi)  e B(x 2,  y2,  z2),  o vetor  a com  representaqao  AB  e 
| a = (ad  — x 1,  v?  — j],  z2  ~ i\ ) 


EXEMPLO  3 o Ache  o vetor  representado  pelo  segmento  de  reta  com  ponto  inicial 
A{ 2,  —3,  4)  e ponto  final  B(-2,  1,1). 

SOLUQAO  Por  (1),  0 vetor  correspondente  a AB  e 


FIGURA  14 


A 


ax  ca  j 

FIGURA  15 


a - <-2  - 2,  1 - (—3),  1 - 4)  = (-4,4,  -3) 

A magnitude  ou  comprimento  do  vetor  vco  comprimento  de  qualquer  uma  de  suas 
represen taqdes  e e denotado  pelo  simbolo  | v | ou  |[  v Jj.  Ao  se  usar  a formula  da  distancia 
para  calcular  o comprimento  de  um  segmento  OP,  obtemos  as  seguintes  formulas. 

j O comprimento  de  um  vetor  bidimensional  a — (cr,  a2)  e j 

i j a | = yja]  + ai  \ 

| 

I O comprimento  de  um  vetor  tridimensional  a = (a  1,  a2,  a2)  e 

1 j a | — a2\  + a\  A-  a\ 

Como  somamos  os  vet  ores  algebricamente?  A Figura  14  mostra  que,  se  a ~ {a\,  a2) 
e b ~ {bi,b2),  entao  a soma  6 a + b — {a-,  + by,  a2  + P2),  no  mfnimo,  para  o caso 
onde  os  componentes  sao  positivos.  Em  outras  palavras,  para  somar  os  vetores 
algebricos,  somamos  suas  componentes.  Similarmente,  para  subtrair  os  vetores, 
subtraimos  as  componentes.  Dos  triangulos  similares  na  Figura  15,  vemos  que  as 
componentes  de  ca  sao  cat  e ca2  Assim,  para  multiplicar  um  vetor  por  um  escalar, 
multiplicamos  cada  componente  pelo  escalar. 

| Se  a — { au  a2)  e b = (bu  M,  entao 

j a + b = { a\  + b\,a2  + b2)  a — b = (ai  — by,a2  — b2) 

ca  = (cfli,  c.a2 ) 

I 

i 

| Similarmente,  para  os  vetores  tridimensionais, 

{ au  a2,  a2)  + {by,  b2,  b2)  — (ay  + bu  a2  + b2,  a2  + b2) 

(ai,  a2,  a_\)  — {by,  b%,  b2)  — {a\  — bu  a2  ~ b2,  a2  — b2) 
c{ay,a2,a2)  — {ca\,  ca2,  ca2) 

EXER/iPLO  4 □ Se  a — (4,  0,  3)  e b — (—2,  1,  5),  determine  j a j e os  vetores  a + b, 
a — b,  3b  e 2a  + 5b. 

S0LUQA0  | a | «=  V 4 2 + Q2  + 32  = y/25  = 5 

a + b — (4,  0,  3)  + {—2,  1,5) 

= <4  - 2,0  + 1,3  + 5)  = <2,  1,8) 
a - b = (4,0,3)  - {-2,  1,5) 


M B M:- 
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- (4  - (—2),  0 - 1,3  - 5)  = (6,  -1,  -2) 

3b  - 3{— 2,  1,5)  - <302),  3(1),  3(5) ) - (-6,3,  15) 
2a  + 5b  - 2(4,  0,  3>  + 5<~2,  1,5) 

- (8,0,6)  +'<-10,5,25)  - (-2,5,31) 


Ve tores  em  n dimensoes  sao  usa- 
dos  para  listar  varias  quantidades  em 
urn  modo  organizado.  For  exempio,  as 
componentes  do  vetor  de  dsmensao  6 

P = (pi,p2,Pl,  P*,PS,P6) 
podem  representar  os  pregos  de  seis 
itens  dsferentes  requeridos  na 
fabricagao  de  um  artigo  particular. 
Vetores  de  dimensao  4 (x,  y,  z,  /}  sao 
usados  em  teoria  da  relatividade,  onde 
as  primeiras  tres  componentes  especi- 
ficam  a postgao  no  espago  e o quarto 
representa  o tempo. 


Denotaremos  por  V2  o conjunto  de  todos  os  vetores  bidimensionais  e por  V3  o conjunto 
de  todos  os  vetores  tridimensionais.  Genericamente,  adiante,  precisaremos  considerar  o 
conjunto  Vn  dos  vetores  de  dimensao  n.  Um  vetor  de  dimensao  n e uma  n-upla  ordenada: 

a — {au  a2, . . . , a„ ) 

onde  a |,  a2, . . . , an  sao  numeros  reais  chamados  componentes  de  a.  Adigao  e multiplicacao 
escalar  sao  definidas  nos  termos  dos  componentes  como  nos  casos  de  n — 2 e n — 3. 

t =;  Se  a,  b e e sao  vetores  em  Vn  seed  sao  escalares,  entao  j 

i 1.  a + b — b + a 2.  a + (b  + c ) — (a  + b ) + c 

■3.  a + 0 = a 4.  a + (—a)  = 0 

• 5.  c(a  + b)  = ca  + cb  6.  (c  + d) a = ca  + da 

7.  (cd)  a — c(da)  8.  la  = a 


Essas  oito  propriedades  dos  vetores  podem  ser  facilmente  verificadas  tanto  geometrica 
quanto  algebricamente.  Por  exempio,  a Propriedade  1 pode  ser  vista  na  Figura  5 (equivale 
a Lei  do  Paralelogramo)  ou  como  se  segue  no  caso  n — 2: 


Q 


(a  + b)  + c f 


v A 


= a + (b  + e)  I 

I a + b / 


b + c 


\ 


P 

FIGURA  16 


a + b — (ai,  a2 ) + {b},  bd)  = (a\  + bu  a2  + bd) 

= (b i + a i,  b2  + ad)  — (b\,  bd)  + (a,,  a2) 

~ b + a 

Podemos  ver  que  a Propriedade  2 (lei  associativa^e  verdadeira  olhando  a Figura  9 e 
aplieando  a Lei  do  Triangulo  varias  vezes.  O vetor  PQ  e obtido  ou  primeiro  construindo- 
se  a + b e entao  somando-se  c ou  somando-se  a ao  vetor  b + c. 

Tres  vetores  em  \\  tern  papel  especial.  Sejam 


\ i=  (1,0,0)  j = <0,1,0)  k*=  <0,0,1)  | 

Entao  i,  j e k sao  vetores  que  tern  modulo  1,  diregao  e senddo  dos  eixos  positivos  x , y e z, 
respectivamente.  Da  mesma  forma,  em  duas  dimensoes,  definimos  i = (l,  0)  e 
j = (0,  l).  (Veja  a Figura  17.) 


FIGURA  17 
Base  padrao  em  V2  e V3 


■m  Jit 
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Se  a — (ai,  a2,  a?},  entao  podemos  escrever 


y • 

• (a.,  a ,) 

a 

1 

4.J 

J 

0 

at  i -r 

(a)  a = a,  i + a2  j 


a — («i,  a 2,  £3)  ~ {^1,  0,  0)  + (0,  cii,  0)  4-  {{),  (},  a$) 
“ ai{L  0,  0)  + a2{ 0,  1,0)  + a3<0,  0,  1> 

a = <3,i  + a2  j 4-  a3 k 


Assim,  qualquer  vetor  em  V3  pode  ser  expresso  em  funyao  da  base  padrao  i,  j e k. 
Por  exemplo. 


( 1,  -2,  6)  = i - 2j  4-  6k 

Da  mesma  forma,  em  duas  dimensoes,  podemos  escrever 

[3 1 a — (ai,  a2)  — a*  i 4*  a2  j 

Veja  a Figura  18  para  a interpretayao  geometrica  das  Equates  3 e 2 e compare  com  a 
Figura  17. 

DOEMPLO  5 □ Se  a — i + 2j  — 3k  e b = 4i  + 7k,  escreva  o vetor  2a  + 3b  em  funyao 
de  i,  j e k. 

S0LUQA0  Usando  as  Propriedades  1,  2,  5,  6 e 7 dos  vetores,  temos 

2a  + 3b  - 2(i  + 2j  - 3k)  + 3(41  + 7k) 

= 2i  + 4j  - 6k  + 121  4-  2 Ik  = 141  + 4j  + 15k 

Urn  vetor  unitario  ou  versor1  e um  vetor  cujo  modulo  e 1 . Os  vetores  i,  j e k sao  exem- 
plos  de  vetores  unitarios  ou  versores.  Em  geral,  se  a =#  0,  entao  o vetor  unitario  que  tern 
mesma  direyao  e mesmo  sentido  de  a,  chamado  versor  de  a,  e 


Para  verificar  isso,  seja  c = 1/|  a | Entao  u = caeceum  escalar  positivo,  de  modo  que  u 
tern  o mesmo  sentido  do  vetor  a.  Alem  disso 


ca  1 


EXEfiPlO  i □ Determine  o versor  do  vetor  2i  — j — 2k. 

S0LUQA0  O vetor  dado  tem  modulo 

|2i-j-2k|«  V22  + (-1)2T7^2F  - v'9  “ 3 

portanto,  pela  Equayao  4,  seu  versor  e 


i(2i  - j ~ 2k)  - |i 


1 . 
3 J 


ik 


Aplica^oes 


Vetores  sao  uteis  em  muitos  aspectos  da  ffsica  e da  engenharia.  No  Capftulo  13  veremos 
como  eles  descrevem  a velocidade  e a acelerayao  de  objetos  movendo-se  no  espayo.  Aqui 
olharemos  para  as  foryas.  Uma  forya  e representada  por  um  vetor  porque  tem  grandeza 
(medida  em  libras  ou  newtons),  direyao  e sentido.  Se  varias  foryas  estao  agindo  era  um 
objeto,  a forca  resultante  experimentada  pelo  objeto  e o vetor-soma  dessas  foryas. 

! N I : Na  litsratura  em  portugues  o uso  do  termo  versor  6 comum  e foi  introduzido  no  texto  pelos  tradutores. 


A ^ A*  Jfejfchi 
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\ 50°  32V 

V" 

T \ V ' _T2 

UK)  , 

FiGURA  19 


FiGURA  20 


EXEWSPIO  ? □ Urn  peso  de  100  lb  esta  pendurado  e litre  dois  fios,  corao  mos trade  na 
Figura  19.  Determine  as  tensoes  (formas)  Ti  e T2  era  ambos  os  fios  e-suas  normas. 

SOLUQAO  Primeiro  vamos  exprimir  Ti  e T?  em  funcao  de  suas  componentes  horizontal  e 
vertical.  Da  Figura  20,  vemos  que 

\f\  T]  — — | Tj  j cos  50°  i + | T:  | sen  50°  j 

[8]  Tj  = | T2 1 cos  32°  I + j T2  j sen  32°  j 

A resultante  Tt  + T2  das  tensoes  contrabalanqam  o peso  w,  e precisamos  ter 

T,  + T2  - -w  = 100  j 

Entao 

(“|  T,  j cos  50°  + |T2[  cos  32°)  i + (|  T,  j sen  50°  + | T,  j sen32°)  j - 1 00  j 
Igualando  as  componentes,  obtemos 

— | Ti  j cos  50°  + [T2 1 cos  32°  - 0 
' | T,  [sen  50°  + ( T2 1 sen  32°  = 100 

Resolvendo  a primeira  equayao  para  | T2  j e substituindo  na  segunda,  temos 

j Ti  | sen 50°  + ^ T*  1 COSJ0---  sen  32°  *»  100 
cos  32 


On  seja,  as  normas  das  tensoes  sao 


e 


j Tf 


100 

sen  50°  3-  tg  32°  cos  50° 


85,64  lb 


T2 


Tj  | cos  50° 
“cos  32° 


64,91  lb 


Substituindo  em  (5)  e (6),  obtemos  os  vetores-tensao 

T,  * -55,05  i + 65,60 j T2  ~ 55,05  i + 34,40 j 


Exercicios 


1.  Quais  das  seguintes  grandezas  sao  vetoriais  ou  escalares? 
Explique. 

(a)  O custo  de  urn  bilhete  de  cinema 

(b)  A corrente  de  um  rio 

(c)  O caminho  inicial  do  voo  entre  Houston  e Dallas 

(d)  A popula9ao  mondial 

2.  Qual  a refa?ao  existente  entre  o ponto  (4,  7)  e o vetor  (4,  ffl 
Fa$a  um  esboco  ilustrativo. 


j§!  Indique  os  vetores  iguais  no  paralelogramo  mostrado. 
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4.  Escreva  cada  combi nacao  de  vetores  como  um  unico  vetor. 
(a)  PQ  + QR  (b)  RP  + PS 

(c ) QS  - PS  (d)  RS  I SP  + PO 


5.  Copie  os  vetores  na  ftgura  e use-os  para  desenhar  os  seguintes 
vetores. 

(a)  u + v (b)  u - v 

(c)  v + w (d)  w + v + u 


w 


6.  Copie  os  vetores  na  figura  e use-os  para  desenhar  os  seguintes 
vetores. 

(a)  a + b 
(c)  2a 
(e)  2a  + b 


7-12  □ Determine  o vetor  a com  represen tacao  dada  pelo 
segmento  de  reta  orientado  AB.  Desenhe  AB  e o equivalente  com 
inicio  na  origem. 

7.  A( 2,3),  5(-2,  1)  8.  A (—2,  —2),  5(5,3) 

9.  A(-l, -1),  B(- 3,4)  10.  A(-2,2),  5(3,0) 

11.  A(0,  3, 1),  5(2,  3,  - 1)  12.  A( 4,  0,  -2),  5(4,  2,  1) 

13-18  □ Determine  a soma  dos  vetores  dados  e ilustre 
geometricamente, 

13.  (3,-1),  (-2,4)  14.  (-2,-1),  (5,7) 

15.  (0,1,  2),  (0,0, -3)  16.  (-1,0,2),  (0,4,0) 

17-22  □ Determine  | a |,  a + b,  a b,  2a  e 3a  + 4b. 

17.  a - (-4,3),  b — (6,2) 

18.  0 = 21  — 3],  b ==  i + 5 j 

19.  a=  (6,2,3),  b = (-1,5, -2) 

20.  a = ( —3,  —4,  — 1 ),  h — (6,  2,  —3) 

21.  a — i — 2j  + k,  b — j + 2k 

22.  a — 3i  — 2k,  b = i - j + k 


23-25  D Determine  o vetor  unitario  com  mcsma  direcao  e sentido 

que  o vetor  dado. 

23.  (9.  -5)  24.  121  - 5j 

8i  - j + 4k 

26.  Ache  um  vetor  que  possui  a ntesnta  direcao  que  (-2,  4,  2), 
mas  tern  comprimento  6. 

27.  Se  v esta  no  primeiro  quadrante  e faz  um  anguio  de  tr/3  com  o 
eixo  x-positivo  e | v j = 4,  ache  as  componentes  de  v. 

28.  Se  uma  crianga  puxa  um  trend  na  neve  com  for^a  de  50  N a 
um  anguio  de  38°  com  relacao  a horizontal,  ache  as 
componentes  horizontal  e vertical  da  for9a. 


29.  Duas  formas  F.  e F:  com  grandezas  10  ib  e 12  lb  agem  sobre 
um  objeto  em  um  ponto  P como  mostrado  na  figura.  Determine 
a forca  resultante  F agindo  em  P assim  como  sua  magnitude, 
dire9ao  e sentido.  (Indique  a dire9ao  determinando  o anguio  0 
exposto  na  figura.) 


30.  Velocidades  tern  modulo,  dire9ao  e sentido,  sendo  portanto 
vetores.  O modulo  de  uma  velocidade  e chamado  rapidez. 
Suponha  que  esteja  ventando  na  dire9ao  N45°W  a uma 
velocidade  de  50  km/h.  (Isso  significa  que  a direcao  da  qual  esta 
ventando  esta  45°  a oeste  da  dire9ao  com  sentido  para  o norte.) 
Um  piloto  esta  virando  seu  aviao  na  dire9ao  N60°E  a uma 
velocidade  relativa  (velocidade  em  ar  parado)  de  250  km/h.  O 
curso  verdadeiro  ou  trajetoria  do  aviao  e a direcao  da  resultante 
dos  vetores  velocidades  do  aviao  e do  vento.  A rapidez  em 
relagdo  ao  solo  do  aviao  e o modulo  da  resultante.  Determine  a 
trajetoria  real  e a rapidez  em  rela9§o  ao  solo  do  aviao. 

31.  Uma  mulher  anda  em  direcao  ao  oeste  no  tombadilho  de  um 
navio  a 3 mi/h.  O navio  esta  se  movendo  em  dire9ao  ao  norte 
com  rapidez  de  22  mi/h.  Determine  a rapidez  e a dire9ao  da 
mulher  em  rela9§o  a superffcie  da  agua. 


32.  Cordas  de  3 m e 5 m de  comprimento  sao  atadas  na  decoracao 
natalina  que  esta  suspensa  sobre  uma  pra9a.  A decora9ao  tern 
uma  massa  de  5 kg.  As  cordas,  atadas  em  diferentes  alturas, 
fazem  angulos  de  52°  e 40°  com  a horizontal.  Determine  a 
tensao  em  cada  fio  e a magnitude  de  cada  tensao. 


40° 


\ 52° 

3 m \ /'  5 m 


jjp® 


•jL 
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33.  Um  vara!  de  roupas  e estendido  entre  dois  posters,  8 m distances 
um  do  outre.  O fio  do  vara!  esta  bastante  esticado,  de  forma  a 
ser  considerado  horizontal.  Quando  uma  camisa  molhada  com 
uma  massa  de  0,8  kg  e pendurada  no  meio  do  varal,  esse  ponto 
central  e deslocado  para  baixo  em  8 cm.  Determine  a lensao 
em  cada  metade  do  varal. 


34.  A tensao  T em  cada  ponta  u>-  u*..«  « 

magnitude  de  25  N.  Qual  o peso  da  corrente. 


37" 


37‘ 


35.  Sc  A,  Be  C sao  vertices  de  um  triangulo,  determine 
AB  + BC  + CA. 

36.  Seja  C um  ponto  no  segmento  de  reta  ,45  que  e djuas  vezes  ^ 
mais  longe  de  B do  que  de  A.  Se  a — OA , b — OB  e c — OC, 
mostre  que  c = \ a + \ b. 

37.  (a)  Desenhe  os  velores  a — {3,  2),  b — (2,  — 1)  e 

c = (7,  1). 

(b)  Mostre,  por  um  esboco,  que  existent  escalares  set  tais  que 
c — xa  + t b. 

(c)  Use  o esbogo  para  estimar  os  valores  de  s e t. 

(d)  Determine  os  valores  exatos  de  s e /. 

38.  Suponha  que  a e b sejam  vetores  nao-nulos  nao-paraleios  e c 
seja  um  vetor  pertencente  ao  piano  determinado  por  a e b.  De 
um  argumento  geometrieo  para  mostrar  quer  c pode  ser  escrito 
como  c ~ sa  + /b  para  uma  escolha  conveniente  de  x e /. 
Depois  de  argumentos  usando  componentes. 


O Produto  Escalar 


39.  Se  r=  (x.  v,  z)  e r(,  = (xq,  v0,  zo),  descreva  o conjunto  de 
todos  os  pontos  (x,  y,  z)  tal  que  j r — r«  | — 1 . 

40.  Se  r = (x,  y),  r§  = {xi.Vi}  er;  = (x2,  y2),  descreva  o 
conjunto  de  todos  os  pontos  (x,  y)  tal  que 

| r - rt  j + [ r — r2  j — k,  onde  k > | rj  — r2 1. 

41.  A Figura  16  fomece  uma  demonstracao  geometrica  da 
Propriedade  2 dos  vetores.  Use  os  componentes  para  dar  uma 
prova  algebrica  desse  fato  no  caso  n = 2. 

42.  Prove  a Propriedade  5 dos  vetores  algebricamente  para  n = 3.  Use 
enlao  a semelhanca  de  triangulos  para  fazer  uma  prova  geometrica. 

43.  Utilize  os  vetores  para  provar  que  uma  reta  unindo  os  pontos 
medios  de  dois  lados  de  um  triangulo  e paralela  ao  terceiro  . 
lado  e tern  metade  de  seu  comprimento. 

44.  Suponha  que  os  tres  pianos  coordenados  sao  todos  espelhados  e 
que  um  raio  de  luz  dado  pelo  vetor  a = (au  #2,  tiy)  atinge  o 
piano  xz,  como  mostrado  na  figura.  Use  o fato  de  os  angulos  de 
incidencia  e de  reflexao  serem  iguais  para  mostrar  que  a dire9ao 
do  raio  refletido  e dada  por  b = {au  —a2,  a. i).  Deduza  que, 
apos  ser  refletido  em  todos  os  tres  espelhos  perpendiculares,  o 
raio  resultante  e paralelo  ao  raio  inicial.  (Cientistas  norte-ameri- 
canos  usaram  esse  prinefpio,  juntamente  com  um  feixe  de  laser  e 
um  conjunto  de  espelhos  em  cantoneira  na  Lua,  para  calcular  de 
modo  precise  a distancia  da  Terra  a Lua.) 


Ate  aqui  aprenderaos  a somar  os  vetores  e multiplica-los  por  um  escalar.  A seguinte 
questao  surge:  e possivel  multiplicar  dois  vetores  de  modo  que  o valor  resultante  seja  de 
algurna  utilidade?  Um  desses  produtos  e o produto  escalar,  cuja  definigao  vem  a seguir. 
O outro  e o produto  vetorial,  que  sera  discutido  na  proxima  se^ao. 


| j 1 j Definite  Se  a = (a i,  a2,  fla)  e b — (b i,  b2,  b2),  entao  o produto  escalar  de  j 
a e b e o numero  a • b dado  por 

] a * b ” a\b\  + a2b2  + a2b2 

Assim,  para  achar  o produto  escalar  de  a por  b multiplicamos  as  componentes  cor- 
respondentes  e somamos.  O resultado  nao  e um  vetor.  E um  numero  real,  isto  6,  um 
escalar,  por  isso  o nome  produto  escalar.  O produto  escalar  tambem  e conhecido 
como  produto  interno.  Apesar  de  a defini^ao  ter  sido  dada  para  os  vetores  tridimen- 
sionais,  o produto  escalar  para  os  vetores  bidimensionais  e defmido  de  forma  analoga: 

(a\,  a2)  4 ( b\ , bo)  — a>b\  + a2b2 
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liXEMPLO  1 □ 

<2,  4)  ■ (3,  -1)  - 2(3)  + 4(—  1)  - 2 

( ~ 1,  7,  4)  * (6,  2,  ~ — (— 1)(6)  4-  7(2)  4-  4(~ |)  — 6 

(i  + 2j  — 3k)  • (2 j - k)  - 1(0)  + 2(2)  + (— 3)(— 1)  - 7 -2 

0 produto  escalar  obedece  as  muitas  regras  que  valem  para  o produto  de  numeros  reals. 
Esse  fato  e apresentado  no  seguinte  teorema. 

j [2_|  Proprtedariss  da  Prmuip  e$ca«a?  Se  a,  bee  sao  vetores  em  V3  ece  uni 

escalar,  entao 

j 1.  a ■ a ^ | a j2  2.  a * b — b • a l 

3.  a * (b  4-  c)  ~ a • b + a * c 4.  (ca)  ■ b — c(a  • b)  — a • (cb) 

I 5.  0 ■ a = 0 


Essas  propriedades  sao  facilmente  provadas  usando-se  a Defini^ao  1.  For  exemplo, 
vamos  fazer  a prova  das  Propriedades  1 e 3: 

1.  a * a = a]  4-  ah  4-  <23  = | a p 

3.  a * (b  4-  e)  — (a{,  a2,  a2)  * (b\  + cf,  b2  + c2,  b2  4-  c3) 

— a\(bi  4-  ci)  + a%{b%  4-  c2)  4-  a3(7?3  4*  c.O 
~ a\b\  4-  ci\C i 4-  a2bi  4-  a2c2  4-  a 3 b2  4-  u3c3 

= ( a\b\  4-  a2b2  4-  a}b2)  4-  (aiCi  4-  a2c2  4-  a2c2) 

— a * b 4-  a • c 


As  provas  restantes  ficam  como  exercicio. 

O produto  escalar  a • b tem  uma  interpreta§ao  geometrica  em  termos  do  angulo  Centre 
a e b,  definido  como  o angulo  entre  os  representantes  de  a e b,  ambos  com  ponto  inicial 
na  origem,  onde  0 ^ ^ 77,  Em  outras  palavras,  6 6 o angulo  entre  os  segmentos  de  reta 

oX  e OB  da  Figura  1 . Note  que,  se  a e b sao  vetores  paralelos,  entao  6 — 0 ou  0 = it  . 

No  teorema  a seguir  a formula  dada  e utilizada  por  fisicos  como  definigao  do  produto 
escalar. 


[3J  Tsorema  Se  6 6 o angulo  entre  os  vetores  a e b,  entao 


a ♦ b = | a 1 1 b | cos  6 


l 

j 


Prova  Se  aplicarmos  a Lei  dos  Cossenos  ao  triangulo  OAB  da  Figura  1 , obteremos 
[4]  | AB  p - | OA  |2  4-  | OB  j2  - 2 | OA  | j OB  | cos  6 

(Observe  que  a Lei  dos  Cossenos  ainda  se  aplica  nos  casos  limites  quando  6 — 0 ou  7r 
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ou  a — 0 ou  b — 0.)  Mas  j OA  \ = j a |,  | OB  | = | b | e j AB  { — J a - b j,  de  forma  que  a 
Equacao  4 se  toma 

fS]  |a-bj2=|ap+jb|2  — 2jaj|bj  cos  6 

Usando  as  Propriedades  L 2 e 3 do  produto  escalar,  podemos  reescrever  o lado  esquerdo 
dessa  equacao  como: 

| a — b p — (a  — b)  • (a  — b) 

— a ♦ a — a • b — b * a 4-  b ■ b 

= | a j2  ~ 2a  • b + | b j2 

Portanto,  a Equagao  5 fomece 

| a |2  - 2a  • b + | b p = | a p + | b p - 2 | a | j b j cos  8 

Entao  ~2a  • b ~ —2 1 a j | b | cos  0 

ou  a * b — J a 1 1 b | cos  0 

EXEMPL9  t □ Se  os  vetores  a e b tern  normas  4 e 6,  e o angulo  entre  eles  e itj 3,  deter- 

mine a * b. 

S0LUQA0  Usando  o Teorema  3,  temos 

a • b = | a 1 1 b | cos(7r/3)  —4-6*5  = 12  o 

A formula  do  Teorema  3 nos  permite  ainda  determinar  o angulo  entre  dois  vetores, 

r— - — — - ■ — 

l LU  Corolario  Se  6 6 o angulo  entre  dois  vetores  nao-nulos  a e b,  entao 


EXEfiPiO  3 □ Determine  o angulo  entre  os  vetores  a = (2,  2,  — 1 ) e b = (5,  “3,  2). 
S0LUQA0  Como 

1 a | = V22  + 22  + (—l)2  = 3 e | b | = = v/38 


e como 


a • b = 2(5)  + 2( — 3)  + (— 1)(2)  = 2 


temos,  do  Corolario  6, 


cos  $ 


a • b 


a { j b j 3V38 


Assim  o angulo  entre  a e b e 


fl=cos"’(i^r)“!’46  (ou84”) 


— 
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Dois  vetores  nao-nulos  a e b sao  perpend  icul  a res  ou  ortogonais  se  o angulo  entre  eles 
e 9 ~ tt/2.  O Teorema  3 nos  foniece 

a • b — | a 1 1 b | cos(7r/2)  — 0 

e reciprocamente  se  a * b = 0,  entao  cos  9 ~ 0,  o que  implica  que  9 — tt/2.  O vetor  nulo 
0 e dito  perpendicular  a todos  os  vetores.  Temos,  portanto,  um  metodo  para  determinar  se 
dois  vetores  sao  ortogonais. 


a e b sao  ortogonais  se  e somente  se  a • b — 0. 


a * b > 0 


a - b = 0 


EXSMPLG  a o Mostre  que  2i  + 2j  — k e perpendicular  a 5i  — 4j  + 2k. 
SOLUCAQ  Como 

(2i  + 2j  - k)  • (51  - 4j  + 2k)  - 2(5)  + 2(~4)  + (— 1)(2)  - 0 
esses  vetores  sao  perpendiculares  por  (7). 


a 


FiGURA  2 


a-b  < 0 


Corao  cos  ^>0  seO^0<  tt/2  e cos  9 < 0 se  irj'2  < 9 =£  7r,  vemos  que  a * b 
e positivo  se  9 < -jt/2  e negativo  se  9 > all.  O produto  escalar  a * b nos  fomece  uma 
medida  de  quao  proxima  e a dire^ao  para  onde  os  dois  vetores  apontam.  O produto  escalar 
a • b e positivo  se  a e b tem  o mesmo  sentido  geral,  0 se  sao  perpendiculares,  e negativo 
se  tem  sentido  geral  oposto  (veja  a Figura  2).  No  caso  extremo  onde  a e b tem  mesma 
dire^ao  e sentido,  temos  9 — 0,  portanto  cos  9 — 1 e 


a * b — | a j | b j 


Se  a e b tem  a mesma  dire^ao,  mas  sentidos  opostos,  entao  6 — tt  e assim  cos  9 = — 1 e 
a ■ b = — | a | |b|. 


Angulos  Diretores  e Cossenos  Diretores 


Os  angulos  diretores  de  um  vetor  nao-nulo  a sao  os  angulos  a,  p e y (no  intervalo  [0,  w]) 
que  a forma  com  os  eixos  coordenados  positivos  x,  y e z (veja  a Figura  3). 

Os  cossenos  desses  angulos  diretores,  cos  a,  cos  jS  e cos  y,  sao  chamados  cossenos 
diretores  do  vetor  a.  Usando  o Corolario  6 e substituindo  b por  i,  obtemos 


cos  a 


a ■ i __  a\ 
alii!  E a I 


(Isso  pode  ser  visto  diretamente  na  Figura  3.)  Da  mesma  forma,  temos 


FIGURA  3 


COS 


a 2 
I a I 


cos  y 


a 3 
I a I 


Quadrando  as  expressoes  nas  Equa9oes  8 e 9 e somando,  obtemos 


ftO]  cos2a  + cos2/3  + cos 2 y = 1 

Podemos  ainda  usar  as  Equacoes  8 e 9 para  escrever 

a “ {au  a2,  a$)  — (j  a j cos  a,  | a j cos  /3,  [ a | cos  y) 
— | a | (cos  a,  cos  /3,  cos  7) 


& ife. 
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Portanto 


a — { cos  a,  cos  /3,  cos  y ) 


que  diz  que  os  cossenos  diretores  de  a sao  os  componentes  do  versor  de  a. 


i ::  Determine  os  angulos  diretores  do  vetor  a = { 1,  2,  3). 
SOLUQAO  Como  j a j — y 1 2 + 2-  + 3 3 = V 14,  as  Equacoes  8 e 9 fomecem 


1 


cos  a 


j 14 


cos  /3 


,/l4 


cos  y 


V14 


e entao 


a ~ cos 


\ yi4 


74°  (3  = cos 


14 


58° 


y = cos 


M 

/ 1 zt  / 


\v  14/ 


3T 


LJ  Proje^oes 

A Figura  4 mostra  as  representapoes  PQ  e PR  de  dois  vetores^e  b com  mesma  origem  P. 
Se  S e o pe^da  perpendicular  do  ponto  R a reta  que  contem  PQ,  entao  o vetor  com  repre- 
sentacao  PS  e chamado  vetor  proje^ao  de  b sobre  a e e denotado  por  proja  b. 


FIGURA  4 
Projecoes  de  vetores 


proja  b projab 


FIGURA  5 
Proje^ao  escalar 


A projegao  escalar  de  b sobre  a (tambem  chamada  componente  de  b ao  longo  de  a) 
e definida  como  o modulo  do  vetor  proje^ao,  cujo  valor  e dado  pelo  ndmero  j b [ cos  6 , 
onde  6 6 o angulo  entre  a e b (veja  a Figura  5 voce  pode  pensar  a projecao  escalar  de  b 
como  sendo  o comprimento  da  sombra  de  b).  Denotaremos  por  compa  b.  Observe  que  esse 
numero  e negativo  se  rr/2  < 6 ^ tt.  A equapao 

a * b — j a 1 1 b | cos  6 = j a |(|  b [ cos  6) 

mostra  que  o produto  escalar  de  a por  b pode  ser  interpreiado  como  o modulo  de  a multi- 
plicado  pela  projecao  escalar  de  b sobre  a.  Como 

,,  , „ a * b a 

b cos  6 = — r~  — — r • b 

! i O ? I .T5,  f 


a componente  de  b ao  longo  de  a pode  ser  computada  tomando-se  o produto  escalar  de  b 
pelo  versor  de  a.  Resumindo,  temos: 
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Note  que  o vetor  proje^ao  e a projecao  escaiar  vezes  o versor  de  a. 


EXEMPLO  6 □ Determine  a projeqao  escaiar  de  b = {1,1,2)  sobre  a — { -2,  3,  1 ). 
SOLUgAO  Como  |a|  ==  V(z2)2'+  3 2 + F - 7l4,  a projecao  escaiar  de  b sobre  a e 


compa  b 


a ♦ b (—2)0)  + 3(1)  + 1(2) 
| a | a/14 


O vetor  projecao  e esse  escaiar  muitiplicado  pelo  versor  de  a: 


3 

V'M 


R 


proja  b = 


_J3 a _ _3_ 

yl4  j a | “ 14 


3_  _9_  _3_\ 
7 ? 14  ’ 14  / 


Um  uso  de  projecao  ocorre  em  fisica,  no  calcuio  do  trabalho.  Na  Seqao  6.4  do  Volume  1 
definimos  o trabalho  exercido  por  uma  forga  constante  F movendo  um  objeto  por  uma  dis- 
tancia  d como  W — Fd , mas  isso  so  se  aplicava  quando  a forf  a era  exercida  ao  longo  do 
eixo  de  deslocamento  do  objeto.  Suponha  agora  que  a forga  constante  seja  um  vetor  F — 
PR  com  diregao  diferente  do  eixo  de  deslocamento  do  objeto,  como  indicado  na  Figura  6. 
Se  a forga  move  o objeto  de  P a Q,  o vetor  deslocamento  e D = PQ.  O trabalho  realizado 
e definido  como  o produto  do  componente  da  forga  ao  longo  de  D pela  distancia  percorrida: 


FIGURA  6 

W = (|F|cos0)|D| 

Do  Teorema  3,  temos 


BU  W = | F 1 1 D | cos  0 = F * D 

Assim,  o trabalho  realizado  por  uma  for9a  constante  F e o produto  escaiar  F * D,  onde  D 
e o vetor  deslocamento. 


EXEMPLO  7 o Um  caixote  de  madeira  e puxado  8 m acima  em  uma  rampa  sob  uma  forca 
constante  de  200  N aplicada  em  um  angulo  de  25°  com  a rampa.  Calcule  o trabalho  realizado. 

SO  tug  AO  Se  F e D sao  os  vetores  forga  e deslocamento,  respectivamente,  como 
mostrado  na  Figura  7,  entao  o trabalho  realizado  e 

W = F • D = | F 1 1 D j cos  25° 

= (200) (8)  cos  25°  » 1450  N-m  = 1450  J 


EXEMPLO  8 lj  Uma  forga  dada  pelo  vetor  F = 3i  + 4j+5k  move  uma  particula  do 
ponto  P( 2,  1,  0)  para  o ponto  <2(4,  6,  2).  Determine  o trabalho  realizado. 

SOLUgAO  O vetor  deslocamento  eD  = PQ  = (2,  5,  2);  portanto,  utilizando  a Equacao 
12,  o trabalho  realizado  e 

W=F*B=  (3,4,5)  • (2,5,2) 

= 6 + 20  + 10  = 36 

Se  a unidade  de  comprimento  e o metro  e a forga  e medida  era  newtons,  o trabalho  rea- 
lizado e de  36  joules. 


m.  ... 


i I a I i 
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Exercicios 


1.  Quais  das  seguintes  expressoes  tern  significado?  Quais  nao 
fazem  sentido?  Explique. 

(a)  (a  * b)  • c (b)  (a  * b)c 

(c)  i a j (b  • c)  (d)  a • (b  + c.) 

(e)  a • b + c (f ) | a | • (b  + c) 

2.  Determine  o produto  escalar  de  dots  vetores  cujas  normas  sao 

respectivamente  6 e , e o angulo  entre  eles  e i ~j 4. 

3-115  u Determine  a • b. 

3.  a - <4,  -1),  b - <3,  6) 

4.  a = {l,4),  b~<~ 8.  — 3) 

5.  a - (5,0,  -2),  b - <3,  -1,  10) 

6.  a = (s,  2s,  3s),  b = {/,  — 5t) 

7.  a = i - 2j  + 3k,  b - 5i  + 9k 

8.  a — 4j~3k,  b = 2i  + 4j  + 6k 

9.  ) a | = 12,  | b | = 15,  o angulo  entre  a e b e tt/6 
10.  | a | = 4,  j b | — 10,  o angulo  entre  a e b e 120° 


11-12  □ Se  u € um  vetor  unitario,  determine  u • v e u • w. 


13.  (a)  Mostre  que  i-j=j-k  = k-  i==0. 

(b)  Mostre  que  — k • k = 1 . 

14.  Um  vendedor  vende  a hamburgueres,  b cachorros-quentes  e c 
refrigerantes  em  um  determinado  dia.  Ele  cobra  $ 2 o 
hamburguer.  $ 1,50  o cachorro-quente  e $ 1 o refrigerante.  Se 
A = (a,  b,  c)eP  = (2,  1,5,  i),  qua!  o significado  do  produto 
escalar  A • P? 

1S-2i  c Determine  o angulo  entre  os  vetores.  (Estabele^a  inicialmente 

uma  expressao  exata  e depots  aproxime  o valor  ate  o grau  mais  proximo.) 

15.  a - <3, 4),  b - {5, 12) 

16.  a - (V3,  l),  b - (0,5) 

17.  a - {1,2,3),  b « (4,  0,  -1) 

18.  a - (6,  ”3,2),  b - (2,  1,  - 2 ) 

5119.  a ~ j + k,  b = i + 2j  - 3k 

20.  a = 2i  — j + k,  b = 3 i + 2j  — k 


21-12  □ Determine,  aproximando  0 valor  ate  o grau  mais  proximo, 
os  tres  angulos  do  triangulo  cujos  vertices  sao  dados. 

21.  A(l,  0) , B( 3,6),  C(“  1,  4) 

22.  D( 0,  1,1),  E{~ 2,  4,  3),  F{  1 , 2,  ~ 1 ) 

23-28  □ Determine  se  os  vetores  dados  sao  ortogonais,  paralelos 
ou  nenhum  dos  dois. 

23.  (a)  a * (-5,  3,7),  b«{6, -8,2) 

(b)  a — {4,  6),  b = (—3,  2) 

(c)  a = — i + 2j  + 5k,  b 3i  + 4j  - k 

(d)  a = 2i  + 6j  ~ 4k,  b = —3i  ~ 9j  + 6k 

24.  (a) u - (-3,9,6),  v = (4,  -12,  -8) 

(b)  u — i - j + 2 k,  v“2i— j + k 

(c)  u ~ (a,  b , c),  v — {—  6,  <2,  0) 

25.  Use  os  valores  para  decidir  se  o triangulo  com  vertices 
P(l,  -3,  -2),  0(2,  0,  -4),  e R{ 6,  -2,  -5)  e retangulo. 

26.  Para  que  valores  de  b sao  os  vetores  (—6,  fi,  2)  e { b , b1,  b) 
ortogonais? 

27.  Determine  um  vetor  unitario  ortogonal  i + j e i + k. 

28.  Ache  dois  valores  unitarios  que  fa^am  um  angulo  de  60°  com 
v ==  (3, 4). 

29-33  • Determine  os  cossenos  diretores  e os  angulos  diretores  do 
vetor.  (Fome^a  o angulo  diretor  aproximado  ate  o grau  mais  proximo.) 

29.  (3,4,5)  30.  (1, -2, -1) 

31.  21  -E  3j  — 6k  32.  2i  - j + 2k 

33.  (c,  c,  c),  onde  c > 0 

34.  Se  um  vetor  tem  angulos  diretores  a — tt/4  e /8  = 7 r/3,  deter- 
mine o terceiro  fingulo  diretor  y . 

35-40  l Determine  o vetor  proje^ao  e a proje^ao  escalar  de  b sobre  a. 

35.  a - (3,  -4),  b = (5,0) 

36.  a = { 1,  2),  b — (-4,  1) 

37.  a = (4,2,0),  b = <1,  1,  1> 

38.  a = <-l,  ”2,2),  b - (3,3,4) 

39.  a = i + k,  b = i - j 

40.  a = 2i  — 3j  + k,  b — i 4-  6j  — 2k 

1111  Mostre  que  o vetor  orth*  b — b ~~  proja  b 6 ortogonal  a a. 

(Esse  vetor  e chamado  proje^ao  ortogonal  de  b.) 

42.  Para  os  vetores  do  Exerctcio  36,  determine  ortha  b e ilustre 
esbocando  os  vetores  a,  b,  proja  b e ortha  b. 

fiHS  Se  a = (3,  0,  - 1 ),  detennine  um  vetor  b tal  que  compa  b = 2. 
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44.  Suponha  que  a e b sejam  vetores  nao-nulos. 

(a)  Sob  quais  circunstancias  compa  b = compt,  a? 

(b)  Sob  quais  circunstancias  proja  b = projb  a? 

45.  Uma  forca  constante  com  representagao  vetorial 

F ~ lOi  4-  i 8 j — 6k  move  urn  objeto  em  linha  reta  do  ponto 
(2,  3,  0)  ao  ponto  (4.  9,  15).  Calcule  o trabalho  realizado  se  a 
distancia  for  medida  em  metros  e a grandeza  da  fonja  for 
medida  em  newtons. 

46.  Calcule  o trabalho  realizado  por  uma  fonja  de  20  lb  agindo  na 
dire^ao  N50°W  para  mover  um  objeto  4 pes  no  sentido  oeste. 

47.  Uma  mulher  exerce  uma  forca  horizontal  de  25  lb  em  um 
engradado  quando  ela  o empurra  para  subir  uma  rampa  de  10 
pes  de  comprimento  e com  um  angulo  de  inclinatjao  de  20° 
acima  da  horizontal.  Calcule  o trabalho  realizado  sobre  a caixa. 

48.  Um  vagao  e puxado  a uma  distancia  de  100  m ao  longo  de  um 
caminho  horizontal  por  uma  forca  constante  de  50  N.  O cabo 
do  vagao  e mantido  em  um  angulo  de  30°  para  cima  em 
rela^ao  a horizontal.  Quanto  trabalho  e realizado? 

49.  Use  projecao  escalar  para  mostrar  que  a distancia  de  um  ponto 
Fi(xs,  >’t)  a reta  ax  + by  + c = 0 6 

| axt  4-  by  i + c | 
v4C  l h2 


( 1 , 1 , i ).  como  exposto  na  ligura.  Mostre  entao  que  o centro  6 

a;u).i 


54.  Se  c = | a | b + | b | a,  onde  a,  b e c sao  vetores  nao-nulos, 
mostre  que  c e a bissetriz  do  angulo  entre  a e b. 

55.  Prove  as  Propriedades  2,  4 e 5 do  produto  escalar  (Teorema  2). 

56.  Suponha  que  todos  os  lados  de  um  quadrilatero  tenham  o 
mesmo  comprimento  e que  os  lados  opostos  sejam  paralelos. 
Use  vetores  para  provar  que  as  diagonais  sao  perpendiculares. 

57.  Utilize  o Teorema  3 para  provar  a Desigualdade  de  Cauchy- 
Schwarz'. 


Use  essa  formula  para  determinar  a distancia  do  ponto  (—2,  3) 
a reta  3x  — 4v  + 5 = 0. 

50.  Se  r = (x,  >>,  z),  a — (at,  a 2,  ay)  e b — { b\ , b2,  bn),  mostre 
que  a equa^ao  vetorial  (r  ~ a)  • (r  — b)  — 0 representa  uma 
esfera  e determina  seu  centro  e raio. 

51.  Calcule  o angulo  entre  a diagonal  de  um  cubo  e uma  de  suas 
arestas. 

52.  Calcule  o angulo  entre  a diagonal  de  um  cubo  e a diagonal  de 
uma  de  suas  faces. 

53.  Uma  molecula  de  metano,  CfL,  e estruturada  com  os  quatro 
atomos  de  hidrogenio  nos  vertices  de  um  tetraedro  regular  e o 
carbono  no  centro.  O angulo  de  vinculo  e o angulo  formado 
pela  combina§ao  H— C— -H;  e o angulo  entre  as  retas  que 
ligam  o carbono  a dois  Atomos  de  hidrogenio.  Mostre  que  esse 
angulo  de  vinculo  6 de  aproximadamente  109,5°.  [Dica:  Tome 
os  vertices  do  tetraedro  em  (1,0,  0),  (0,  1 , 0),  (0,  0,  1 ) e 


|a  • bj  j a | j b | 

58.  A Desigualdade  Triangular  para  vetores  e 

| a + b j | a | + | b j 

(a)  De  uma  interpreta^ao  geometrica  para  a Desigualdade 
Triangular. 

(b)  Use  a Desigualdade  de  Cauchy-Schwarz  do  Exercfcio  57 
para  provar  a Desigualdade  Triangular.  [Dica:  Use  o fato 
de  que  | a + b j2  ~ (a  + b)  * (a  + b)  e utilize  a 
Propriedade  3 do  produto  escalar.] 

59.  A Lei  do  Paralelogramo  estabelece  que 

| a + b j“  + | a — b p = 2 1 a p + 2 j b p 

(a)  De  uma  inteipreta^ao  geometrica  da  Lei  do  Paralelogramo. 

(b)  Prove  a Lei  do  Paralelogramo.  (Veja  a dica  do  Exercfcio  58.) 


O Produto  Vetorial 

O produto  vetorial  a X b de  dois  vetores  a e b,  ao  contrario  do  produto  escalar,  e um  vetor, 
por  isso  seu  nome.  Note  que  so  e definido  a X b se  a e b sao  vetores  tridimensionais. 


j jjj  0«fmi$ao  Se  a — (au  &z,  <u)  eb  = (bu  b2>  by),  entao  o produto  vetorial  de  | 
j aebeo  vetor 

a X b = (a2b3  — a3b2,  a3b\  - aib3,  a{b2  — a2by)  } 


1 


ala 


Pode  parecer  um  modo  estranho  de  definir  um  produto.  A.  razao  de  tal  defini^ao  e que 
o produto  vetorial  assim  definido  tem  muitas  propriedades  tsteis,  como  veremos  adiante. 
Em  particular,  veremos  que  o vetor  aXbe  perpendicular  tanto  a a quanto  a t). 

Para  ajudar  a memorizagao,  vamos  usar  a notaqao  de  determinantes.  O determinante 
de  ordem  2 e definido  por 


a 

c 


b 

d 


— ad  — be 


Por  exemplo. 


2 1 
6 4 


“ 2(4) 


1(— 6)  = 14 


O determinante  de  ordem  3 pode  ser  definido  em  termos  dos  determinantes  de  segunda 
ordem,  como: 


12! 


d\ 

a2 

a3 

b2 

bs 

b\ 

Ci 

b2 

c2 

b3 

C3 

= a\ 

c2 

Cs 

bi 

h 

+ <33 

bi 

b2 

C\ 

Cs 

Cl 

c2 

Observe  que  a cada  termo  do  lado  direito  da  Equaqao  2 aparece  um  numero  a-,  da  primeira 
linha  do  determinante,  e at  e multiplicado  por  um  determinante  de  segunda  ordem  obtido 
do  determinante  do  lado  esquerdo,  onde  e retirada  a linha  e a coluna  era  que  aparece  o ele- 
mento  au  Note  tambem  que  o sinal  de  menos  aparece  no  segundo  termo.  Por  exemplo, 


1 

2 

0 

-1 

0 1 

3 1 

+ (-D 

3 0 

3 

1 

= 1 

, J “ 2 

-5 

4 2 

-5  2 

-5  4 

4 

2 

1 

= 1(0  - 4)  - 2(6  + 5)  + (“1)(12  - 0)  = —38 

Se  reescrevermos  a Definiqao  1 utilizando  determinantes  de  segunda  ordem  e a base 
canonica  de  vetores  i,  j e k,  veremos  que  o produto  vetorial  do  vetor  a = a t i + a2  j + a3  k 
por  b = b\i  + + b^k  e 


jjfj  aXb  = 


0-2  o3 

b2  b3 


0\ 

b\ 


ai 

bi 


0-2 

b2 


k 


Em  vista  da  semelhanga  entre  as  Equates  2 e 3,  escrevemos 


Hi 


a X b = 


i j k 

(X 1 0-2  0-2 

b\  b2  bs 


Apesar  de  a primeira  linha  do  determinante  simbolico  da  Equate  4 ser  constitufda  de 
vetores,  se  fizermos  a expansao  como  se  fosse  um  determinante  ordindrio  usando  a regra 
dada  peia  Equaqao  2,  obteremos  a Equacao  3.  A fdrmula  simbolica  dada  pela  Equaqao  4 e 
provavelmente  o modo  mais  facil  de  lembrarmos  e calcularmos  o produto  vetorial. 
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EXEIViPLG  1 u Se  a — { 1,  3,  4)  e b — (2,  7,  —5),  entao 


a X 


i j k 

1 3 4 

2 7-5 

3 4 ' 

7 -5 


1 4 

2 -5 


! j + 


1 3 

2 7 


— ( 15  — 28)  i — (—5  — 8)  j + (7  — 6)  k 

rlQ  2 □ Mostre  que  aXa  = fl  para  o vetor  a em  V3. 
SOLUtJAO  Se  a = (a i,  a2,  <33),  entao 


43 1 + 13  j + k 


i j k 

a X a = Ui  «2 

ci\  a2  Q-'h 

— (<32^3  ~ «3«2)i  — (flia3  — tf3«i)j  + (aia2  — fl2^i)k 

= Oi  - Oj  + Ok  = 0 a 

Uma  das  propriedades  mais  importantes  do  produto  vetorial  e dada  pelo  seguinte  teorema. 

>rema  O vetor  a X be  ortogonal  a a e b. 

Proi/a  Para  mostrar  que  a X be  ortogonal  a a,  vanios  efetuar  seu  produto  escalai'  com  a: 

(a  X b)  • a = ax  - \ a2  + I a, 

bi  bi  b\  /?3  J j b2  j 

= a\{a2b^  “ #3^2)  ~ a2(aibi  — <33^1 ) + a2(aib2  ~~  a2b\) 

= a\a2b2  — a\b2ai  — a\a2b2  + b\a2a2  + a\b2ai  ~ b\a2a}, 

= 0 

De  forma  semelhante  mostramos  que  (a  X b)  ■ b = 0.  Portanto,  a X be  ortogonal  tanto 
a a quanto  ab.  n 


FIGURA  1 


Se  a e b sao  representados  por  segmentos  de  retas  orientados,  com  mesma  origem 
(como  na  Figura  1),  entao  o Teorema  5 diz  que  o produto  vetorial  a x b resulta  em  um 
vetor  com  dire9ao  perpendicular'  ao  piano  que  passa  por  a e b.  O sentido  desse  vetor  e 
determmado  pela  regra  da  mao  direita:  com  os  dedos  da  mao  direita  curvados  girando  no 
sentido  de  a para  b (atraves  de  um  angulo  menor  que  1 80°),  seu  polegar  estara  apontando 
no  sentido  do  vetor  a X b. 

Conhecendo  o sentido  e a dire^ao  do  vetor  a X b,  resta  a descri^ao  geometrica  de  seu 
modulo.  Isso  e dado  pelo  teorema  seguinte. 

L£J  feorema  Se  $ e o angulo  entre  a e b (portanto  0 =£  0 tt),  entao  | 

|aXb|  = |a||bj  sen  6 
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iProva  Das  definicoes  de  produto  vetorial  e norma  de  urn  vetor,  temos 
| a X bp  = {a-M  ~ asbif  + {a$b\  — axb^f  + {a\b2  - a2b j)2 

— a\bl  — laiaibibi  + a\b\  + alb]  — 2a\aib\b2  + a]bi 

-F  a\b\  — 2a\a2bib2  + a2bi 

= (a]  + a2  + al)(b]  + b\  + b\)  — (a\b\  + a2b2  + a <b2) 

= | a j2j  b |2  - (a  * b)2 

— | a |2|  b {2  — ] a |2j  b j2cos20  .vie  Te-v..,.  v. 

— | a |2|  b j2(l  - cos2#) 

= | a |2|  b |2sen2# 

Elevando  ao  quadrado  e observando  que  Qsen'-B  — send  porque  sen 9 5s  0 quando 
0 sg  # sg  in  temos 

|aXb|  = |a||b[  sen  B 

Como  um  vetor  fica  completamente  determinado  se  conhecermos  seu  modulo,  dire^ao 
e sentido,  podemos  dizer  que  o vetor  a X b e perpendicular  aos  vetores  a e b,  o sentido  e 
dado  pela  regra  da  mao  direita  e seu  modulo  e | a j | b j sen  B.  De  fato,  e assim  que  por  vezes 
definimos  o vetor  a X b. 

| jTj  Corel  ario  Dois  vetores  a e b sao  paralelos  se  e somente  se 

axb= 0 i 


Prova  Dois  vetores  nao-nulos  a e b sao  paralelos  se  e somente  se  6 — 0 ou  rr.  Em  qual- 
quer  dos  casos  sen  B ~ 0,  assim  j a X b | = 0 e,  portanto,  a x b — 0. 

A interpreta^ao  geometrica  do  Teorema  6 pode  ser  vista  examinando-se  a Figura  2.  Se 
a e b sao  tornados  como  segmentos  de  reta  orientados  com  o mesmo  ponto  inicial,  deter- 
minam  um  paralelogramo  cuja  base  e | a |,  a altura  e j b j sen  B , e com  area  dada  por 

A — | a |(j  b | sen  6)  = | a X b | 

Entao  temos  a seguinte  forma  de  interpretar  o modulo  do  produto  escalar. 

P" O modulo  do  produto  escalar  a X b e igual  a area  do  paralelogramo  determinado  j 
FIGURA  2 | poraeb.  j 

EXEftlPLO  3 □ Ache  um  vetor  perpendicular  ao  piano  que  passa  atraves  dos  pontos 
/>(l,4,6),0(-2,5, -l)e*(l,-l,l). 

S0LUQA0  O vetor  PQ  X PR  6 perpendicular  a ambos  PQ  e PR  e,  portanto,  perpendicular 
ao  piano  que  passa  por  P,  Q e R.  Sabemos  de  (12.2.1)  que 

PQ  = (-2  - 1 )i  + (5  - 4)1  + (-1  - 6)k  = — 3i  + j - 7k 
PR.  = (1  - l)i  + (-1  - 4)  j + (1  - 6)k  - — 5 j - 5k 
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Calculando  o produto  vetorial  desses  vetores: 

i j k 

~3  1 —7 

0 -5  -5 

= (-5  - 35)  i - (15  — 0)  j + (15  — 0)  k = — 40i  — 15  j + 15k 

Logo,  o vetor  < -40,  - 15,  15)  e perpendicular  ao  piano  dado.  Qualquer  escalar  nao-nulo 
que  seja  multiplo  desse  vetor,  tal  como  ( —8,  —3,  3),  e tambem  perpendicular  ao  piano. 

EXEiVIFLll  4 _ Determine  a area  do  triangulo  com  vertices  P(l,  4,  6),  Q(~ 2,  5,  — 1)  e 
R(  1, -1,1). 

SOLUQAO  No  Exemplo  3 calculamos  PQ  X PR  = ( — 40,  -15,  15).  A area  do  paralelo- 
gramo  com  lados  adjacentes  PQ  t PR  € o comprimento  do  produto  vetorial: 

I PQ  X PR\  = v'T-40)--  + (-15)2”Tl53  = 5^/82 

A area  A do  triangulo  PQR  e metade  da  area  desse  paralelogramo,  ou  seja,  % i/82. 


PQ  X PR 


Se  aplicarmos  os  Teoremas  5 e 6 aos  vetores  da  base-padrao  i,  j e k com  6 = 7t/2,  obte- 
remos 


i X j - k 

jxi=-k 


Observe  que 


j x k = i k X i = j 

k X j = -i  i X k = -j 

1 X J J X I 


Portanto,  o produto  vetorial  nao  e uma  opera^ao  comutativa.  Temos  ainda  que 

i X (i  X j)  — i X k = — j 

enquanto 

(ixi)xj  = 0xj  — 0 


Entao,  a lei  associativa  para  muitiplicapao  tambem  nao  vale  obrigatoriamente  aqui;  em 
geral,  temos. 


(a  x b)  x c ¥=■  a x (b  x c) 

Entretanto,  algumas  das  propriedades  usuais  da  algebra  valem  para  o produto  vetorial.  O 
teorema  a seguir  resume  as  propriedades  dos  produtos  vetoriais. 


j [ij  Tsorenia  Se  a,  b e c sao  vetores  ece  um  escalar,  entao  j 

j 1.  a X b = — b X a 

I 2.  (ca)  X b — c(a  X b)  = a X (cb) 

j 3.  a X (b  + c)  = aXb  + aXc  { 

j 4.  (a  + b)Xc  = aXc  + bXc 

5.  a * (b  X c)  = (a  X b)  * c 

6.  a X (b  X c)  = (a  • c)b  — (a  • b)c  I 


Mk 
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Podemos  provar  essas  propriedades  escrevendo  os  vetores  em  termos  de  seus  compo- 
nentes  e usar  a definigao  de  produto  vetorial.  Faremos,  a seguir,  a prova  da  Propriedade  5 
e deixaremos  as  outras  como  exerctcio. 


Prova  da  Propriedade  5 Se  a=  (au  a3),  b — (bu  b2,  b2)  ec  = (cj,  c2,  c3),  entao 

[9]  a • (b  X c)  = chibiCi  ~~  b2c2)  + a2{bic i — b,c3)  + a2(bic2  — b2Cx) 

— a\b2c2  — aib^ci  + a2biCi  — a2b\C2  4-  a2b\C2  — a^biCi 
= (a3^3  — a2b2)c\  + (a2b[  - a{b2)c2  + ( axb2  — a%h\)Ci 

— (a  x b)  * c 


O produto  a * (b  X c)  que  aparece  na  Propriedade  5 e chamado  produto  misto  de  a,  b 
e c.  Note  que,  da  Equagao  9,  podemos  escrever  o produto  misto  como  o determinante: 


FIGURA  3 


fli 

a3 

@1 

a • (b  X c)  = 

bi 

b2 

bi 

Cl 

Cl 

Cl 

O significado  geometrico  do  produto  misto  pode  ser  visto  considerando-se  o para- 
lelepipedo  detenninado  pelos  vetores  a,  b e c (Figura  3).  A area  da  base  do  paraieleptpedo 
e A = | b X c |.  Sedeo  anguio  entre  a e b X c,  entao  a altura  h do  paraieleptpedo  e 
h — |a|  jcos  0|.  (Precisamos  usar  |cos  6 | em  vez  de  cos  0 caso  6 > tt/I.)  Portanto,  o 
volume  do  paraieleptpedo  e 


V ~ Ah  — | b X c 1 1 a [ | cos  0 j = | a * (b  X c) 


Assim,  provamos  a formula  seguinte. 

[Tt]  O volume  do  paraieleptpedo  detenninado  pelos  vetores  a.beceo  modulo 
do  produto  misto: 

V = J a • (b  X c)  | 

Se  usamos  a fbmiula  (11)  e descobrimos  que  o volume  do  paraieleptpedo  detenninado 
pelos  vetores  a,  b e c 6 0,  os  tres  vetores  precisam  pertencer  ao  mesmo  piano;  isso  quer 
dizer  que  eles  sao  coplanares. 


EXEMPLO  5 □ Utilize  o produto  misto  para  mostrar  que  os  vetores  a = < 1,  4,  — 7), 
b — (2,  -1,  4)  e c = (0,  -9,  18)  sao  coplanares. 

S0LUQA0  Se  usarmos  a Equagao  10  para  calcular  o produto  misto,  teremos: 


a • (b  X c) 


1 4 -7 

2-1  4 

0 —9  18 


-1 

4 

2 

4 

: 2 

-1 

- 4 

- 7 [ 

—9 

18 

0 

18 

0 

-9 

- 1(18)  - 4(36)  - 7( — 18)  = 0 


Portanto,  por  (1 1)  o volume  do  paraieleptpedo  detenninado  por  a,  b e c e 0.  Isso 
signifiea  que  os  vetores  a,  b e c sao  coplanares. 
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A ideia  de  produto  vetorial  aparece  muito  frequence  mente  em  ffsica.  Em  particular,  con- 
sidere  uma  forqa  F agindo  em  um  corpo  rigido  em  um  porno  fixado  dado  pelo  vetor  de 
posiqao  r.  (Por  exemplo:  se  apertarmos  um  parafuso  utilizando  uma  chave  de  boca  como 
na  Figura  4,  conseguiremos  o efeito  de  gira-lo.)  O torque  t (em  relaqao  a origem)  e 
definido  pelo  produto  vetorial  dos  vetores  de  posiqao  e forqa 

r = r X F 

e mede  a tendencia  de  um  corpo  rodar  em  torno  da  origem.  A direqao  do  vetor  torque 
indica  o eixo  de  rotaqao.  De  acordo  com  o Teorema  6,  o modulo  do  torque  e 

| t j = | r X Fj  = | r j j F I sen  0 

ortde  0 6 o angulo  entre  o vetor  de  posiqao  e o vetor  forqa.  Observe  que  o unico  compo- 
nente  da  forqa  F que  pode  causar  a rotaqao  do  objeto  e o perpendicular  a r,  ou  seja,  | F j sen  0. 
O modulo  do  torque  e igual  a area  do  paralelogramo  determinado  por  r e F. 


/ 

/ 

/ 

/ 


FIGURA  5 


EXEMPLO  6 □ Um  parafuso  e apertado  por  uma  chave  de  boca  que  aplica  uma  forqa  de 
40  N em  uma  chave  de  0,25  m,  como  mostrado  na  Figura  5.  Determine  o modulo  do 
torque  em  tomo  do  centra  do  parafuso. 

SOLUfAO  O modulo  do  vetor  torque  e 

|T|  = |r  X F|  = | r | j F | sen 75°  = (0,25)(40)  sen75° 

“ 10  sen 75°  = 9,66  N-m  ~ 9,66  J 

Se  o parafuso  tern  a rosea  direita,  o vetor  torque  e 

t = | rj  n **  9,66n 

onde  n e um  vetor  unitario  com  direqao  perpendicular  a pagina  e sentido  de  entrar  no 
papel.  I 


12.4  Exercicios 


1_7  □ Determine  o produto  vetorial  a X b e verifique  que  ele  e 
ortogonal  a e b. 

1.  a - <1,2,0),  b - <0,3,  1) 

2.  a — <5,  1,4),  b - <-1,0, 2) 

3.  a = 2i  + j - k,  b — j+2k 

4.  a — i — j + k,  b = i + j + k 

5.  a~3i  + 2j  + 4k,  b — I — 2j  — 3k 

6.  a = i + e'j  + b = 2i  + e‘j  - fT'k 

®a=  <f,/2,/3),  b ==  <1,  2t,  3r2) 

8.  Se  a = i — 2k  e b — j + k,  determine  a X b.  Esboce  a,  b e 
a X b como  vetores  com  inicio  na  origem. 

Diga  se  as  afimiacoes  a seguir  fazem  sentido.  Se  nao  fizerem, 
explique  por  que.  Se  fizerem,  diga  se  correspondent  a um  vetor 
ou  a um  escalar. 

(a)  a • (b  X c)  (b)  a X (b  • c) 


i in  '4  ~ 6*,  j®  , m, 


(c)  a X (b  x c)  (d)  (a  * b)  x c 

(e)  (a  * b)  X (c  • d)  (f)  (a  x b)  • (c  X d) 


10-11  u Calcule  | u X v | e determine  se  ti  X v tern  o sentido  de 
entrar  na  pagina  ou  o contrario. 
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12L  A figura  mostra  um  vetor  a pertencente  ao  piano  xy  e um  vetor 
b na  direcao  de  k.  Sens  moduios  sao  | a | — 3 e j b | — 2. 

(a)  Calcule  | a X b |. 

(b)  Utilize  a regra  da  mao  direita  para  decidir  se  os 
componentes  de  a X b sao  positivos,  negativos  ou  nufos. 


13.  Se  a — { 1,  2,  1 } e b — {0,  1,  3),  calcule  a X b e b X a. 

14.  Se  a = (3, 1, 2),  b *=  { — 1,  I,  0)  e c = {0,  0,  -4),  mostre 
que  a x (b  x c)  (a  X b)  x c. 

M5,  Determine  dois  vetores  unitarios  que  sejam  ortogonais  tanto  a 
(1,  — I,  1 ) quanto  a (0,  4,  4). 

16.  Determine  dois  vetores  unitarios  que  sejam  ortogonais  tanto  a 
i + j + k quanto  a 2 i + k. 

17.  Mostre  que  OXa  — 0 — aXO  para  quaiquer  vetor  a em  1A. 

18.  Mostre  que  (a  X b)  * b — 0 para  todos  os  vetores  a e b em  Vj. 

19.  Prove  a Propriedade  1 do  Teorema  8. 

20.  Prove  a Propriedade  2 do  Teorema  8. 

21.  Prove  a Propriedade  3 do  Teorema  8. 

22.  Prove  a Propriedade  4 do  Teorema  8. 

23.  Determine  a £rea  do  paralelogramo  com  vertices  em  A{-2,  1 ). 
£(0, 4),  C(4,  2),  e D(2,  -1). 


32.  P( 0,  1,  2),  0(2,  4,  5),  £(-  1,  0,  1),  5(6,  -1,4) 


33.  Utilize  o produto  misto  para  verificar  se  os  vetores 
a — 2i  + 3j  + k,  b — i - j e e — 7i  + 3j  + 2k 
sao  coplanares. 

34.  Use  o produto  misto  para  determinar  se  os  pontos  P(  1,0,  1), 
0( 2,  4,  6),  R( 3,  — 1 , 2)  e 5(6,  2,  8)  pertencem  ao  mesmo  piano. 

35.  O pedal  de  uma  bicicleta  e empurrado  por  um  pe  com  uma 
for?a  de  60  N,  como  mostrado.  A haste  do  pedal  tern  1 8 cm  de 
comprimento.  Determine  o modulo  do  torque  em  P. 


36.  Determine  a intensidade  do  torque  em  P se  for  aplicada  uma 
forga  de  36  lb,  como  mostrado. 

4 pes 


i : 4 pes 


30°  / 
^36  lb 


,A"“' 


24.  Determine  a area  do  paralelogramo  com  vertices  em  £(1,2,3), 
L(l,  3, 6),  M(3,  8,  6),  e N(3,  7,  3). 

25-21  u (a)  Ache  um  vetor  ortogonal  ao  piano  que  passa  pelos 
pontos  £,  Q e R e (b)  calcule  a area  do  triangulo  PQR. 

m P(  1 , 0,  0),  0(0,  2,  0),  £( 0,  0,  3) 

26.  £(2,  1,5),  0(— 1,  3, 4),  £(3,0,6) 

27.  £(0,  -2,  0),  0(4, 1,-2),  £(5,  3,  1) 

28.  £{2,  0, -3),  0(3,  1,0),  £(5,2,2) 

29-30  □ Calcule  o volume  do  paralelepfpedo  determinado  pelos 
vetores  a,  b e c. 

29.  a = <6,3,  -1),  b - <0,  1,2),  c - <4,  -2,5) 

30.  a = i + j ~ k,  b — i - j + k,  c = ~ ! + j + k 

31-32  □ Calcule  o volume  do  paralelepfpedo  com  lados  adjacentes 
£0,  PR  e PS. 

31.  P(2, 0,-1),  0(4,  1,0),  £(3, -1,  1),  5(2, -2,2) 


37.  Uma  chave  de  boca  com  30  cm  de  comprimento  posicionada  ao 
longo  do  eixo  >■  aperta  um  parafuso  colocado  na  origem. 
Considere  uma  forga  aplicada  no  final  do  cabo  da  chave  com 
direcao  dada  por  (0,  3,  -4).  Determine  o modulo  da  forga 
necessaria  para  que  o torque  resultante  no  parafuso  seja  de  100  J. 

38.  Seja  v = 5j  e seja  u um  vetor  com  norma  3 com  infcio  na 
origem  e que  gira  no  piano  xy.  Determine  o maximo  e o mf- 
nimo  valor  possfvel  para  u X v.  Qual  a direcao  e o sentido  de 
u x V? 

(a)  Seja  P um  ponto  nao  pertencente  a reta  L que  passa  pelos 
pontos  0 e £.  Mostre  que  a distancia  d do  ponto  P ate  a 
reta  L 6 


onde  a — 0£  e b — QP. 

(b)  Utilize  a formula  da  parte  (a)  do  exercicio  para  determinar 
a distancia  do  ponto  P(l,  1,  1)  a reta  que  passa  por 
0(0, 6,  8)  e £(-l,  4,  7). 


■S'&td&x- 
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40.  (a)  Seja  P um  porno  nao  pertencente  ao  piano  que  passa  pelos 
pontos  Q , R e S.  Mostre  qne  a disiancia  d de  P ao  piano  e 
|(a  X b)  - c | 


d = 


! a x b i 


onde  a ==  QR,  b — QS  ec  = QP. 

(b)  Utilize  a formula  dada  na  parte  (a)  para  calcular  a distancia 
de  P( 2,  1. 4)  ao  piano  definido  peios  pontos  Q(l,  0,  0), 

R{ 0,  2,  0)  e 5(0,  0,  3). 

41.  Prove  que  (a  - b)  X (a  + b)  — 2 (a  X b). 

42.  Prove  a parte  6 do  Teorema  8,  ou  seja,: 

a X (b  X c)  — (a  • e)b  — (a  • b)c 

43.  Utilize  o Exercicio  42  para  provar  que 

a x (b  X c)  + b X (c  X a)  + c X (a  X b)  ~ 0 

44.  Prove  que 


(a  X b)  * (c  X d)  — 


c b * c 
d b • d 


45.  Suponha  que  a ¥=  0. 

(a)  Se  a • b — a * c,  e verdade  que  b — c? 

(b)  Se  a x b — a X c,  e verdade  que  b — c? 

(c)  Se  a • b — a * c e a Xb  = aXc,e  verdade  que  b = c? 

46.  Se  V2  e v3  sao  vetores  nao-coplanares  e se 

, Vj  x V3  V,  X v i 

V,  • (v2  x v3)  Z Vi  * (v2  X y3) 

Vi  X v> 


k, 


V,  * (v2  X V3) 


(Esses  vetores  aparecem  no  estudo  de  cristalografia.  Vetores  da 
forma  nt  vt  + n2v2  + rc3  v3,  onde  cada  n,  e um  inteiro,  fo'rmam 
um  reticulado  para  o cristal.  Vetores  escritos  de  modo 
semelhante  para  ki,  k?  e k3  formam  o reticulado  rectproco.) 

(a)  Mostre  que  k,  € perpendicular  a y,  se  i r j. 

(b)  Mostre  que  k,  • v,  — ! para  i — 1 , 2,  3. 

J 


(e)  Mostre  que  k)  * (k2  X k3) 


V|  • (v2  x v3) 


yigl  £ ' y ■ ■ Uify  gQ  i X gj 


3.  Suponha  que  o tetraedro  da  figura  ter 
5 sao  angulos  retos.)  Sejam  3,  fie  C 
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F1GURA  2 


0 A Figure  3 mostra  a reta  L do  Exemplo 

1 e sue  relapao  com  o ponto  dado  e o 
vetor  direcao. 


Zk. 


FIGURA  3 


Eqiiacoes  de  Retas  e Pianos 

Uma  reta  no  piano  xy  e determinada  quando  um  ponto  e uma  direqao  (inclina^ao  ou 
coeficiente  angular  da  reta)  sao  dados.  A equagao  da  reta  pode  ser  entao  escrita  utilizando- 
se  a forma  ponto-inclinagao. 

Da  mesma  maneira,  uma  reta  L no  espago  tridimensional  e determinada  quando  co~ 
nhecemos  um  ponto  Po(a«,  y0,  z0)  em  Lea  direcao  de  L.  Em  tres  dimensoes  a diregao  de 
uma  reta  e descrita  de  forma  muito  conveniente  por  um  vetor;  assim,  seja  v um  vetor  para- 
lelo  a L.  Seja  P(a,  y,  z)  um  ponto  arbitrario  em  L e sejam  r0  e r os  vetores  de  posicao  de 
Pp  e P (ou  seja,  eles  tern  representantes  OP0  e OP ).  Se  a e o vetor  com  representante 
P0P,  como  na  Figura  1,  pela  Regra  do  Triangulo  para  soma  de  vetores  temos  r — r0  + a. 
Mas,  como  a e v sao  vetores  paralelos,  existe  um  escalar  t tal  que  a = tv.  Assim 


[j]  j r = r0  + fv  1 

i i 

que  e a equagao  vetorial  de  L.  Cada  valor  do  parametro  t fomece  um  vetor  de  posicao  r 
de  um  ponto  de  L.  Em  outras  palavras,  a medida  que  / varia,  a reta  e tragada  pelo  ponto  do 
vetor  r.  Como  a Figura  2 indica,  valores  positives  de  t correspondem  a pontos  de  L per- 
tencentes  a um  lado  em  relagao  a P0,  ao  passo  que  valores  negativos  de  t referem-se  a pon- 
tes pertencentes  ao  outro  lado  de  Pq. 

Se  o vetor  v que  fomece  a direcao  da  reta  L e escrito  sob  a forma  de  componente 
v — {a,  b,  c ),  temos  que  tv  — ( ta , tb,  tc).  Podemos  tambem  escrever  r = (x,  y,  z)  e 
ro  = (a'o,  >’o,  z0),e  assim  a equagao  vetorial  (1)  se  toma 

(x,y,z)  — (ao  + ta,yo  + tb,  Zq  + tc) 

Dois  vetores  iguais  tern  os  correspondentes  componentes  iguais.  Assim,  temos  tres 
equagoes  escalares: 


onde  t £ IR.  Essas  equagdes  sao  chamadas  equagdes  parametricas  da  reta  L que  passa 
pelo  ponto  Po(ao,  yo,  zq)  e e paralela  ao  vetor  v = (a,  b,  c ).  Cada  valor  do  parametro  t 
fomece  um  ponto  (a,  v,  z)  em  L. 

EXEMPLO  1 □ 

(a)  Determine  as  equates  vetorial  e parametrica  de  uma  reta  que  passa  pelo  ponto 
(5,  1,  3)  e sao  paralelas  ao  vetor  i + 4j  - 2k. 

(b)  Determine  outros  dois  pontos  na  reta. 

SOLUgAO 

(a)  Aqui  r0  = (5,  1,3)  =5i+j  + 3kev  = i + 4j~  2k,  de  forma  que  a equagao 
vetorial  (1)  se  toma 

r = (51  + j + 3k)  + t( i + 4j  - 2k) 
ou  r = (5  + t)  I + (1  + At)  j + (3  - 2t)  k 

As  equagoes  parametricas  sao 

x = 5 + t y =1+4 1 


z = 3 - 2t 
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(b)  Escolhendo  o valor  do  parametro  t — 1 teraos  x = 6,  y ~ 5 e z = 1,  assim  (6,  5,  1) 
e um  ponto  da  reta.  Da  mesma  forma,  / — - 1 fomece  o ponto  (4,  — 3,  5).  D 

A equa^ao  vetorial  e as  equagoes  parametrieas  de  uma  reta  nao  sao  unicas.  vSe  trocar- 
mos  o ponto  ou  o parametro  on  escolhermos  um  vetor  paralelo  diferente,  a equayao  muda. 
Por  exemplo,  se,  em  vez  do  ponto  (5,  1,  3),  escolhermos  o ponto  (6,  5,  1)  no  Exemplo  1, 
as  equacoes  parametrieas  da  reta  se  tomam 

x ~ 6 + t y — 5 + 4/  2 = 1 — 2t 

Ou,  se  mantivermos  o ponto  (5,  1,  3),  mas  escolhermos  o vetor  paralelo  2i  + 8j  ~ 4k, 
chegaremos  as  equates 

x “ 5 + 2t  y =1+8?  2 - 3 - At 

Em  geral,  se  o vetor  v — (a,  b , c)  e usado  para  descrever  a diregao  da  reta  L,  entao  os 
numeros  a,  b e c sao  as  componentes  do  vetor  diretor  de  L.  Como  qualquer  vetor  para- 
lelo a v pode  ser  usado,  quaisquer  tres  numeros  proporcionais  a a,btc  podem  ser  usados 
como  componentes  do  vetor  diretor  de  L. 

Outra  maneira  de  descrever  uma  reta  L e eliminar  o parametro  t da  Equa^ao  2.  Se  ne- 
nhum  dos  numeros  a,  bee  for  0,  podemos  resolver  cada  uma  das  equa9oes  para  t e igualar 
os  resultados.  obtendo 


Essas  equacoes  sao  chamadas  equates  simetricas  de  L.  Note  que  os  numeros  a,bec  que 
aparecem  no  denominador  da  Equaqao  3 sao  as  componentes  do  vetor  diretor  de  L,  ou  seja, 
as  componentes  de  um  vetor  paralelo  a L.  Mesmo  que  uma  das  componentes  desse  vetor 
seja  nula,  podemos  eliminar  o parametro  t.  Por  exemplo,  se  a = 0,  podemos  escrever  as 
equacoes  de  L como 


r.  A Figura  4 mostra  a reta  L do  Exemplo 
2 e 0 ponto  P de  interseegao  com  0 
piano  xy. 


X = Xo 


Z ~ Zo 


c 


Isso  indica  que  a reta  L pertence  ao  piano  vertical  x — x0. 


EXEMPLO  2 □ 

(a)  Determine  as  equacoes  parametrieas  e simetricas  da  reta  que  passa  pelo  ponto 
A(2, 4,  —3)  e £(3,  — 1,  1). 

(b)  Qual  a intersecao  dessa  reta  com  o piano  x>!? 

S0LUQA0 

(a)  Nao  nos  foi  dado  de  forma  explicita  o vetor  paralelo  a reta,  mas  observe  que  o vetor 
v com  representaijao  AB  6 paralelo  a reta  e 

v = <3  - 2,  -1  - 4,  1 - (-3))  - (I,  -5,4) 

Entao  as  componentes  do  vetor  diretor  sao  a = 1,  b = ~5ec  = 4.  Tomando  o ponto 
(2, 4,  —3)  como  Pq,  temos  as  equagoes  parametrieas  (2): 

x — 2 + t y = 4 — 5t  z ~ —3  + At 
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e as  equagoes  simetricas  (3)  sao 

— 4__z  + 3 
~1  ~~  —5  " “ 4 

(b)  A reta  intercepta  o piano  xy  quando  z — 0.  Tomando  2 — 0 nas  equagoes  simetricas, 
obtemos: 

X — 2 y — 4 3 

~~1  ~ ”5  “ 7 

o que  fomece  x = 7-  e y = portanto  a reta  intercepta  o piano  xy  no  ponto  ( j,  5,  0). 

Em  geral,  o procedimento  do  Exemplo  2 mostra  que  as  componentes  do  vetor  diretor 
da  reta  L que  passa  pelos  pontos  P0(x 0,  Vo,  z0)  e P t(xs,  vi,  zi)  sao  x?  - x0,  ji  - j»o  ezt  - z0 
e as  equagoes  simetricas  de  L sao 


□ As  retas  L<  e L2  do  Exemplo  3 sao 
retas  reversas  e estao  mostradas  na 
Figura  5. 


X ~ Xq  _ y ~~  yQ  _ 2 - Zp 
*1  “ x0  >’i  - Vo  Z|  - z0 

Frequentemente,  precisamos  de  uma  descrigao,  nao  de  uma  reta  inteira,  mas  de  apenas 
um  segmento  de  reta.  Como  podemos  descrever  o segmento  de  reta  AB  no  Exemplo  2?  Se 
fizermos  / = 0 nas  equacoes  parametricas  no  Exemplo  2(a),  obteremos  o ponto  (2,  4,  -”3) 
e se  fizermos  / = 1,  teremos  (3,  — 1,  1).  Assim,  o segmento  de  AB  e descrito  pelas 
equacoes  parametricas 

x ~ 2 At  y — 4 — 5t  2 — 3 + 4t  0 J 

ou  pela  equagao  vetorial  correspondente 

r(f)  = (2  + /,  4 “ 5 1,  -3+4/)  0 t =s=  1 

Em  geral,  sabemos  da  Equagao  1 que  a equagao  normal  de  uma  reta  partindo  (do  fim) 
de  um  vetor  r0  na  diregao  v e r — r0  + tv.  Se  a reta  tambem  passa  por  rh  entao  podemos 
fazer  v — r j — r0  e assim  sua  equagao  normal  sera 

r = r0  + t(ri  - r0)  * (1  - /)r0  + rr, 

O segmento  de  reta  de  1*0  para  ri  e dado  pelo  intervalo  0 ^ / 1. 

j 111  O segmento  de  reta  de  r0  para  r}  e dado  pela  equagao  normal 

! 1 

\ r(f)  — (1  - r)r0  + /r,  0 sS  / 1 


EXEMPLO  3 d Mostre  que  as  retas  L\  e L2  com  as  equagoes  parametricas  dadas  por 

x — 1 + t y — —2  + 3/  2 = 4“/ 

x — 2s  y — 3 + s z — — 3 + 4s 

sao  retas  reversas,  isto  e,  sao  retas  que  nao  se  interceptam  e nao  sao  paralelas  (nao 
pertencendo,  portanto,  a um  mesmo  piano). 

S0LUQA0  As  retas  nao  sao  paralelas,  pois  seus  vetores  diretores  (1,3,  - 1 ) e (2,  1,4) 
nao  sao  paralelos.  (Sens  componentes  nao  sao  proporcionais.)  Se  Lx  e L2  tivessem  um 
ponto  em  comum,  existiriam  valores  para  tes  tais  que 

1 + t — 2s 
-2  + 3/  = 3 + s 
4 — /=“3  + 4v 

Mas,  se  resolvermos  as  primeiras  duas  equagoes,  obteremos  t ~ j e s = |,  que  nao 
satisfazem  a terceira  equagao.  Nao  existem  valores  para  / e s que  satisfagam  as  tres 
equagoes  simultaneamente.  Portanto,  L\  e L2  sao  retas  reversas,  nao  se  interceptam. 
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Pianos 


Enquanto  as  retas  no  espago  sao  facilmente  determinadas  por  urn  ponto  e um  vetor  dire- 
tor,  um  piano  e um  pouco  mais  complicado  de  descrever.  Ura  unico  vetor  paralelo  ao  piano 
desejado  nao  e suficiente  para  fixar  a “diregao”  do  piano,  mas  um  vetor  que  seja  perpen- 
dicular a esse  piano  define  de  modo  completo  sua  “diregao”.  Entao,  um  piano  no  espago 
fica  determinado  se  conhecermos  um  ponto  Po(*o,yo,  ao)  do  piano  e ura  vetor  n que  seja 
ortogonal  ao  piano.  Esse  vetor  n ortogonal  ao  piano  e chamado  vetor  normal.  Seja 
P(x , y,  z)  um  ponto  qualquer  do  piano  e sejam  rc  e r os  vetores  de  posigao  de  P0  e P.  Entao 
o vetor  r — r0  e representado  por  PqP  (veja  a Figura  6).  O vetor  normal  n e ortogonal  a 
todo  vetor  do  piano.  Em  particular,  n e ortogonal  a r — r0,  e assim  temos 


i 5 1 

que  pode  ser  reescrita  como 

ffi]  ' 


n • (r  - r0)  = 0 


n • r ==  n * ro 


As  Equagdes  5 e 6 sao  chamadas  equagoes  normals  do  piano. 

Para  obter  a equagao  escalar  para  o piano  utilizando  as  coordenadas  cartesianas,  esereve- 
mos  n = (a,  b,  c),  r = (x,  y,  z)  e ro  — (x0,  yo,  Zo).  A Equagao  (5)  se  transforma  em 

{a,  b,  c)  ' {x  - x0>  y — yo,  ^ — zQ)  =0 


ou 


m 


a(x  — Xo)  + b(y  — y0)  + c(z  ~ Zo)  ~ 0 


A Equagao  7 e denominada  equagao  exata  do  piano  que  passa  por  Po(x0,  y0,  zq)  com 
vetor  normal  n = {a,  b,c). 


EXEMPLI)  4 □ Determine  a equagao  do  piano  que  passa  pelo  ponto  (2, 4,  - 1)  e tem 
como  vetor  normal  n = (2,  3,  4).  Estabelega  tambem  suas  intersegoes  com  os  pianos 
coordenados  e faga  o esbogo  do  piano. 

S01UQA0  Tomando  a = 2,  b — 3,  c = 4,  x0  — 2,  yo  — 4 e zo  — — 1 na  Equagao  7, 
vemos  que  a equacao  do  piano  e 

2(x  ~ 2)  + 3(y  - 4)  + 4(z  + 1)  = 0 

ou  2x  + 3y  + 4z  = 12 


Para  achar  a intersegao  com  o piano  x,  impomos  y ~ z — 0 nessa  equagao  e obtemos 
x = 6.  Da  mesma  forma,  o intercepto  y e 4 e o intercepto  z e 3.  Isso  nos  permite  esbogar 
a porgao  do  piano  pertencente  ao  prime iro  octante  (veja  a Figura  7).  D 


Coletando  os  termos  na  Equacao  7 como  fizemos  no  Exemplo  4,  podemos  reescrever  a 
equagao  do  piano  como 


[,8j 


onde  d — — (axQ  + by0  + cz0).  A Equagao  8 e chamada  equagao  linear  em  x,  y e z. 
Reciprocamente,  pode  ser  mostrado  que,  s e a,b  e c nao  sao  todos  nulos,  a equagao  linear 
(8)  e a equagao  geral  que  representa  um  piano  cujo  norniai  e o vetor  ( a , b,  c ).  (Veja  o 
Exercicio  73.) 


'\ s,'3L\-  - 


a 


i M*, 
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□ A Figura  8 rnostra  a porpao  do  piano 
do  Exemplo  5 contendo  o trianguio 
PQR- 


FIGURA  8 


EXEMPLO  5 □ Determine  a equacao  do  piano  que  passa  pelos  pontos  P(  1,  3,  2), 

<2(3,  — 1 , 6)  e R(5,  2, 0). 

S0LUQA0  Os  vetores  a e b correspondentes  a PQ  e PR  sao 

a = <2,  -4,4)  b = (4,  - 1,  -2) 

Como  tanto  a quanto  b pertencem  ao  piano,  seu  produto  vetorial  a X b e ortogonal  ao 
piano  e pode  ser  tornado  como  o vetor  normal.  Assim 


n — a X b 


121  + 20j  + 14k. 


com  o ponto  P(l,  3,  2)  e o vetor  normal  n,  uma  equapao  do  piano  e 
12(x  - 1)  + 20(>’  - 3)  + 14 (z  - 2)  - 0 


ou  6x  +-  lOy  + 72  = 50 

EXEMPLO  8 □ Determine  o ponto  onde  a reta  com  equacao  parametrica  x = 2 + 3/, 
y — ~4 £,  2 = 5 + t intercepta  o piano  4x  + 5y  — 2z  = 1 8 . 

S0LUQA0  Substituindo  a expressao  de  x,  y e z das  equates  parametricas  na  equacao  do 
piano: 


FIGURA  9 


4(2  + 3 t)  + 5(-4f)  - 2(5  + t)  = 18 


que  pode  ser  simplificada  para  - lOr  = 20,  ou  seja,  / — ~2.  Portanto  o ponto  de 
intersepao  ocorre  quando  o parametro  vale  t = — 2.  Ou  seja,  x = 2 +-  3 (—2)  = — 4, 
y ~ — 4(— 2)  = 8,  2 = 5 — 2 = 3 e o ponto  de  intersepao  e (—4,  8,  3).  a 

□ A Figura  1 0 mostra  os  pianos  do 

Exemplo  7 e a reta  de  intersepao  L.  Dois  pianos  sao  paralelos  se  seus  vetores  normals  sao  paralelos.  Por  exemplo:  os 

pianos  x +*  2y  — 3z  = 4 e 2x  +~  4y  — 6z  = 3 sao  paralelos,  pois  seus  vetores  normals  sao 
iij  = (1,2,  —3)  eni  = (2, 4,  —6)  e no  — 2n}.  Se  dois  pianos  nao  sao  paralelos,  eles  se 
interceptam  em  uma  reta,  e o Ungulo  entre  os  dois  pianos  e definido  como  o angulo  entre 
os  vetores  normals  aos  pianos  (veja  o angulo  0 na  Figura  9). 


□ Outro  modo  de  determinar  a reta 
intersepao  e resolver  a equapao  do 
piano  para  duas  variavels  em  funpao  da 
terceira,  que  sera  tomada  como 
parametro. 


EXEMPLO  7 c 

(a)  Estipule  o angulo  entre  os  pianos  x +-  y + z — 1 e x — 2y  + 3z  = 1. 

(b)  Determine  na  forma  simetrica  a equacao  da  reta  intersepao  L desses  dois  pianos. 

soluqao 

(a)  Os  vetores  nonnais  a esses  pianos  sao 


Hi  =(1,1,1)  n2  = (1,  —2,  3) 

Portanto,  se  Oeo  angulo  entre  os  dois  pianos,  o Corol&rio  12.3.6  fomece 
ns  ' n2  _ 1(1)  + 1(~2)  + 1(3)  2 

COS  U — V VC — > "■■■■' "7"' = 

j Hi  1 1 n2  ( VI  + 1 + 1 v 1 +"4  + 9 V42 


0 = cos  1 


- 72° 


(b)  Vamos  achar  primeiro  um  ponto  em  L.  Por  exemplo,  podemos  achar  o ponto  onde  a 
reta  intercepta  o piano  xy  tomando  z = 0 na  equacao  dos  dois  pianos.  Isso  nos  fomece  as 
equapoes  x + y = 1 e x - 2y  = 1,  cuja  solupao  ex  = 1,  y — 0.  Portanto  o ponto  (1,0,  0) 
pertence  a L. 
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G A Fsgura  1 1 mostra  que  a reta  L do 
Exempio  7 pod©  ser  vista  como  a 
intersegao  dos  pianos  derivados  de 
suas  equagoes  na  forma  simetrica. 


Observe  que,  como  L pertence  a ambos  os  pianos,  e perpendicular  ao  vetor  normal  de 
ambos  os  pianos.  Entao,  um  vetor  v paralelo  a L e dado  pelo  produto  vetorial 


v — iii  X n?  “ 


i j k 
1 1 1 

1 -2  3 


51  — 2j  — 3k 


e assim  as  equagoes  parametricas  de  L podem  ser  escritas  como 


x — 1 __  y _ z 

5 ~~^2~ 

NOTA  □ Como  uma  equagao  linear  nas  variaveis  x1  y e z representa  um  piano  e dois 
pianos  nao  paralelos  se  interceptam  eni  uma  reta,  segue  que  duas  equagoes  lineares  podem 
representar  uma  reta.  O ponto  (x,  y,  z)  que  satisfaz  a ambas  as  equagoes 
axx  + biy  + c\z  + d\  — 0 e a2x  + b2y  + c2z  P d2  ~ 0 pertence  a ambos  os  pianos,  e 
assim  esse  par  de  equagoes  lineares  representa  a reta  intersegao  dos  pianos  (se  eles  nao 
forem  paralelos).  For  exempio,  no  Exempio  7 a reta  L foi  encontrada  pela  intersegao  dos 
pianos  x P y P z — 1 e x — 2y  + 3z  — 1 . As  equagSes  simetricas  que  encontramos  para 
L podiam  ter  sido  escritas  como 


x ~~  1 _ >’  y z 

5 -2  6 -2  ~ -3 

que  e um  par  de  equagoes  lineares.  Eias  exibem  L como  a reta  intersegao  dos  pianos 
(• x ~ l)/5  = y/{—2)  e y/(- 2)  = z/{- 3).  (Veja  a Figura  11.) 

Em  geral,  quando  escrevemos  as  equagSes  de  uma  reta  na  forma  simetrica 


x ~~  Xp  ^ }!  - >-0  _ Z — Zq 
a b c 

podemos  pensar  na  reta  como  a intersegao  de  dois  pianos 

■*  ~ x°  ^ y ~ y°  y ~~  yo  z " zq 

a b be 


EXEMPIO  S □ Determine  a formula  da  distancia  D de  um  ponto  P|(xi,  yu  zi)  ao  piano 
ax  P by  P cz  P d = 0. 

SO  LUCA  0 Seja  Pp(x0,  v0,  z0)  um  ponto  qualquer  do  piano  dado  e seja  b um  vetor 
correspondente  a PqP{  . Entao 

b = {xi  - x0>yi  ~~  yo,zi  ~ z0) 

Da  Figura  12  podemos  ver  que  a distancia  D de  Pi  ate  o piano  e igual  ao  valor  absoluto 
da  projegao  escalar  de  b sobre  o vetor  normal  n = {a,  b,  c).  (Veja  a Segao  12.3.)  Entao 


D — I comp*,  b | = — ; — : — 
j n | 

= 1 a(xi  ~ xp)  + b{yx  - 3/0)  + c(z]  - zp)  I 
a/<22  + b2  + c2 

1 (ax I + by  1 P cz})  ~ (axQ  P by0  + cz0)  | 
yja2  + b2  + c2 

Como  P0  pertence  ao  piano,  suas  coordenadas  satisfazem  a equagao  do  piano,  e assim  temos 
que  axQ  + by0  P czo  P d 0.  Entao,  a formula  da  distancia  D pode  ser  escrita  como 


rs 1 

D |«xi  + byi  + cz\  + d\ 

~\ 

l \ja 2 + b2  + c2 

j 
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SXEMPLO  9 □ Determine  a distancia  entre  os  dois  pianos  paralelos  IQx  + 2y  — 2z  — 5 
e 5x  + y — z — 1 . 

S01UQA0  Notemos  primeiro  que  os  dois  pianos  sao  paralelos,  pois  sens  vetores  normais 
{10,  2,  —2)  e (5,  1,-1)  sao  vetores  paralelos.  Para  achar  a distancia  D entre  os  pianos, 
escolhemos  uni  ponto  qualquer  em  uni  piano  e calculamos  sua  distancia  ao  outro  piano. 
Em  particular,  se  tomarmos  y = z = 0 na  equagao  do  primeiro  piano,  obteremos 
lOv  — 5,  e portanto  (|,  0,  O)  e um  ponto  desse  piano.  Pela  Formula  9,  a distancia  entre 
(i,  0,  0)  e o piano  5x  + y — z — 1 = 0 e 


5(|)  + 1(0)  - 1(0)  - 1 1 | v7! 

y/5*  + V + (~iy  3^3  6 


Assim  a distancia  entre  os  pianos  e y3/6. 

EHUEMFL0  10  □ No  Exemplo  3 mostramos  que  as  retas 


L}:  x — 1 + t y = —2  + 3t  z — 4 — t 
L2:  x — 2s  y = 3 + s z = — 3 + 4s 

sao  retas  reversas.  Determine  a distancia  entre  elas. 

S0LUQA0  Como  as  retas  L\tL2  sao  reversas,  elas  podem  ser  vistas  como  pertencentes 
aos  pianos  paralelos  P , e P2i  respectivamente.  A distancia  entre  e L2  e igual  a distan- 
cia entre  Pi  e P2,  que  pode  ser  calculada  como  no  Exemplo  9.  O vetor  normal  a ambos 
os  pianos  precisa  ser  ortogonal  aos  vetores  vt  — { 1,  3,  - 1 ) (vetor  diretor  de  Li ) e 
V2  = (2,  1,4)  (vetor  diretor  de  L2).  Assim,  o vetor  normal  e dado  por 


n = Vi  X V;  = 


i j k 

1 3 -1 

2 1 4 


131  - 6j  - 5k 


Se  impusermos  s = 0 na  equa^ao  de  L2,  obteremos  o ponto  (0,  3,  -”3)  pertencente  a L2, 
e a equa^ao  de  P2  fica  sendo 


13(x  — 0)  - 6(>’  — 3)  — 5 (z  + 3)  = 0 ou  13*  ~ 6y  - 5z  + 3 = 0 

Tomando  agora  t — 0 na  equa?ao  de  Lj,  obtemos  o ponto  (1,  —2, 4)  em  Pi . A distancia 
entre  Li  e L2  e igual  a distancia  de  (1,  -2, 4)  ate  13jc  — 6y  + 5z  + 3 = 0.  Pela  Fdrmula 
9 essa  distancia  e 


13(1)  - 6(— 2)  - 5(4)  4-  3 1 __  ___8_ 
\/l31 2  + (-6)2  + (-5P  “ V230 


1,  Determine  se  sao  verdadeiras  ou  falsas  as  seguintes  afirmacoes. 

(a)  Duas  retas  paralelas  a uma  terceira  sao  paralelas. 

(b)  Duas  retas  perpendiculares  a uma  terceira  sao  paralelas. 

(c)  Dois  pianos  paralelos  a um  terceiro  sao  paralelos. 

(d)  Dois  pianos  perpendiculares  a um  terceiro  sao  paralelos. 

(e)  Duas  retas  paralelas  a um  piano  sao  paralelas. 

(f)  Duas  retas  perpendiculares  a um  piano  sao  paralelas. 

(g)  Dois  pianos  paralelos  a uma  reta  sao  paralelos. 

(h)  Dois  pianos  perpendiculares  a uma  reta  sao  paralelos. 

(i)  Dois  pianos  ou  se  interceptam  ou  sao  paralelos. 


(j)  Duas  retas  ou  se  interceptam  ou  sao  paralelas. 

(k)  Um  piano  e uma  reta  ou  se  interceptam  ou  sao  paralelos. 

2-5  □ Determine  uma  equa^ao  vetorial  e equates  parametricas 
para  a reta. 

2.  A reta  que  passa  pelo  ponto  (1,  0,  -3)  e e paralela  ao  vetor 
21  - 4j  + 5k 

3.  A reta  que  passa  pelo  ponto  (-2, 4,  10)  e e paralela  ao  vetor 
<3,  1,-8) 


t fe  a 


t 


M Mu.. 
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4.  A reta  que  passa  pela  origem  e e paralela  a reta  x = 2 1, 
y = 1 — i,  z — 4 + 3t 

A reta  que  passa  pelo  ponto  (1,  0,  6)  e e perpendicular  ao  piano 
x + 3y  + 2 ~ 5 


22.  he 


2-2 


-1 


x ~ 2 _ y - 6 __  2 + 2 
1 _ -I  ~ 3 


6-12  □ Determine  as  equates  parametricas  e na  forma  simetrica 

para  a reta. 

6.  Reta  que  passa  pda  origem  e pelo  ponto  (1,  2,  3) 

7.  Reta  que  passa  pelos  pontos  (1,3,2)  e (—4,  3,  0) 

8.  Reta  que  passa  pelos  pontos  (6,  1,  —3)  e (2,  4,  5) 

9.  Reta  que  passa  pelos  pontos  (0,  l)  e (2,  1,  —3) 

10.  Reta  que  passa  por  (2,  1, 0)  e e perpendicular  a reta  i + j 
e j + k 

1 1 . Reta  que  passa  por  ( 1 , — 1 , 1 ) e e paralela  a reta 

x + 2 = — z — 3 

12  Reta  que  e a interse^ao  dos  pianos  x + y + z — le 
x 4.  z = 0 

. 43*  A reta  que  passa  pelos  pontos  (—4,  —6,  1)  e (—2,  0 —3)  e 
paralela  a reta  que  passa  pelos  pontos  (10,  18,  4)  e (5,  3,  14). 

14.  A reta  que  passa  pelos  pontos  (4,  1,  — 1)  e (2,  5,  3)  e 
peipendicular  a reta  que  passa  pelos  pontos  (-3,  2,  0)  e (5,  1,4)? 

15.  (a)  Determine  as  equacoes  na  forma  simetrica  da  reta  que 

passa  pelo  ponto  (0,  2,  — 1)  e e paralela  a reta  com 
equacoes  parametricas  x — 1 + 2t,  y ~ 3/,  z = 5 — It. 

(b)  Determine  os  pontos  nos  quais  a reta  da  parte  (a)  intercepta 
os  pianos  coordenados. 

16.  (a)  Determine  as  equacoes  parametricas  da  reta  que  passa  pelo  ponto 

(5, 1,0)  e que  6 perpendicular  ao  piano  2x  - y + z — 1. 

(b)  Em  que  pontos  essa  reta  intercepta  os  pianos  coordenados? 

17.  Ache  a equa$ao  normal  para  o segmento  de  reta  de  (2,  - 1 , 4) 
a (4,  6,  1). 

18.  Ache  as  equa5des  parametricas  para  o segmento  de  reta  de 
(10,  3,  1)  a (5,  6,  —3). 

19-22  □ Determine  se  as  retas  Lj  e L2  sao  paralelas,  reversas 

ou  concorrentes.  Se  forem  concorrentes,  determine  seu 

ponto  de  interse^ao. 


19. 

U x = 

—6 1,  y — 1 + 9t,  z — —3 1 

Li.  x = 

1 + 2s,  y — 4 — 3s,  z — s 

20. 

L\.  x = 

1 + 2 1,  y — 3t,  z-2-t 

Ly.  x — 

— 1+s1,  y — 4 + 5,  z=l+3^ 

21. 

-1^ 

n 

y — 1 z — 2 x - 3 y 

2 3 ’ " -4 

23-38  □ Determine  a equacao  do  piano. 

23.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (6,  3,  2)  e e perpendicular  ao 
vetor  (-2,  1,5) 

24.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (4,  0,  -3)  e cujo  vetor  normal  e 
j + 2k 

25.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (1,  - 1,  1)  e cujo  vetor  normal  e 

i + j - k 

26.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (—2,  8,  10)  e e perpendicular  a 
reta  jc  — 1 + f,  y — 2t,  z — 4 — 3t 

27.  O piano  que  passa  pela  origem  e e paralelo  ao  piano 
2x  — y + 3z  = 1 

28.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (-1,6,  -5)  e e paralelo  ao 
piano  x + y + z+  2— 0 

29.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (4,  -2,  3)  e e paralelo  ao  piano 
3x-7z-12 

30.  O piano  que  contem  a reta  x = 3 + It,  y — t,  z — 8 - tec 
paralelo  ao  piano  2x  + 4 y + 8z  = 17 

SlSI  O piano  que  passa  pelos  pontos  (0,  1,  1),  (1,  0,  1)  e (1,  1,  0) 

32.  O piano  que  passa  pela  origem  e pelos  pontos  (2,  -4, 6)  e 
(5,  1,3) 

33.  O piano  que  passa  pelos  pontos  (3,-1,  2),  (8,  2, 4)  e 
(-1,-2, -3) 

34.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (1,  2,  3)  e contem  a reta  x = 3 1, 
y — 1+r,  z = 2 — t 

35.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (6,  0,  -2)  e contem  a reta 
x = 4 - 2f,  >•  = 3 + St,  z - 7 + At 

36.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (1,  -1, 1)  e contem  a reta  com 
equa§ao  na  forma  simetrica  x — 2y  = 3z 

37.  O piano  que  passa  pelo  ponto  (—1,2,  1)  e contem  a reta  obtida 
pela  interse^ao  dos  pianos  x + y — z — 2 e 2x  — y + 3z  = 1 

38.  Plano  que  passa  pela  reta  obtida  pela  interse^ao  dos  pianos 
x — z— le>>  + 2z=:3ee  perpendicular  ao  piano 

x + y — 2z  — 1 

33-41  □ Determine  o ponto  dado  pela  intersecao  da  reta  e do  piano 

especificados. 

39.  x — 3 — t,  y — 2 + t,  z = 5t;  x - y + 2z  - 9 

40.  x — 1 + 2%  }!  — 4t,  z — 2 - 3t;  x + 2y  — z + 1 = 0 

41.  x = y - 1 = 2z;  4x  - y + 3z  = 8 

42.  Onde  a reta  que  passa  pelos  pontos  (1,0,  1)  e (4,  —2,  2) 

intercepta  o piano  x + v + z = 6? 
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43.  Determine  as  coordenadas  do  vetor  diretor  da  reta  obtida  pela 
intersegao  dos  pianos  jt  + >’  + z=!ex  + z = 0. 

44.  Determine  o cosseno  do  angulo  entre  os  pianos 
x + y + z — 0 e x + 2y  + 3 z ~ i . 

48-SI  C Determine  se  os  pianos  sao  paralelos,  perpendiculares  ou 
nenhum  dos  dots.  No  caso  de  nenhum  dos  dois,  calcuie  o angulo 
entre  eies. 

m.  x + 4 y - 3 2 - 1,  -3.x  + 6 y + 72  = 0 

46.  2z  = 4y  - ,x,  3x  - 1 2y  + 6z  = 1 

47.  x + y + z = 1 , x — y + z — 1 

48.  2x  ~ 3 y + 4 z = 5,  x + 6 y + 4z  = 3 

49.  x ~ 4 v — 2z,  8>’  = 1 + '2.x  + 4z 

50.  x + 2>>  + 2z  - 1,  2x  - v + 2z  - i 

51-52  C (a)  Determine  a equagao  na  forma  simetrica  da  reta  de 
intersegao  dos  pianos  e (b)  determine  o angulo  entre  os  pianos. 

51.  x + y — z — 2,  3x  — 4y  + 5z  = 6 

52.  x - 2 y + 2=1,  2x  + v + z = 1 

53-54  □ Determine  as  equaeoes  na  forma  param6trica  da  reta 
obtida  pela  intersegao  dos  pianos. 

53.  z = x + y,  2x  — 5y  — 2 = 1 

54.  2x  + 5z  + 3 = 0,  x-3y + 2 + 2 = 0 

55.  Determine  a equagao  do  piano  constitutdo  de  todos  os  pontos 
que  sao  eqiiidistantes  dos  pontos  (1,  1,  0)  e (0, 1,  1). 

56.  Determine  a equagao  do  piano  constitutdo  de  todos  os  pontos 
que  sao  eqiiidistantes  dos  pontos  (—4, 2,  1)  e (2,  —4,  3). 

m Determine  a equagao  do  piano  x que  intercepta  a,  o piano  que 
intercepta  be  o piano  z que  intercepta  c. 

58.  (a)  Determine  o ponto  dado  pela  intersegao  das  retas: 

r ~ (1, 1,0)  + /{l,  — I,  2} 
e r = <2,0,2)  + s<-l,  1,0) 

(b)  Determine  a equagao  do  piano  que  contem  essas  retas. 

59.  Determine  se  as  equaeoes  parametricas  da  reta,  que  passam 
pelo  ponto  (0,  1,  2),  sao  paralelas  ao  piano  x+y+z=2e 
perpendiculares  a reta  x = 1 + t,  y — 1 — t,z  — 2t. 

60.  Determine  se  as  equates  parametricas  da  reta,  que  passam 
pelo  ponto  (0,  1,  2),  sao  perpendiculares  a reta  x — 1 + r, 
y — 1 — t,  2 = 2t,  e interceptam  essa  reta. 

61.  Quais  dos  quatro  pianos  seguintes  sao  paralelos?  Existem 
dois  coincidentes? 

Py.  4x  — 2y  + 62  = 3 Py.  4x  - 2y  - 2z  = 6 

Py.  — 6x  + 3y  — 9z  = 5 Py  z ~ 2x  — y — 3 


62.  Quais  das  quatro  retas  seguintes  sao  paralelas?  Existem  duas 
coincidentes? 


Li:  x ~ 

1 + /, 

v = r,  z — 2 5/ 

Ly  x + 

1 = y 

-2  = 1-2 

Ly  x = 

1 + t, 

1 

ii 

N 

li 

Ly  r = 

<2,  1,  - 

-3)  + t{ 2,2,  -10) 

83-64  □ Utilize  a formula  que  aparece  no  Exercicio  39  da  Segao  1 2.4 
para  determinar  a distancia  do  ponto  a reta  dada. 

63.  (1,2,  3);  x — 2 + t,  y — 2 — 3/,  2 = 5/ 

64.  (1,  0,  - 1);  x = 5 - t,  y — 3/,  z = l + 2 1 

65-66  □ Determine  a distancia  do  ponto  ao  piano  dado. 

65.  (2,  8,  5),  x ~ 2v  - 2z  - 1 

66.  (3,  -2,  7),  4x  - 6y  + z = 5 

67-88  u Determine  a distancia  entre  os  pianos  paralelos  dados 

67.  2 = x + 2y  + 1 , 3x  + 6y  — 3z  = 4 

68.  3x  + 6y  — 9z  = 4,  x + 2y  — 3zr  — I 

69.  Mostre  que  a distancia  entre  os  pianos  paralelos 

ax  + by  + cz  + d\  = 0 e ax  + by  + cz  + cL  — 0 e 

D.  \dt-d2 1 
\fa~  + b ~ + c~ 

70.  Determine  as  equagoes  dos  pianos  que  sao  paralelos  ao  piano 
x + 2y  — 2z  ~ 1 e distantes  duas  unidades  um  do  outro. 

71.  Mostre  que  as  retas  com  equaeoes  simetricas  x ~ y ~ z e 

x + 1 = y/2  = z/3  sao  reversas  e determine  a distancia  entre 
el  as. 

72.  Determine  a distancia  entre  as  retas  reversas  com  equaeoes 
parametricas  x = 1 + /,  y — 1 + 6/,  2 = 2/ 

e x = 1 + 2s,  y ~ 5 + 15s,  2 = —2  + 6s 

73.  Se  a,  b e c nao  sao  todos  nulos,  mostre  que  a equagao 

ax  + by  + cz  + d ~ 0 representa  um  piano  e {a,  b,  c)  60 
vetor  normal  ao  piano. 

Dica:  Suponha  a 0 e reescrcva  a equagao  na  forma 

«fx  + — ^ + b(y  — 0)  + c(z  — 0)  = 0 

74.  De  a interpretagao  geometrica  de  cada  fannlia  de  pianos. 

(a)  x + y + 2 = c 

(b)  x + y + cz  = 1 

(c)  y cos  6 + zsen  $ — 1 


■m  Ifexfli.  «S 
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O Pro  jet  o de  Laboratorio 


Poodo  3D  em  Perspectiva 


Os  programadores  de  computagao  grafica  encaram  o mesmo  desafio  que  os  grandes  pintores  do 
passado:  Como  representar  uma  cena  tridimensional  como  uma  imagem  plana  em  um  piano  (um 
monitor  ou  uma  teia).  Para  criar  a ilusao  de  perspectiva,  na  qual  os  objetos  proximos  parecem 
maiores  que  aqueles  mais  distantes,  os  objetos  tridimensionais  na  raemoria  do  computador  sao 
projetados  em  uma  tela  retangular  a partir  do  ponto  de  visao  onde  o olho  - a camera  - esta 
localizado.  O volume  de  visao  — a porgao  do  espago  que  estara  visfvel  - e a regiao  contida  nos 
quatro  pianos  que  passam  atraves  do  ponto  de  visao  e uma  aresla  da  tela  retangular.  Se  os  objetos 
na  cena  se  estendem  alem  dos  quatro  pianos,  eles  sao  truncados  antes  que  os  dados  sejam 
enviados  para  a tela.  Esses  pianos  sao,  portanto,  chamados  pianos  cortantes. 


1.  Suponha  que  a tela  seja  representada  por  um  retangulo  no  piano  yz  com  vertices 

(0,  ±400,  0)  e (0,  ±400,  600),  e a camera  esteja  localizada  em  (1000,  0,  0).  Uma  reta  L na 
cena  passa  atraves  dos  pontos  (230,  —285,  102)  e (860,  105,  264).  Em  quais  pontos  L sera 
contada  pelos  pianos  cortantes? 

2.  Se  o segmento  de  reta  cortado  e projetado  na  tela,  identifique  o segmento  de  reta  resultante. 


mm. 


3.  Use  equagoes  parametricas  para  plotar  as  arestas  da  tela,  o segmento  de  reta  cortado  e sua 
projegao  na  tela.  Logo  apos,  adicione  retas  que  conectem  o ponto  de  visao  a cada  termino 
dos  segment  os  cortados  para  verificar  que  a projegao  esta  correla. 

4.  Um  retangulo  com  vertices  (621, -147,  206),  (563,  31,  242),  (657, —111,  86),  e 

(599,  67,  122  ) e adicionado  na  cena.  A reta  L intercepta  esse  retangulo.  Para  fazer  o retan- 
gulo  aparecer  opaco,  um  programador  pode  usar  linhas  escondklas  as  quais  removem 
porgdes  do  objeto  que  estao  atrds  de  outros  objetos.  Identifique  a porgao  de  L que  deve  ser 
removida.  If  j|  f ||g:  f fgf;  ■ fy  |§| f ' |§J§ 1 §AU| f - ±:A;f  ; - v" i :: - • \ 


removida. 


Superficies  Cilindricas  e Quadricas 


FIGURA  1 

A superffeie  z =fe  uma  superficie 
cilmdrica  paraboliea. 


Ja  olhamos  para  dois  tipos  de  superficies  — pianos  (Segao  12.5)  e esferas  (Segao  12.1). 
Aqui  estudaremos  outros  dois  tipos  de  superficies  — as  cilindricas  e as  quddricas. 

Para  esbogar  o grafico  dessas  superficies  e util  detemiinar  a intersegao  da  superficie 
com  pianos  paralelos  aos  pianos  coordenados.  Essas  curvas  sao  denominadas  tragus  (ou 
secedes  transversals)  da  superffeie. 

i 1 Cilindros 

Um  cilindro  e uma  superffeie  constitufda  de  todas  as  retas  (chamadas  geratrizes)  que  sao 
paralelas  a uma  reta  dada  e que  passam  por  uma  curva  plana. 

EXEMPL0  1 g Esboce  a superffeie  z — x2. 

S0LUQA0  Observe  que  a equagao  do  grafico,  z = x2,  nao  envolve  y.  Isso  significa  que 
qualquer  piano  vertical  de  equagao  v ==  k (paralelo  ao  piano  xz)  intercepta  o grafico 
segundo  uma  curva  de  equagao  z — x1.  Os  tracos  verticals  sao  portanto  parabolas.  A 
Figura  1 indica  como  o grafico  e formado  tomando  a parabola  z = x2  no  piano  xz  e 
movendo-a  na  direcao  do  eixo  y.  O grafico  e uma  superffeie,  chamada  de  cilindro 


■4m* 


-m 


parabolico,  feito  de  urn  nuraero  infinito  de  cdpias  deslocadas  da  mesma  parabola.  Aqui 
as  geratrizes  da  superffeie  cilmdrica  sao  paralelas  ao  eixo  y.  G 

Notemos  que  a variavel  y nao  aparece  na  equa^ao  da  superffeie  cilmdrica  do  Exemplo 
1.  Esse  fato  e comum  hs  superficies  cilfndricas  cujas  geratrizes  sao  paralelas  a um  dos 
eixos  coordenados.  Se  uraa  das  variaveis  x,  y ou  z esta  faltando  na  equaqao  da  superffeie. 
a superffeie  obtida  e cilmdrica. 

EXEMPLO  2 □ Identifique  e esboce  as  superficies. 

(a)  x2  + y2  — 1 (b)  y2  + z2  — 1 

SOLUQAO 

(a)  Como  z nao  aparece  e as  equates  A'2  + y 2 = 1,  z — k,  representam  uma  circunfe- 
rencia  de  saio  ] no  piano  z ~ k,  a superffeie  r2+f  = le  um  cilindro  circular  cujo 
eixo  de  rotaqao  e o eixo  z (veja  a Figura  2).  Aqui  as  geratrizes  da  superffeie  cilmdrica 
sao  retas  verticals. 

(b)  Nesse  caso  a variavel  x e que  esta  faltando,  e a superffeie  e um  cilindro  circular  cujo 
eixo  de  rota^ao  e o eixo  x (veja  a Figura  3).  Ela  € obtida  tomando-se  a circunferencia 

y 2 + z2  = 1,  x — 0,  no  piano  yz  e deslocando-a  paralelamente  ao  eixo  x. 


X 

FIGURA  2 x2  +y7=  l 


FIGURA  3 y2  + z2  =-  1 


NOTA  □ Quando  estamos  tratando  de  superficies,  e importante  reconhecer  que  uma 
equacao  como  x2  + y2  — 1 representa  uma  superffeie  cilmdrica  e nao  uma  circunferencia. 
O tra90  dessa  superffeie  cilmdrica  x2  + >’2  = 1 no  piano  xy  e a circunferencia  de  equacao 
A2  + J2  = 1,  Z — 0. 


. . Quadricas 

Uma  superffeie  quadrica  e o grafico  de  uma  equacao  de  segundo  grau  nas  ties  variaveis 
x,  y e z.  A forma  mais  geral  dessa  equacao  6 dada  por 

Ax2  + By2  + Cz1  + Dxy  + Eyz  + Fxz  + Gx  + Hy  + Iz  + J = 0 

onde  A,  B,  C, . . . ,J  sao  constantes.  Por  rota^ao  e Iran  si  a?  ao  essa  equacao  pode  ser  posta 
na  forma  padrao? 

Ax1  + By2  + Cz2  + 7 = 0 ou  Ax2  + By2  + Iz  = 0 

As  superficies  quadricas  sao  as  correspondentes  tridimensionais  das  conicas  no  piano. 
(Veja  a Segao  10.5  para  uma  revisao  das  conicas.) 
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EXEMPL0  3 □ Utilize  tracos  para  fazer  o esbo£0  da  quadrica  com  equa^ao 


FiGURA  4 

t2 

Elipsoide  x2  + + — = 1 


1 


SOLUQAO  Substituindo  z = 0,  determinamos  que  o tra§o  no  piano  xy  e x2  4-  y2/ 9 — 1, 
que  reconhecemos  ser  a equayao  de  uma  eiipse.  Em  geral,  o tra^o  horizontal  no  piano 
z = k e 

, y2  k2 

x' + T ” 1 ~ T z = * 

que  e uma  eiipse,  desde  que  k2  < 4,  ou  seja,  —2<k<2. 

Da  mesma  forma,  os  tracos  verticais  tambem  sao  elipses: 

y2  z2 

1 ass  J — ^ x — k (if  — 1 < A:  < 1) 

9 4 v 


FIGURA  5 

A superficie  z = 4x2  + y1  e uni 
paraboldide  eliptico.  Os  tracos 
horizontais  sao  elipses  e os  tracos 
verticais  sao  parabolas. 


z2  k 2 

x2  + — = 1 — — y — k (if  — 3 < k < 3) 

4 y 

A Figura  4 mostra  como  representar  no  esbo^o  alguns  tracos  para  indicar  a forma  da 
superficie.  Essa  superficie  e chamada  elipsoide,  visto  que  todos  os  seus  tracos  sao 
elipses.  Note  a simetria  em  rela?ao  a cada  piano  coordenado;  isto  e reflexo  do  fato  de  so 
aparecerem  potencias  positivas  de  x,  y e z. 

EXEMPiO  4 □ Utilize  os  tra90s  para  esbo^ar  a superficie  z — 4x2  + y2. 

SQLUQAO  Impondo  x ~ 0,  obtemos  z ~ y2,  de  forma  que  no  piano  yz  a interse^ao  da 
superficie  e uma  parabola.  Se  tomarmos  x = k (uma  constante),  obteremos  z — y2  + 4k2. 
Isso  significa  que  se  deslocannos  o grafico  para  um  piano  paralelo  ao  piano  yz 
obteremos  uma  nova  parabola  com  concavidade  para  cima.  Da  mesma  forma,  tomando 
y ~ k,  o tra^o  e z — 4x2  + k2,  que  corresponde  novaraente  a uma  parabola  com 
concavidade  para  cima.  Impondo  z — k,  obteremos  os  tracos  horizontais  4x2  + y 2 ~ k, 
que  reconhecemos  como  uma  famflia  de  elipses.  Sabendo  a forma  dos  tra90s,  podemos 
esbo9ar  o grafico  da  Figura  5.  Pelo  fato  de  os  tra90S  serem  parabolas  e elipses,  a 
quadrica  z = 4x2  + y1  e denominada  paraboloide  eliptico.  a 


FIGURA  6 

Traces  verticais  sao  parabo- 
las; tra50$  horizontais  sao 
hip6rboles.  Todos  os  tracos 
sao  identificados  com  o valor 
de  k. 


EXEMPLO  5 o Esboce  a superficie  z = y2  — x2. 

S0LUQA0  Os  tra90s  nos  pianos  verticais  x ~ k sao  parabolas  z = y2  — k2, 
com  concavidade  para  cima.  Os  tra9os  em  y — k sao  parabolas  z — — x2  + k 2,  com 
concavidade  para  baixo.  Os  tra90s  horizontais  sao  y2  ~~  x2  = k,  uma  famflia  de 
hiperboles.  Na  Figura  6 desenhamos  esses  tra90S  e mostramos  como  eles  aparecem 
quando  colocados  nos  pianos  corretos  na  Figura  7. 


Tracos  em  x — k sao  z = — x2  + Ic  Tracos  em  z = k sao  — r ~ k 


Tra9os  emx  — k sao  z—y2~  k2 
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F1GURA  ? 

Tragos  movidos  para  suas 
posicoes  nos  pianos  corretos 


Tragos  em  x = k 


Na  Figura  8 colocamos  juntos  os  tragos  da  Figura  7 para  formar  a superficie 
z ~ y2  ~~  x2,  um  paraboloide  hiper bolico.  Observe  que  o formato  da  superficie  perto  da 
origem  se  assemelha  a uma  sela.  Essa  superficie  sera  alvo  de  estudos  futuros  na  Segao 
14.7,  quando  discutirmos  os  pontos  de  sela. 


:XEMPL0  6 □ Desenhe  a superficie  -1--  4-  y2 

4 


i. 


SOLUQAO  O trago  em  qualquer  piano  horizontal  z = k e a elipse 

x2  2 k2 

P y = ] H Z — K 

4 ^ 4 

mas  os  tra§os  nos  pianos  xz  e yz  sao  as  hiperboies 

,2  ^2 


X 

T 


z _ 

_ _ 


z 

T 


x = 0 


Essa  superficie  e chamada  hiperboloide  de  uma  folha  e esta  esbo?ada  na  Figura  9. 


A ideia  de  usar  os  tragos  para  desenhar  a superficie  e empregada  em  programas  de  com- 
putadores  que  fazem  graft  cos  tridimensionais.  Na  maioria  desses  programas  os  tragos  nos 
pianos  verticais  x — k e y = k sao  apresentados  para  valores  de  k igualmente  espagados, 
e partes  do  grafico  sao  eliminadas  utilizando-se  a tecnica  de  remover  linhas  escondidas.  A 
Tabela  1 mostra  graficos  de  computador  de  seis  quadncas  basicas  na  forma  padrao.  Todas 
as  superficies  sao  simetricas  em  relagao  ao  eixo  z.  Se  uma  quadrica  € simetrica  em  relagao 
a um  eixo  diferente,  sua  equagao  se  modifica  de  modo  apropriado. 
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TABELA  1 Grafico  de  Quadricas 


hiiDSOlde 


‘araholoide  Hiperbolico 
1 . 


>,JL  , t' 

, ' 1 ~~  * 
b-  c~ 


Todos  os  traces  sao  eiipses. 

Se  a — b = c,  o elipsoide  c 
uma  esfera. 


superht 


Z _ A-  V" 

c a2  b2 

Traces  horizontals  sao  eiipses. 
Tra^os  verticals  sao  parabolas. 

A variavel  eievada  a primeira 
potencia  indica  o eixo  do 
paraboloide. 


id e ae  lima  rolha 


£ ^ £1  _ 21 
c a~  b £ 

Tra^os  horizontais  sao 
hiperboles. 

Tra^os  verticais  sao  parabolas. 

O caso  aqui  ilustrado 
corresponde  a c < 0 


Hiperboioide.  de  Duas  Folhaj 


Equacao 


Tra^os  horizontais  sao  eiipses. 

Tra^os  verticais  nos  pianos 
x — k e y — k sao  hiperboles 
se  k + 0,  mas  sao  um  par  de 
retas  quando  k ~ 0. 


a2  b2  c2 

Tra^os  horizontais  sao  eiipses. 
Tra£os  verticais  sao  hiperboles. 
O eixo  de  simetria 
corresponde  a variavel  cujo 
coeficiente  e neaativo. 


x " y“  z~ 

2 i 2 2 ~ ^ 

a b c 

Tra^os  horizontais  em  z — k 
sao  eiipses  se  k > c ou  se 
k < -c. 

Tra^os  verticais  sao  hiperboles. 

Os  dois  sinais  de  subtragao 
indicam  duas  folhas. 


EXcMPIO  7 □ Identifique  e esboce  o desenho  da  superficie  4x2  — y2  + 2 z2  + 4 — 0. 
S0LUQA0  Dividindo  por  —4,  colocamos  na  forma  padrao: 


Comparando  essa  equacao  com  as  da  Tabela  1 vemos  que  ela  representa  um  hiperboioide 
de  duas  folhas,  exceto  que  aqui  o eixo  de  rotafao  do  hiperboioide  e o eixo  y.  Os  trafos 
nos  pianos  xy  e yz  sao  hipdrboles 

, v2  v2  £ 

x~  H — 7"  =1  z = 0 e =1  x = 0 

4 4 2 


I#*- 
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FIGURA  10 

4x2  — y 2 + 2z £ + 4 — 0 


A superfi'cie  nao  tern  trago  no  piano  xz,  mas  os  tragos  nos  pianos  verticals  y — k para 
| k | > 2 sao  as  elipses 


que  podem  ser  escritas  como 


Esses  tragos  sao  usados  para  fazer  o esbogo  na  Figura  10. 


x1  + 2zr  - 6x  - y + 10  = 0 


£X£MPL0  8 □ Classifique  a quadrica  x2  + 2 z2  — 6x  — y +•  10  = 0. 

S0LU£A0  Completando  os  quadrados,  reescrevemos  a equag:ao  como 

y — 1 = (X  — 3)2 *  + 2 zl 

Comparando  essa  equagao  com  a Tabela  1,  vemos  que  se  trata  de  um  paraboldide  elip- 
tico.  Aqui,  entretanto,  o eixo  de  rotagao  do  paraboloide  e paralelo  ao  eixo  v,  e foi 
transladado  de  forma  que  o vertice  e o ponto  (3,  1,  0).  Os  tragos  nos  pianos 
v — k (k  > 1)  sao  elipses 


(x  — 3)2  + 2z2  ~ k — l y — k 

O trago  no  piano  xy  e uma  parabola  com  equagao  y — 1 + (x:  — 3)2,  z = 0.  O desenho 
do  paraboldide  esta  esbogado  na  Figura  1 1 . 


Exercicios 


1,  (a)  O que  a equagao  y = x2  represents  como  uma  curva  em  if?2? 

(b)  O que  ela  representa  como  uma  superfi'cie  em  R5  ? 

(c)  O que  a equagao  z — >’2  representa? 

2.  (a)  Esboce  o grffico  de  y — e * como  uma  curva  em  If?2. 

(b)  Esboce  o grafico  de  v — ex  como  uma  superfi'cie  em  If?3. 

(c)  Descreva  e esboce  a superfi'cie  z = ey. 


10,  (a)  Ache  e identifique  os  tragos  da  superficie  quadrica 

~x2  — y2  + z2  — 1 e explique  por  que  o gr&fico  parece  com  o 
grafico  do  hiperboloide  de  duas  folhas  da  Tabela  1. 

(b)  Se  a equagao  na  parte  (a)  for  trocada  para  x1  - y2  - z2  *=*  1 
, o que  acontece  com  o grafico?  Esboce  o novo  grafico. 


3-8  □ Descreva  e esboce  o grafico  da  superficie. 

3.  y~  ~F  4z~  = 4 4.  z ~ 4 x* 

S,  x ~~  y2  = 0 6.  yz  — 4 

1.  z = cosx  8.  x2  — y2  ~ 1 

9.  (a)  Ache  e identifique  os  tragos  da  superficie  quadrica 

x2  + y2  - z2  — 1 e explique  por  que  o grafico  parece  com  o 
grafico  do  hiperboloide  de  uma  folha  da  Tabela  I. 

(b)  Se  trocarmos  a equagao  em  (a)  para  x2  - y2  + z2  = 1, 
como  isso  afeta  o grafico? 

(c)  E se  trocarmos  a equagao  em  (a)  para 
x2  + j2  + 2 y - z2  = 0? 


11-20  □ Determine  o trago  da  superficie  dada  nos  pianos  x ~ k,y  ~ k, 
z ~ k.  Identifique  a superficie  e faga  um  esbogo  dela. 

11.  4x2  + 9y2  + 36z2  = 36 


13.  y2  — x2  + z1 

15.  -x2  + 4>-2  - z2  = 4 

17.  x2  + 4z2  — y — 0 


s y 


12.  4y  = x2  + z2 

14.  z — x2  — >’2 

16.  25y2  + z2  ~ 100  + 4x2 

18.  x2  + 4 y2  + z2  — 4 

20.  16x2  = t2  + 4z2 
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21-28  u Case  a equacao  com  seu  grafico  (identificado  por  I— VIII) 


De  razoes  para  sua  escoiha. 
21.  x2  + 4y2  + 9z2  = 1 
23.  X2  - y2  + z2  **  1 
25.  y = 2a  2 + z2 
27.  a2  + 2z2  = 1 


22.  9a*'  + 4 y"  + — 1 

24.  —a2  + v2  — z2  ~ 1 
26.  v2  — a2  + 2z2 
28.  v — x2  — z2 


29-36  □ Coloque  a equagao  na  forma  padrao,  classifique  a superfi- 
cie  e fa^a  o esbogo. 

23,  z2  = 4a2  + 9yz  + 36 

30.  a2  ==  2}’ 2 + 3z2 

31.  a = 2y 2 + 3z2 

32.  4a  - y2  + 4z2  = 0 

33.  4a2  -f  y2  + 4 zl  — 4y  — 24z  + 36  — 0 


34.  4v2  + z2  - a - 16y  — 4z  + 20  = 0 

35.  a2  - y2  + z2  — 4a  ~ 2y  — 2z  + 4 — 0 

36.  a2  — y"  -f  z2  — 2a  + 2v  + 4z  + 2 ~ 0 

sl  37-40  □ Use  o computador  com  um  programa  que  trace  superficies 
tridimensionais.  Experimente  diversos  pontos  de  vista  e diversos 
tamanhos  de  janeia  de  inspecao  ate  conseguir  uma  boa  visao  da 
superficie. 

37.  z - 3a2  - 5y2  38.  8a2  + 15y2  + 5z2  - 100 

33.  z2  — x'  + 4 y2  40.  z — y2  + av 

41.  Desenhe  a regiao  delimitada  pela  superficie  z ~ yx2  + y*  e 
a2  + y2  = 1 para  1 § z € 2, 

42.  Desenhe  a regiao  delimitada  pelos  paraboloides  z — a2  + y‘  e 

z “=  2 — a2  — y2. 

43.  Detennine  a equacao  da  superficie  obtida  pela  rota?ao  da 
parabola  y = a2  em  torno  do  eixo  v. 

44.  Determine  a equacao  da  superficie  obtida  pela  rotaijao  da  reta 
a ==  3y  em  tomo  do  eixo  x. 

45.  Detennine  a equai^ao  da  superficie  constituida  de  todos  os 
pontos  que  sao  equidistantes  do  ponto  (—1,  0,  0)  e do  piano 
a — 1 . Identifique  essa  superficie. 

46.  Detennine  a equacao  da  superficie  constituida  de  todos  os 
pontos  P para  os  quais  a distancia  de  P ao  eixo  a e o dobro  da 
distancia  de  P ao  piano  yz.  Identifique  a superficie. 

47.  Mostre  que,  se  o ponto  (a,  b,  c ) pertence  ao  paraboloide 
hiperbolico  z — y2  — a2,  entao  as  retas  com  equacao 
parametrica  x = a + t,y^b  + t,  z~c  + 2 (b  — a)t  e 
x ~ a + t,  y — b — t,  z = c - 2 (b  + a)t  estao  contidas 
inteira.mente  no  paraboloide.  (Isso  rnostra  que  o paraboloide 
hiperbdlico  e o que  e chamado  superficie  regrada;  ele  pode 
ser  gerado  pelo  movimento  de  uma  reta.  De  fato,  esse 
exercicio  mostra  que  passando  emr  cada  ponto  do 
paraboloide  hiperbolico  existem  duas  retas  geradoras. 

As  unicas  outras  quadricas  que  tern  superficie  regrada  sao 
cilindros,  cones  e hiperboldides  de  uma  folha.) 

48.  Mostre  que  a curva  obtida  pela  interse^ao  das  superficies 
a2  + 2y2  - z2  + 3a  = 1 e 2a2  + 4y2  - 2z2  - 5y  - 0 
pertence  a um  piano. 

j|g  49.  Desenhe  as  superficies  z — x1  + y2  e z = 1 - y2  em  uma 
mesma  tela  usando  uma  janeia  de  tamanho  | a | «£  1.2, 

| y | 1-2,  e observe  a curva  da  in  terser  ao.  Mostre  que  a 

projeeao  dessa  curva  no  piano  av  e uma  elipse. 
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FIGURA  1 

Coordenadas  cilindricas  de  um  ponto 


FiGURA  2 


Coordenadas  Cilindricas  e Esf ericas 


Lembre-se  de  que  em  georaetria  plana  introduzimos  o sistema  de  coordenadas  polares  pa- 
ra dar  uma  descripao  conveniente  de  certas  curvas  e regioes  (ver  a Se^ao  10.3).  Em  tres 
dimensoes  existem  dois  sistemas  de  coordenadas  semelhantes  as  coordenadas  polares  que 
fornecem  uma  descripao  conveniente  de  algumas  superficies  e sdlidos  que  aparecem  gerai- 
mente.  Esses  sistemas  serao  especialmente  uteis  no  Capitulo  15,  quando  calcularemos  vo- 
lumes e integrals  triplas. 

Quadricas 

No  sistema  de  coordenadas  cilindricas,  um  ponto  P no  espapo  tridimensional  e repre- 
sentado  pela  tripla  ordenada  (r,  8,  z),  onde  r e 8 sao  as  coordenadas  polares  da  projecao 
de  P sobre  o piano  xy  e z e a distancia  direta  do  piano  xy  ao  ponto  P (veja  a Figura  1). 

Para  converter  de  coordenadas  cilindricas  para  coordenadas  retangulares,  usamos  as  equacoes 
[Tl  \ x ~ r cos  6 y = r sen  8 z — z 


enquanto  para  converter  de  coordenadas  retangulares  para  coordenadas  cilindricas,  utilizamos 


x 2 + 


tg  0 


Essas  equates  seguem  das  Equasoes  10.3.1  e 10.3.2. 


EXEMPLO  1 o 

(a)  Plote  o ponto  com  coordenadas  cilindricas  (2,  2ir/3,  1)  e determine  suas  coorde- 
nadas retangulares. 

(b)  Determine  as  coordenadas  cilindricas  do  ponto  com  coordenadas  retangulares 
(3,  -3,  —7). 

S0LUQA0 

(a)  O ponto  com  coordenadas  cilindricas  (2,  2tt/3,  1)  esta  plotado  na  Figura  2.  Da 
Equa^ao  1 , suas  coordenadas  retangulares  sao 


2—1 


Assim  o ponto  em  coordenadas  retangulares  e (—  I,  v"3>  l). 


(b)  Da  Equatjao  2,  temos 

r = y/T2  + (— 3)2  - 3V2 


tg  0 


-1 


assim 


+ 2/1-77 


Portanto  temos  um  conjunto  de  coordenadas  cilindricas  dado  por  Itt/4,  —l). 
Outro  conjunto  e (3>/2,  -tt/4,  —7).  Como  em  coordenadas  polares,  existem  infinitas 
escolhas  possiveis. 
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FIGURA  3 
r = c,  um  cilindro 


FIGURA  4 
Z — 4 um  cone 


Coordenadas  esfericas  de  um  ponto 


Coordenadas  cilindricas  sao  uteis  em  problemas  que  envolvem  simetria  em  torno  de  um 
eixo,  e o eixo  z e escolhido  para  coincidir  com  o eixo  de  simetria.  Per  exemplo,  o eixo  do 
cilindro  circular  com  equate  em  coordenadas  cartesianas  x2  -F  y 2 — c2  e o eixo  z.  Em  coor- 
denadas cilindricas  ele  tem  uma  equacao  muito  simples  dada  por  r — c.  (Veja  a Figura  3.) 
Esta  e a razao  para  o nome  coordenadas  “cilindricas”. 

EXEMPLO  2 □ Descreva  a superficie  cuja  equacao  em  coordenadas  cilindricas  e z — r. 

SOLUQAO  A equacao  diz  que  o valor  z,  ou  superior,  de  cada  ponto  na  superficie  e igual  a 
r,  a distancia  do  ponto  ao  eixo  z.  Como  0 nao  aparece,  ele  pode  variar.  Entao  qualquer 
tra^o  horizontal  no  piano  z = k (k  > 0)  e um  clrculo  de  raio  k.  Esses  tra§os  sugerem  que 
a superficie  e um  cone.  Isso  pode  ser  confirmado  convertendo-se  a equayao  em 
coordenadas  retangulares.  Da  primeira  equacao  em  (2),  temos 

2 2 2 t 2 

z ^ r “ x + y~ 

Reconhecemos  a equagao  z2  — x2  + y2  (comparando  com  a Tabela  1 da  Sei^ao  12.6) 
como  um  cone  cujo  eixo  e o z (veja  a Figura  4).  C 

EXEMP10  3 o Determine  a equacao  em  coordenadas  cilindricas  para  o elipsoide 

4x2  -F  4y2  + z2  ~ 1. 

SOLUQAO  Como  r2  — x2  + y\  da  Equacao  2,  temos 

z2  — 1 — 4(x2  + y2)  = 1 — 4r2 

Assim,  uma  equacao  do  elipsoide  em  coordenadas  cilindricas  ez2  = 1 ~ 4r2.  C 

2 Coordenadas  Esfericas 

As  coordenadas  esfericas  (p,  6,  <b)  de  um  ponto  P no  espa^o  sao  indicadas  na  Figura  5, 
onde  p = | OP  | e a distancia  da  origem  a P,  6 6 o mesmo  angulo  que  em  coordenadas 
cilindricas,  e 4>  6 o angulo  entre  o eixo  positivo  z e o segmento  de  reta  OP.  Note  que 

P S2  0 0 ^ ^ 17 

O sistema  de  coordenadas  esfericas  6 especialmente  dtil  em  problemas  onde  a simetria  6 
em  rela^ao  a um  ponto.  Por  exemplo,  uma  esfera  coin  centra  na  origem  e raio  c tem  a 
equacao  simples  p — c (veja  a Figura  6);  esta  e a razao  para  o nome  coordenadas  “esferi- 
cas”. O grafico  da  equacao  6 ~ c 6 um  semipiano  vertical. 
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(veja  a Figura  7),  e a equa^ao  <p  = c representa  um  semicone  com  eixo  z como  seu 
eixo  (veja  a Figura  8). 

A relaqao  entre  as  coordenadas  retangulares  e as  coordenadas  esfericas  pode  ser  vista 
da  Figura  9.  Dos  triangulos  OPQ  e OPP\  temos 

2 — p cos  (p  r — p sen  <f> 

Mas  x — r cos  8 e y = r sen  8;  assim,  para  converter  de  coordenadas  esfericas  para  retan- 
gulares  utilizamos  as  equa?6es 


l 'll 


x = p sen  (j>  cos  8 


o sen  <b  sen  8 


Tambem,  a formula  da  distaneia  mostra  que 


i 4 ! 


Usamos  essas  equa9oes  para  converter  de  coordenadas  retangulares  para  esfericas. 


EXEMPLO  4 □ O ponto  (2,  tt/4,  rr/ 3)  e dado  em  coordenadas  esfericas.  Plote  o ponto  e 
determine  suas  coordenadas  retangulares. 


SOLU^AO  Plotamos  o ponto  na  Figura  10.  Das  Equapoes  3,  temos 


7 T 7 r f a/3 

x = p setup  cos  8 = 2 sen  — cos  — = 2 


, „ . 7r  7r 

y = p setup  sen  0=2  sen™  sen—  — 2 
S 4 


(A 

\ 2 


1 

x/2 

1 

a/2 


z = p cos  <p  = 2 cos 


IT 


2(|)  = 1 


Assim,  o ponto  (2,  tt/4,  tt/3)  tern  coordenadas  retangulares  dadas  por  (a/3/2,  a/3/2,  1 ).  D 

EXEPPL0  5 □ O ponto  (0,  2 a/3,  —2)  e dado  em  coordenadas  retangulares.  Determine  as 
coordenadas  esfericas  desse  ponto. 

SOIU? AO  Da  Equaijao  4,  temos 

p = yj x1  + y2  + z2  ~ ^0  + 12  + 4 = 4 


e as  Equacoes  3 fomecem 


cos  <p 


cos  8 


-2 

4 


0 


— (ft 
2 


8 


2tt 

~F 

7r 


p setup  2 

(Note  que  0 7^  3tt/2  porque  y ==  2 a/3  > 0.)  Assim,  as  coordenadas  esfericas  do  ponto 
dado  sao  (4,  tt/2,  2tt/3). 


.*S«r  •••>•" 
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lEXEfiPIO  6 o Determine  uraa  equagao  era  coordenadas  esfericas  para  o hiperboloide  de 
duas  folhas  com  equagao  x2  ~~  y2  — z2  = 1. 

SOLUQAO  Substituindo  as  expressoes  da  Equagao  3 na  equagao  dada,  temos 
pzssn2(j>cos-d  — p*  sen2<£  sen2#  — p2co$2<p  — 1 
p2[sen2$  (cos2#  - sen2#)  - cos2<£]  — 1 

ou  p2(sen2(j)  cos  26  - cos 2<£)  — i 

EXEMPLO  1 □ Determine  a equagao  era  coordenadas  retangulares  da  superficie  cuja 
equagao  esferica  ep  = sen  9 sen  <£. 

SOLUQAQ  Das  Equagoes  4 e 3,  temos 

x2  + j2  + z2  = p2  = p sen  6 sen  <f>  — y 

ou  X2  + (>’  - !)2  + z2  - I 

que  e a equagao  de  uma  esfera  com  centro  (0,  f,  0)  e raio 


EXEMPIO  8 □ Utilize  o computador  para  desenhar  um  retrato  do  solido  que  permanece 
quando  um  buraco  de  raio  3 e retirado  do  centro  de  uma  esfera  de  raio  4. 


□ A maioria  dos  programas  para  gerar 
graficos  tridimensionais  pode  desenhar 
superficies  que  sao  dadas  em 
coordenadas  ciitndricas  ou  esfericas. 
Como  o Exempto  8 demonstra,  isso  e 
um  modo  muito  conveniente  para 
desenhar  solidos. 


SOLUQAO  Para  deixar  as  equagoes  simples,  vamos  escolher  o sistema  de  coordenadas  de 
forma  que  o centro  da  esfera  esteja  na  origem  e o eixo  do  cilindro  formado  pelo  furo  seja 
o eixo  z.  Podemos  usar  tanto  as  coordenadas  cilmdricas  quanto  as  esfericas  para 
descrever  o solido,  mas  a descrigao  flea  muito  mais  simples  se  usarmos  as  coordenadas 
cilmdricas.  Assim  a equagao  do  cilindro  e r = 3 e a equagao  da  esfera  e 
x2  + y~  + = 16,  ou  r2  + z2  — 16.  Os  pontos  do  solido  sao  os  que  estao  fora  do  furo 

e dentro  da  esfera,  e portanto  satisfazem  as  inequagoes 

3 ^ r V I 6 - z2 

Para  garantir  que  o computador  desenhe  somente  as  partes  apropriadas  dessa  superficie, 
determinamos  sua  intersegao  resolvendo  as  equagoes  r = 3 e r = v" '16  — z2: 


FIGURA  11 


\/"l6  — z2  = 3 16  — z2  — 9 z2  — 7 z~  ±\/7 

O solido  esta  entre  z — — y/l  e z — *Jl , e entao  pedimos  ao  computador  o grafico  da 
superficie  com  as  seguintes  equagoes  e janela  de  inspecao: 

r = 3 0 «£  0 ^ 2~  -yfl  sZzsZy/7 

r = v'T6~~~z2  0 as  # «£  2tt  -Jj  ss  z «£  sfi 

O retrato  resultante,  mostrado  na  Figura  11,  e exatamente  o que  queriamos. 
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Exercicios 


1.  O que  sao  as  coordenadas  cilindricas?  Para  que  tipo  de 
superficies  elas  fornecem  uma  descricao  conveniente? 

2.  O que  sao  as  coordenadas  esfericas?  Para  que  tipo  de 
superficies  elas  fornecem  uma  descricao  conveniente? 

3-8  n Plote  o ponto  cujas  coordenadas  cilindricas  sao  dadas. 
Depois,  determine  as  coordenadas  retangulares  do  ponto. 

3.  (2,  it/4,  1)  4,  (1,3tt/2,2) 

5.  (3,  0,-6)  6-  (1,  it,  e) 

7.  (4,  -tt/3,  5)  8.  (5,  77-/6, 6) 


3—12  □ Converta  de  coordenadas  retangulares  para  coordenadas 
cilindricas. 


mm.  (i,  -~i,4)  io.  (3,3,  -2) 

11.  ( — 1,  — y3,  2)  12.  (3,4,5) 


13-18  □ Plote  o ponto  cujas  coordenadas  esfericas  sao  dadas. 


Depois,  determine  as  coordenadas  retangulares  do  ponto. 


13.  (1,0,0) 

15.  (1.  73/6,  tt/6) 
17.  (2,  tt/2,  V4) 


14.  (3,  0,  tt) 

16.  (5,  7T,  ir/2) 
18.  (2,  7r/4, tt/2) 


19-22  □ Converta  de  coordenadas  retangulares  para  coordenadas 


esfericas. 

19.  (l,V3,2V3) 

21.  (0,  -1,-1) 


20.  (0,  73,  l) 

22.  (-1,1,76) 


23-26  o Converta  de  coordenadas  cilindricas  para  coordenadas 
esfericas. 


23.  (l,  ir/6,73) 
25.  (73,  tt/2,  -l) 


24.  (76,  tt/ 4,  72) 
26.  (4,  tt/8,  3) 


27-30  □ Converta  de  coordenadas  esfericas  para  coordenadas 
cilindricas. 

27.  (2,0,0)  28.  (272,  3rr/2,  tt/2) 

29.  (8,  tt/ 6,  tt/2)  30.  (4,  rr/4,  tt/2) 

31-35  u Descreva  em  palavras  a superficie  cuja  equacao  e dada  a 

32.  p = 3 
34.  4>  = tt/2 
36.  e = tt! 3 


seguir. 

31.  r = 3 

33.  <£  = 0 


37-41  o Identifique  a superficie  cuja  equacao  e dada. 


37.  z = r2 
39.  p cos  <b  ~ 2 
lilt  r — 2 cos  0 
43,  r2  + z2  = 25 


38.  r = 4sen0 
40.  p sen  4>  — 2 
42.  p = 2 cos  cf> 
44.  r2  - 2z2  = 4 


45.  p2(sen2<£  cos~B  + cos2</>)  = 4 46.  p2(sen"d>  - 4cos2<£)  = l 
47.  r2  — r 48.  p2  — 6p  + 8 — 0 


48-51  □ Escreva  a equacao  (a)  em  coordenadas  cilindricas  e (b) 


em  coordenadas  esfericas. 
49.  z — x"  + v2 
51.  a'  — 3 

53.  x2  - y 2 - 2z2  = 4 

1IS5.  a2  + v2  = 2y 


50.  x 7 + y 2 + z — 2 
52.  a2  + y2  + z2  + 2z  - 0 
54.  y2  + z2  — 1 
56.  z — a2  — y* 


57-32  C Esboce  o desenho  do  solido  descrito  pelas  desigualdades. 

57.  rl  ^ z 2 - r2 

58.  0 «£  6 tt/2,  r < z 2 

59.  p sS  2,  0 ^ ^ tt/2,  0 =5  0 tt/2 

60.  2 =sp  3,  tt/2  ^ cf)  ^tt 

61.  — tt/2  ^ tt/2,  0 ^ <}>  ^ tt/6,  0^p^sec4» 

62.  0 « <f>  ^ tt/2,  p « 2 


63.  Uma  concha  cilindrica  tern  20  cm  de  comprimento,  com  raio 
intemo  de  6 cm,  e raio  extemo  de  7 cm.  Escreva  as  inequa^oes 
que  descrevem  a concha  em  um  sistema  de  coordenadas 
apropriado.  Explique  como  voce  posicionou  o sistema  de 
coordenadas  com  respeito  a concha. 

64.  (a)  Ache  as  inequa^oes  que  descrevem  uma  bola  oca  com 
diametro  de  30  cm  e espessura  de  0,5  cm.  Explique  como  voce 
posicionou  o sistema  de  coordenadas  que  escolheu. 

(b)  Suponha  que  a bola  seja  cortada  pela  metade.  Escreva  as 
inequagoes  que  descrevem  uma  das  metades. 

65.  Um  solido  6 constituido  do  conjunto  de  pontos  que  esta  acima 
do  cone  z = 7a2  + y2  e abaixo  da  esfera  a2  + y2  4-  z2  = z. 
Descreva  0 solido  utilizando  inequa^oes  envolvendo 
coordenadas  esfericas. 

§ft  66.  Utilize  um  dispositivo  grafico  para  desenhar  o solido  envolvido 
pelos  paraboloides  z — a2  + y2  e z = 5 — a2  — y2. 

II  67.  Utilize  um  dispositivo  grafico  para  desenhar  um  silo 

constituido  de  um  cilindro  com  raio  3 e altura  10  sobreposto 
por  um  hemisferio. 

68.  A latitude  e a longitude  de  um  ponto  P no  hemisfdrio  norte  estao 
relacionadas  as  coordenadas  esfericas  p,  6 , <f>  como  se  segue. 
Tomamos  a origem  como  o centro  da  Terra  e a orienta§ao 
positiva  do  eixo  z passa  pelo  polo  norte.  A orienta£ao  positiva  do 
eixo  x passa  pelo  ponto  onde  o primeiro  meridiano  (o  meridiano 
de  Greenwich,  na  Inglaterra)  intercepta  o equador.  Assim  a 
latitude  de  P e a — 90°  - #ea  longitude  6 /3  = 360°  — 0°. 
Determine  a distancia  no  grande  cfrculo  entre  Los  Angeles  (lal. 
34,06°  N,  long.  1 18,25°  W)  e Montreal  (lat.  45>50°  N,  long. 
73,60°  W).  Tome  o raio  da  Terra  como  sendo  3.960  mi.  (Um 
grande  cireulo  e a circunferencia  obtida  pela  interse^ao  da  esfera 
que  representa  o globo  terrestre  com  um  piano  que  passa  pelo 
centro  da  Terra.) 


mk 
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.Prof e to  de  Laboratorio  ii  Familias  de  Superficies 


Neste  projeto  descobriremos  as  formas  que  membros  de  familias  de  superficies  podem  tomar. 
Veremos  o que  acontece  com  as  formas  quando  modificamos  gradativamente  algumas  constantes. 

1.  Utilize  um  computador  para  analisar  a famflia  de  superficies 

z — ( ax~  + by2)e~x  ~yl 

Como  se  altera  a forma  do  grafico  variando  os  valores  das  constantes  atbl 

2.  Use  um  computador  para  analisar  a famflia  de  superficies  z = x2  + y2  + cxy.  Determine  para 
que  valor  da  constante  c a superffcie  se  modifica  de  um  tipo  de  quadrica  para  outre. 

3.  Membros  da  famflia  de  superficies  dadas  em  coordenadas  esfericas  pela  equaqao 


p — 1 + 0,2  sen  md  sen  n<fi 

foram  sugeridos  como  modelo  para  tumores  e sao  chamados  esferas  cotfi  protube rancias  ou 
esferas  enrugadas . Utilize  um  computador  para  estudar  essa famflia  de  superficies  tomando  m 
e n como  inteiros  positivos.  Qual  o papel  dos  valores  de  meuna  forma  da  superffcie? 


Revisao 

aSBZaaaB2Ssas^^  VER1FICACAO  DE  CONCEiTOS 


1.  Qual  a diferen9a  entre  um  vetor  e um  escalar? 

2.  Como  adicionamos  dois  vetores  geometricamente?  Como  os 
adicionamos  algebricamente? 

3.  Se  a e um  vetor  eceum  escalar,  qual  a relagao  entre  ca  e a 
geometricamente?  Como  determinar  ca  algebricamente? 

4.  Como  determinar  um  vetor  de  um  ponto  a outro? 

5.  Como  determinar  o produto  escalar  a • b de  dois  vetores  se 
voce  conhece  seus  comprimentos  e o angulo  entre  eles? 

E se  voce  conhece  seus  componentes? 

6.  Para  que  o produto  escalar  e util? 

?.  Escreva  as  expressoes  para  a projecao  escalar  e vetor  projegao 
de  b sobre  a.  Ilustie  com  um  diagrama. 

8.  Como  determinar  o produto  vetorial  a X b de  dois  vetores  se 
voce  conhece  suas  normas  e o angulo  entre  eles?  E se  voce 
conhece  seus  componentes? 

8.  Para  que  o produto  vetorial  e util? 

10,  (a)  Como  calcular  a area  do  paralelogramo  definido  pelos 
vetores  a e b? 

(b)  Como  calcular  o volume  do  paralelepipedo  definido  peios 
vetores  a,  b e c? 


11.  Como  determinar  um  vetor  perpendicular  a um  piano? 

12.  Como  determinar  o angulo  entre  dois  pianos  que  se  cruzam? 

1 3.  Escreva  as  equa§des  vetorial,  param6trica  e simetrica  para  uma  reta. 

14.  Escreva  as  equa9oes  normal  e geral  do  piano. 

15.  (a)  Como  voc6  sabe  se  dois  vetores  sao  paralelos? 

(b)  Como  voce  sabe  se  dois  vetores  sao  perpendicuiares? 

(c)  Como  voce  sabe  se  dois  pianos  sao  paralelos? 

16.  (a)  Descreva  um  metodo  para  determinar  se  tres  pontos  P,  Qc 

R estao  alinhados. 

(b)  Descreva  um  metodo  para  determinar  se  quatro  pontos  P, 

Q,  R e S sao  coplanares. 

17.  (a)  Como  voce  determina  a distancia  de  um  ponto  a uma  reta? 

(b)  Como  voce  determina  a distancia  de  um  ponto  a um  piano? 

(c)  Como  voce  determina  a distancia  entre  retas? 

18.  O que  e o tra90  de  uma  superffcie?  Como  determina-lo? 

19.  Escreva  as  equa9oes  na  forma  padrao  dos  seis  tipos  de  quadricas. 

20.  (a)  Escreva  as  equacoes  para  converter  coordenadas  cilfndricas 

para  retangulares.  Em  que  situa9ao  e recomendavel  utilizar 
coordenadas  cilfndricas? 

(b)  Escreva  as  equa9oes  para  converter  coordenadas  esfdricas 
em  retangulares.  Em  que  situa9ao  e recomendavel  utilizar 
coordenadas  esfericas? 
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CAICUIO  Editors  Thomson 


Determine  se  as  afirma?oes  sao  falsas  ou  verdadeiras.  Se  verdadeira,  explique 
a razao.  Se  falsa,  explique  por  que  ou  fomega  um  contra-exemplo, 

1.  Para  quaisquer  vetores  u e v em  Vj,  u • v = v • u. 

2.  Para  quaisquer  vetores  uev  em  V3,  u X v — v X u. 

3.  Para  quaisquer  vetores  uev  em  V3,  | u X v | ~ | v X u |. 

4.  Para  quaisquer  vetores  u e v em  e qualquer  escaiar  k, 

k( u ■ v)  = (kn)  • v. 

5.  Para  quaisquer  vetores  u e v em  P3  e qualquer  escaiar  k, 
k(u  x v)  — (kn)  x v. 

6.  Para  quaisquer  vetores  u.vewem  V3, 

(u  + v)  X w = u X w + v X w. 


Para  quaisquer  vetores  u,  v e w em  Vj, 
u • (v  X w)  = (u  X v)  • w. 

8.  Para  quaisquer  vetores  u,  v e w em 
u X (v  X w)  = (u  X v)  X w. 

9.  Para  quaisquer  vetores  ae  vein  V3,  (u  X v)  • u — 0. 

10.  Para  quaisquer  vetores  u e v em  V3,  (u  + v)  X v — u X v. 

11.  O produto  vetorial  de  dois  vetores  unitarios  e um  vetor  unitario. 

12.  A equa£ao  linear  Ax  + By  + Cz  + D — 0 representa  uma  reta 
no  espa90. 

13.  O conjunto de  pontos  { (x,  >•,  2)  | x2  + v2  — 1 } e uma circunferencia. 

14.  Se  u = <«i,  u2)  e v ==  (tq,  v2),  entao  u * v ==  (u^v s,  u2vi). 


TESTES  FALSO-VERDADEIRO 

7. 


1.  (a)  Determine  a equacao  da  esfera  de  centro  ( 1 , 
(b)  Determine  o centro  e o raio  da  esfera 


EXERCICIOS 
I,  2)  e raio  3.  5. 


Determine  os  valores  de  x tais  que  o vetor  {3,  2,  x)  e 
(2.x:,  4,  x)  sejam  ortogonais. 


x2  + y2  + z2  + 4x  + 6y  - 10 z + 2 = 0 

2.  Copie  os  vetores  da  ftgura  e utilize-os  para  desenhar  os 
seguintes  vetores. 

(a)  a -F  b (b)  a - b 

(c)  ~U  (d)  2a  + b 


3.  Se  u e v sao  vetores  mostrados  na  figura,  determine  u • v e 
| u X v j.  O sentido  do  vetor  u X v e entrando  ou  saindo  do 
papel? 


Zk 


4.  Calcule  a quantidade  dada  se 

a = i + j — 2k  b = 3i 

(a)  2a  + 3b 
(c)  a * b 
(e)  | b x c | 

(g)  C X c 
(i)  compab 


~ 2j  + k c 

(b)  |b| 

(d)  a X b 
(f)  a • (b  x c) 
(h)  a X (b  X c) 
(j)  Pf°ja  b 


(k)  O angulo  entre  aeb  (com  precisao  atd  os  graus) 


6.  Determine  dois  vetores  unitarios  que  sejam  ortogonais  a 
j + 2k  e i “ 2j  + 3k. 

7.  Suponha  que  u * (v  X w)  — 2.  Determine 

(a)  (u  X v)  • w (b)  u • (w  x v) 

(c)  v • (u  X w)  (d)  (u  x v)  * v 

8.  Mostre  que,  se  a,  b e c estao  em  V3,  entao 

(a  x b)  • [(b  x c)  x (c  X a)]  = [a  • (b  x c)]2 

9.  Determine  o angulo  agudo  entre  duas  diagonais  de  um  cubo. 

10.  Dados  os  pontos  A(1 , 0,  1),  5(2,  3, 0),  C(—  1,  1,  4)  e £>((),  3,  2), 
determine  o volume  do  paraleleptpedo  com  lados  adjacentes 
AB,  AC  e AD. 

11.  (a)  Determine  um  vetor  perpendicular  ao  piano  que  passa 

pelos  pontos  A(l,  0,  0),  5(2,  0,  —1)  e C(l,  4,  3). 

(b)  Determine  a area  do  triangulo  ABC. 

12.  Uma  forqa  constante  F = 3i  + 5j  + 10k  move  um  objeto  ao 
longo  de  um  segmento  de  reta  de  (1, 0,  2)  a (5,  3,  8).  Determine 
o trabalho  realizado  se  a distancia  e medida  em  metros  e a forqa 
em  newtons. 

13.  Um  barco  6 puxado  para  a praia  usando  duas  cordas,  como 
mostrado  no  diagrama.  Se  e necessaria  uma  for?a  de  255  N, 
determine  a grandeza  da  for^a  exercida  em  cada  corda. 
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14.  Determine  a modulo  do  torque  no  ponto  P se  uma  fonja  de  oO 
N e aplicada  como  mostrado. 

50  N ^ 

i [ 
i | 

40  cm 

/»izzznzz=n 

15-17  □ Determine  as  equates  parametricas  da  reta. 

15.  Passa  pelo  ponto  (4,  — 1,  2)  e (1,  1,  5)  ' 

16.  Passa  pelos  pontos  (1,  0,  — 1)  e e paralela  a reta 

|(jc  — 4)  — \y  — z + 2 

17.  Passa  por  (—2,  2, 4)  e e perpendicular  ao  piano 
2x  — y + 5z  — 12 

18-28  □ Determine  a equa^o  do  piano  que  satisfaz  as  condiyoes. 

18.  Passa  por  (2,  1,  0)  e e paralelo  a x + 4 y — 3z  = 1 

19.  Passa  por  (3,  — 1,  1),  (4,  0,  2),  e (6,  3,  l) 

20.  Passa  por  (1 , 2,  —2)  e content  a reta  x = 2/,  y — 3 — t, 

z=  1 + 3/ 

21.  Determine  o ponto  no  qual  a reta  com  equates  parametricas 
x = 2 — t,  y — 1 + 3t,  z = 4t,  intercepta  o piano 

2 x — y + z — 2. 

22.  Determine  a distancia  da  origem  ate  a reta  x — 1 4- 
v = 2 — t,  z — — 1 + 2t. 

23.  Determine  se  as  retas  dadas  pelas  equates  simetricas 

x - 1 v - 2 z - 3 
2 ~ 3 “ 4 

x + 1 — 3 __  z + 5 

C 6 ” ” ~=T  " 2 

sao  paralelas,  simetricas  ou  concorrentes. 


24.  (a)  Mostre  que  os  pianos  x + >>  - z = 1 e 2x  - 3v  + 4z  = 5 

nao  sao  nem  paralelos  nem  perpendiculares. 

(b)  Determine,  com  precisao  ate  graus,  o angulo  entre  os 
pianos. 

25.  Determine  a distancia  entre  os  pianos  3x  + y — 4z  = 2 e 
3x  + y - 4z  = 24. 

26-34  o Identifique  e esboce  o grafico  de  cada  superficie. 


26. 

x ~ 3 

31. 

-4x2  + y2  ■ 

- 4z2  « 

27. 

x — z 

32. 

ti 

+ x2 

28, 

7 

V — z 

33. 

4x2  + 4j2  - 

- 8 y + z 

29. 

x2  — y~  + 4z2 

34. 

li 

- 2 v - 

30.  4x  — >’  + 2z  ~ 4 

35.  Urn  elipsoide  e gerado  pela  rota^ao  da  elipse  4x2  + y 2 — 16 
em  torno  do  eixo  x.  Determine  uma  equayao  do  elipsoide. 

36.  Uma  superficie  6 constituida  de  todos  os  pontos  P tais  que  a 
distancia  de  P ao  piano  y ==  1 e o dobro  da  distancia  de  P ao 
ponto  (0,  —1,0).  Determine  a equa^ao  dessa  superficie  e 
identifique-a. 

37.  As  coordenadas  cilindricas  de  um  ponto  sao  (2V3,  rr/3,  2). 
Determine  suas  coordenadas  retangulares  e esfericas. 

38.  As  coordenadas  retangulares  de  um  ponto  sao  (2,  2,  — 1). 
Determine  suas  coordenadas  cilindricas  e esfericas. 

39.  As  coordenadas  esfericas  de  um  ponto  sao  (8,  7r/4,  tt/6). 
Determine  suas  coordenadas  retangulares  e cilindricas. 

48-43  □ Identifique  a superficie  cujas  equates  sao  dadas. 

40.  <f)  — tt/4  41.  6 — -tt/ 4 

42.  r = cos  6 43.  p — 3 sec 

44-46  □ Escreva  a equa?ao  dada  em  coordenadas  cilindricas  e em 
coordenadas  esfericas. 

44.  x2  + y2  — 4 

45.  x2  4-  y2  + z2  — 4 

46.  x2  + y2  + z2  — 2x 

47.  Escreva  a equa^ao  da  superficie  obtida  pela  rotacao  da 
parabola  z — 4 y2,  x — 0,  em  tomo  do  eixo  z em  coordenadas 
cilindricas. 

48.  Fa$a  o esbo$o  do  solido  constituido  por  todos  os  pontos  com 
coordenadas  esfericas  (p,  6,  <fi)  tal  que  0^0^  7r/2, 

0 *£  <f>  tt/6  e 0 p 2 cos  <£. 
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1.  Cada  lado  de  uma  caixa  cubica  mede  1 m.  A caixa  content  nove  bolas  de  mesmo  raio  r.  O 
centro  de  uma  das  bolas  estS  no  centro  da  caixa,  e essa  bola  encosta  em  todas  as  outras  oito 
bolas.  Cada  uma  das  oito  bolas  toca  3 lados  da  caixa.  As  bolas  estao  finnemente  dispostas  na 
caixa.  (Veja  a figura.)  Determine  o raio  r.  (Se  voce  liver  problemas  com  este  exercieio,  leia 
sobre  a estrategia  de  resolver  problemas  em  uso  analogo  na  pagina  80  do  Volume  I.) 

2.  Seja  B uma  caixa  sdlida  de  comprimento  L,  largura  W e altura  H.  Seja  S o conjunto  de  todos  os 
pontos  que  estao  a uma  distancia  de  no  maximo  1 de  algum  ponto  de  B.  Expresse  o volume  de 
S em  fun^ao  de  L,  W e H. 

3.  Seja  L a reta  obtida  pela  interse9ao  dos  pianos  cx  + y + z^ccx  — cy  + cz  = — 1,  onde  c e 
um  numero  real. 

(a)  Determine  as  equa^oes  simetricas  da  reta  L. 

(b)  Quando  o numero  c varia,  a reta  L descreve  uma  superficie  S.  Determine  a equa9ao  da  curva 
resultante  da  interse9ao  de  S com  o piano  horizontal  z — t (traco  de  S no  piano  z ~ t). 

(c)  Determine  o volume  do  solido  limitado  por  S e pelos  pianos  z — 0 e z = 1 . 

4.  Um  aviao  e capaz  de  viajar  a 180  km/h  em  cond^oes  normais.  O piloto  decola  para  o norte 
guiado  pela  bussola  do  aviao.  Depois  de  30  minutos  de  voo,  o piloto  constata  que,  em 
decorrencia  do  vento,  viajou  80  km  a 5°  para  o leste. 

(a)  Qua!  a velocidade  do  vento? 

(b)  Em  que  dire9ao  o piloto  deveria  ter  encabe9ado  o aviao  para  alcan9ar  o destino  pretendido? 

5.  Suponha  que  um  bloco  de  massa  m seja  colocado  em  um  piano  inclinado,  como  mostrado  na 
figura.  A descida  do  piano  inclinado  pelo  bloco  e reduzida  pela  for9a  de  atrito;  se  6 nao  for  muito 
grande,  o atrito  impedira  o deslocamento  para  baixo  do  bloco.  As  fon^as  que  agem  sobre  o bloco 
sao  seu  peso  W,  onde  | W | ~ mg  (g  6 a acelera9&o  da  gravidade);  a for9a  normal  N, 

(a  componente  normal  da  for9a  reaciondria  no  piano  do  bloco)  onde  j N J =n;ea  for9a  F devida 
ao  atrito,  que  age  paralelamente  ao  piano  inclinado,  no  sentido  contrario  ao  movimento.  Se  o 
bloco  estiver  parado  e 9 for  aumentado,  | F | aumentara  ate  atingir  seu  valor  maximo,  alem  do 
qua!  o bloco  come9ara  a deslizar.  Nesse  angulo  ft,  pode  ser  observado  que  | F | 6 proporcional  a 
n.  Entao,  quando  j F | e maximo,  podemos  dizer  que  |F|  — i±sn,  onde  \x._  6 chamado  coeficiente 
de  atrito  estatico  e depende  dos  materials  que  estao  em  contato. 

(a)  Observe  que  N + F + W — 0 e deduza  que  fis  — tg  (ft). 

(b)  Suponha  que,  para  9 > ft,  uma  for9a  externa  H seja  aplicada  ao  bloco,  horizontalmente  da 
esquerda  para  a direita,  e seja  j H | = h.  Se  h for  pequeno,  o bloco  podera  ainda  deslizar;  se 
h for  suficientemente  grande,  o bloco  subtra  o piano  inclinado.  Seja  hmi„  o menor  valor  de  h 
que  permita  ao  bloco  permanecer  parado  (logo,  | F j e maximo). 

Escolhendo  os  eixos  coordenados  de  modo  que  F esteja  na  direcao  do  eixo  x,  determine 
para  cada  for9a  atuante  seus  componentes  paralelo  e perpendicular  ao  piano  inclinado  e 
mostre  que 

h<*m  stn$  + mg  cos  $ — n 

hmm  cos  9 + jjL.n  — mg  sen  Q 

(c)  Mostre  que  hm(n  — mg  tg(0  - ft) 

Isso  parece  razoavel?  Parece  razoavel  para  8 — ft?  E quando  $ —>  90° ? Explique. 

(d)  Seja  /tmfa  o maior  valor  de  h que  permita  ao  bloco  permanecer  parado.  (Nesse  caso,  qua!  o 
sentido  de  F?)  Mostre  que 


/w*  = mg  tg (0  + ft) 
Essa  equacao  parece  razodvel?  Explique. 


I 


l y '■?. 

\ Funfoes  Vetoriais 


O calculo  de  funfdes  a valores 
vetoriais  e usado  na  Se^ao  13.4 
para  provar  as  leis  de  Kepler.  Essas 
leis  descrevem  o movimento  dos 
planetas  em  torno  do  Sol 
e tambem  se  aplicam  a 
orbita  de  um  satelite 
em  torno  da  Terra,  como  o 
Telescopio  Espacial  Hubble. 
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As  fungoes  que  usamos  ate  aqui  eram  fungoes  reals  a vaiores  reals.  Estudaremos 
agora  as  fungoes  cujos  vaiores  sao  vetores,  pots  tais  fungoes  serao  uteis  para 
descrever  superficies  e curvas  espaciais.  Usaremos  tambem  fungoes  vetoriais 
para  descrever  o movimento  de  objetos  no  espago.  Em  particular,  eias  serao 
uteis  para  derivar  as  leis  de  Kepler  sobre  o movimento  pianetario. 


ft) 

Fungoes  Vetoriais  e Curvas  Espaciais 

Em  geral,  uma  fungao  e uma  regra  que  associa  a cada  elemento  de  seu  dominio  um  ele- 
mento  de  sua  imagem.  Uma  fungao  vetorial,  ou  fungao  de  valor  vetorial,  e uma  fungao 
cujo  dominio  e um  conjunto  de  numeros  reais  e cuja  imagem  e um  conjunto  de  vetores. 
Em  particular,  estamos  interessados  nas  fungoes  r cujos  vaiores  sao  vetores  tridimensio- 
nais.  Isso  significa  que  para  todo  numero  t no  dominio  de  r existe  um  unico  vetor  de  V) 
denotado  por  r (t).  Se  /(/),  g(t)  e hit)  sao  os  componentes  do  vetor  r it),  entao  f,geh  sao 
fungoes  de  valor  real  chamadas  fungoes  eomponentes  de  r e escrevemos 

r(*)  = (f(t),g(t),  hit))  =/(/)  i + g(t)  j + h{t)  k 

Como  na  maioria  das  aplicagoes  a variavel  independente  e o tempo,  utilizaremos  a letra  t 
para  indica-la. 


EXEMPLO  1 c Se 

r(r)  = (t\  ln(3  - t ),  yft) 
entao  as  fungoes  componentes  sao 

fit)  = f3  gf)  = ln(3  - t)  h(t ) = yft 

Pela  convengao  usual,  o dominio  de  r e constituido  por  todos  os  vaiores  de  t para  os 
quais  a expressao  r(r)  esta  definida.  As  expressoes  f3,  ln(3  — t)  e y/t  estao  todas  defmidas 
para  3 — t > 0 e t 3*  0.  Portanto  o dominio  dereo  intervalo  [0,  3). 


D Se  lim,^  r(r)  L,  e$sa  definigao 
equivale  a dizer  que  o comprimento,  a 
diregao  e o sentido  do  vetor  r(z)  se 
aproximam  do  comprimento,  da 
diregao  e do  sentido  do  vetor  L. 


O limite  de  uma  fungao  vetorial  r e definido  tomando-se  os  limites  de  suas  fungoes 
componentes  como  se  segue. 

j [jj  Se  r (f)  — { fit ),  git),  hit)),  entao 

lim  r (t)  — /lim  fit ),  lim  git),  lim  hit)] 

t—*a  \f— i *a  t—*ti  i~~>a  j 

i 

j desde  que  os  limites  das  fungoes  componentes  existam. 


Da  mesma  forma,  podenamos  escrever  a definigao  usando  os  e-<5  (ver  o Exercicio  43). 
Os  limites  da  fungao  vetorial  obedecem  as  mesmas  regras  dos  limites  da  fungao  real  (ver 
o Exercicio  41). 


sen  t 

EIEMPLO  2 □ Determine  lim  rit)  onde  r it)  = (1  + f3)i  + + — k. 

* t 

S0LUQA0  De  acordo  com  a Definigao  1,  o limite  de  r e o vetor  cujos  componentes  sao  os 
limites  das  fungoes  componentes  de  r : 


lim  r(i)  = lim(l  + t3)  j I 4-  rlim  te  1 \ j + 

t—>0  O— >0  j tr-s-O  j 


sen  t 
lim 

t — >o  t 


k 


= i + k (pela  Jiqimcao  3.4.2) 


feviSfcJ 


..  jfa. 
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x / r (f)  = (/(f),  g(t\  h(t )) 
FIGURA  1 


C e tra9ada  pelo  movimento  da 
ponta  do  vetor  de  posi^ao  r(f). 


lima  fun^ao  vetorial  r e contmua  em  a se 

lira  r(t)  — r (a) 

Em  vista  da  Definigao  1 , vemos  que  r e continua  em  a se  e somente  se  suas  funeoes  com- 
ponentes  f,g  e h sao  contfnuas  em  a. 

As  curvas  espaciais  e as  fun^des  vetoriais  contmuas  estao  intimamente  relacionadas. 
Suponha  que  f,g  eh  sejam  funeoes  reals  contmuas  em  um  intervalo  /.  Entao  o conjunto 
C de  todos  os  pontos  (x,  v,  z ) no  espaco  para  os  quais 

GO  x = /(f)  >'  = $(*)  z — h(t) 

e t varia  no  intervalo  / e chamado  curva  espaeial.  As  equates  em  (2)  sao  denominadas 
equates  parametricas  de  Cere  conhecido  como  parametro.  Podemos  pensar  em  C 
como  tendo  sido  tragado  pelo  movimento  de  uma  particula  cuja  posigao  no  instante  t e 
(/(?),  g(t ),  h(t)).  Se  consideramos  a fungao  vetorial  r(t)  — (/(/),  g(t),  hit)),  entao  r(/)  e um 
vetor  de  posi9ao  do  ponto  P(f(t),  git ),  hit))  sobre  C.  Assim,  qualquer  fun^ao  vetorial  r 
define  uma  eurva  espaeial  C que  e tra^ada  pela  ponta  do  vetor  em  movimento  r(/),  como 
mostrado  na  Figura  1. 

EXEMPLO  3 □ Descreva  a curva  definida  pela  funcao  vetorial 

r(r)  = ( 1 4-  /,  2 -F  5/,  — 1 + 6t) 

S0LUQA0  As  equa^oes  parametricas  correspondentes  sao 

x — 1 + t y = 2 4-  5/  z = —1  ■+■  6t 

que  sao  reconhecidas  da  Equa^ao  12.5.2  como  as  equates  parametricas  de  uma  reta 
passando  pelo  ponto  (1,  2,  —1)  e paralela  ao  vetor  ( 1,  5,  6).  Outro  modo  de  ver  e 
observar  que  a funfao  pode  ser  escrita  como  r = i*o  + tv,  onde  ro  = ( 1,  2,  — 1 ) 
ev  = (1,5,6)  e esta  e a equa9ao  vetorial  da  reta  dada  pela  Equa^ao  12.5. 1.  S 

Curvas  planas  podem  ser  representadas  utilizando-se  nota9ao  vetorial.  Por  exemplo,  a 
curva  dada  pelas  equa9oes  parametricas  x — t2  ~ 2t  e y = t + 1 (ver  o Exemplo  1 na 
Se9ao  10.1)  pode  ser  descrita  pela  equa9ao  vetorial 

r(f)  ~ (t2  — 2t,  t + 1)  = ( t 1 — 2t)i  + (t  + l)j 
onde  i = (1,  0)  e j = (0, 1). 

EXEMPLO  4 □ Esboce  a curva  cuja  equa9ao  vetorial  e dada  por 

rig)  = cos  t i + sen  t j + t k 
S0LUQA0  As  equa9oes  parametricas  para  essa  curva  sao 

x = cos  t y — sen  t z = t 

Como  x2  + v2  = cos H + sen2?  = 1,  a curva  precisa  pertencer  ao  cilindro  circular 
x2  + y 2 = 1.0  ponto  (x,  y,  z)  esta  diretamente  acima  do  ponto  (x,  y,  0),  que  se  move 
no  sentido  anti-hordrio  em  tomo  da  circunferencia  x2  + y2  = 1 no  piano  xy  (veja  o 
Exemplo  2 da  Se9ao  10.1).  Como  z — t,  a curva  faz  uma  espiral  para  cima  ao  redor  de 
um  cilindro  quando  t aumenta.  A curva,  mostrada  na  Figura  2,  e chamada  helice. 
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FtGURA  2 


FIGURA  3 


C A Figura  4 mostra  o segmento 
de  reta  PQ  do  Exemplo  5. 


<3(2,  ~1,3) 


X 


FIGURA  4 


=i 


A forma  de  saca-rolha  da  helice  circular  do  Exemplo  4 e a mesma  das  moias  espirais. 
Elas  tambem  aparecem  no  modelo  do  DNA  (acido  desoxirribonucleico,  material  genetico 
de  celulas  vivas).  Em  1953  James  Watson  e Francis  Crick  mostraram  que  a estrutura  da 
molecula  de  DNA  e de  duas  helices  circulares  paralelas  interligadas,  como  na  Figura  3. 

Nos  Exemplos  3 e 4 demos  as  equagoes  vetoriais  das  curvas  e pedimos  uma  descricao 
geometrica  ou  esbogo  delas.  Nos  dois  exemplos  a seguir  daremos  uma  descrigao  geo- 
metrica  da  curva  e pediremos  para  determinar  suas  equagoes  parametricas. 

EXEW1PL0  5 ~ Determine  a equagao  vetorial  e as  equagoes  parametricas  para  o segmento 
de  reta  ligando  o ponto  P(  1,  3,  —2)  ao  ponto  <2(2,  — 1,  3). 

SOLUQAO  Na  Segao  12.5  encontramos  uma  equagao  vetorial  para  o segmento  de  reta  que 
une  a extremidade  do  vetor  r0  a extremidade  do  vetor  r |. 

r (t)  = (1  - t)r0  + tri  0 ? K 1 

(Veja  a equagao  12.5.4.)  Aqui  tomamos  r0  = <1,3,  ~2>  e rj  — <2,  — 1,3>  para  obter 
uma  equacao  para  o segmento  de  reta  de  P a Q: 

r(t)  = (1  — /)  <1,  3,  -2)  +f<2,-l,3) 
ou 

r(r)  - < 1 + t,  3 " At,  ~2  + 5t)  0 ^ ^ 1 

As  equacoes  parametricas  correspondentes  sao: 

x=*l+t  y = 3— 4f  z ~ ~2+5/  o < t < 1 r, 

EIEMPIO  6 □ Determine  a equagao  vetorial  que  representa  a curva  obtida  pela  inter- 
secao  do  cilindro  x2  4 ■ y2  ~ 1 com  o piano  y + z = 2. 

SOLUQAO  A Figura  5 mostra  como  o piano  intercepta  o cilindro,  e a Figura  6 mostra  que 
a curva  de  intersegao  C e uma  elipse. 
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A projeqao  de  C sobre  o piano  xy  e a circunferencia  x2  + v2  — 1,  z = 0.  Assim  sabe- 
-iiios  do  Exemplo  2 da  Se^ao  10.1  que  podemos  escrever 

x — cos  t y - sen  t Q t szlrr 
Da  equaqao  do  piano,  temos 

z ==  2 — y = 2 - sen  / 

Escrevendo  as  equaqoes  parametricas  para  C,  obtemos 

x — cos  l y — sen  t z — 2 - sen  t 0 *5  t 2tt 
A equa^ao  vetorial  correspondente  e 

r(/)  = cos  / i + sen  t j + (2  - sen  /)  k 0 27t 

Essa  equaqao  e chamada  parametrizagao  da  curva  C.  As  setas  na  Figura  6 indicam  o 
sentido  em  que  a curva  C e percorrida  quando  o valor  do  parametro  / cresce. 


ILJI  Utilizando  Computadores  para  Tra^ar  Curvas  Espaciais 

As  curvas  espaciais  sao  inerentemente  mais  diffceis  de  serem  desenhadas  que  as  curvas 
planas.  Para  uma  representaqao  mais  acurada  precisamos  utilizar  alguma  tecnologia.  Por 
exemplo,  a Figura  7 mostra  o grafico  gerado  por  computador  da  curva  com  equates 
parametricas 

x = (4  + sen  20/)  cos  t y — (4  + sen  20 1)  sen  t z — cos  20/ 

Essa  curva  e denominada  toroide  espiral,  porque  sua  envoltoria  e um  toro.  Outra  curva 
interessante,  o no  trevo,  com  equates 

x = (2  + cos  1,5/)  cos  / y = (2  + cos  1,5/)  sen  / z ~ sen  1,5/ 
esta  ilustrada  na  Figura  8.  Seria  muito  diffcil  tra^ar  qualquer  dessas  curvas  a mao. 


Toroide  espiral 


Mesmo  com  o auxflio  de  computador  no  desenho  de  curvas  espaciais,  a ilusao  optica 
torna  diffcil  entender  a forma  real  da  curva.  (Isso  e verdadeiro  em  especial  na  Figura  8. 
Veja  o Exercfcio  42.)  0 proximo  exemplo  mostra  como  tratar  esse  problema. 


EXEMPLO  7 □ Utilize  um  computador  para  trapar  a curva  com  equacao  vetorial 
r(/)  = (t,  /2,  /3 ).  Essa  curva  6 chamada  cubica  retorcida. 

S0LUQA0  Comeparemos  plotando,  com  o auxflio  do  computador,  a curva  com  equacoes 
parametricas  x = /,  y = /2,  z — t 3 para  —2  =£  / «£  2.  O resultado  e apresentado  na  Figura 
9(a),  mas  enxerga-la  atraves  desse  unico  grafico  e muito  diffcil,  em  virtude  da  natureza  da 
curv'a.  A maioria  dos  programas  de  computador  para  desenhar  em  tres  dimensoes  permite, 
em  vez  de  utilizar  os  eixos  coordenados,  colocar  uma  cai.xa  envolvendo  a curva  ou  superffcie. 
Quando  olhamos  a mesma  curva  na  caixa  na  Figura  9(b),  conseguimos  visualizar  melhor  sua 
forma.  Podemos  ver  que  a curva  se  eleva  do  canto  inferior  da  caixa  para  o canto  superior 
mais  proximo  de  nds,  torcendo-se  a rnedida  que  sobe. 
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0 i 2 
FIGURA  9 V 

Vistas  da  cubica  retorcida  (d) 


□ Aiguns  sistemas  aSgebricos 
computacionais  nos  proporcionam  uma 
figura  bem  mais  visuaiiz^vel  de  uma 
curva  espacia!  envolvendo-a  em  um 
tubo.  Esse  recurso  nos  capacita  ver  se 
uma  parte  de  uma  curva  passa  pela 
frente  ou  por  tras  de  outra  parte  dessa 
curva.  Por  exempio,  a Figura  13  mostra 
a curva  da  Figura  1 2(b)  como  foi 
interpretada  peio  comando 
tubepiot  no  Maple. 


Temos  uma  melhor  ideia  sobre  a curva  quando  a observamos  de  diversos  angulos.  A 
parte  (c)  apresenta  o resultado  da  rota^ao  da  caixa  para  fomecer  outro  ponto  de  vista.  As 
partes  (d),  (e)  e (f)  mostram  o que  vemos  quando  olhamos  diretamente  atraves  de  uma  face 
da  caixa.  Em  particular,  a parte  (d)  mostra  a vista  de  cima  da  caixa.  A curva  obtida  e a 
projepao  da  curva  no  piano  xy,  a parabola  y = x2.  A parte  (e)  exibe  a projecao  no  piano  xz, 
a curva  cubica  z — x3.  Pica  claro  por  que  essa  curva  e chamada  cubica  retorcida. 


Outra  maneira  de  visualizar  uma  curva  espacial  e desenha-la  em  uma  superficie. 

Por  exempio,  a cubica  retorcida  do  Exempio  7 se  desenvolve  em  uma  superficie 
cilindrica  parabolica  v — x2.  (Elimine  o parametro  das  duas  primeiras  equacoes 
parametricas,  x — t e y = t2.)  A Figura  10  mostra  a superficie  e a cubica  retorcida, 
sobrepostas,  tomando  mais  facil  enxergar  que  a curva  caminha  da  origem  para  cima, 
sobre  a superficie  cilindrica.  Usamos  essa  mesma  tecnica  no  Exempio  4 para  visualizar 
a helice  circular  (veja  a Figura  2). 

Um  terceiro  processo  de  visualiza^ao  para  a cubica  retorcida  e constatar  que  a curva 
tambem  esta  contida  na  superficie  cilindrica  z = x3.  Entao  podemos  ver  a curva  como  a 
interse§ao  das  duas  superficies  ciimdricas  y •—  x2  e z = x3.  (Veja  a Figura  1 E) 

8 
4 

z 0 
-4 
-8 

FIGURA  11  x ' " >' 

Vimos  que  uma  curva  espacial  interessante,  a helice,  aparece  no  modelo  do  DNA. 
Outro  exempio  notavei  de  uma  curva  espacia!  em  Ciencias  e a trajetoria  de  uma  particula 
com  carga positiva  nos  campos  eletrico  e magnetico  EeB  orientados  ortogonalmente. 
Dependendo  da  velocidade  inicial  dada  com  a particula  na  origem,  a trajetoria  da 
particula  ou  e uma  curva  espacial,  cuja  projecao  sobre  o piano  horizontal  e a cicloide 
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estudada  na  Segao  10.1  [Figura  12(a)]  ou  e uma  curva  cuja  projegao  e a tricdide  investi- 
gada  no  Exercicio  38  da  Segao  10.1  (Figura  12  (b)]. 


FIGURA  12  t FIGURA  13 

Movimento  de  parttcula  carregada  em  campos  eletrico  e magnetico  orientados  ortogonalmente 

Para  mais  detalhes  relativos  a fisica  envolvida  e animagoes  das  trajetorias  das  partfculas, 
veja  os  seguintes  enderegos  na  web: 

a lornpado.uah.edu/Links/CrossedFields.htinl 

a www.phy.ntnu.edu.tw/java/emField/emField.html 
□ www.physics.ucla.edu/plasma-exp/Beam/ 


Exercicios 


1-2  □ Determine  o domfnio  das  fungoes  vetoriais. 

1.  r(/)  = { t \ sft  — 1,  v5  ~ t) 

2.  r(f)  = L — ~ j + sen  t j + ln(9  - tl)  k 

t + 2 


7-14  □ Esboce  o gr&fico  da  curva  cuja  equagao  vetorial  6 dada. 
Indique  com  seta  a diregao  na  qual  o parametro  cresce. 

7.  r(/}  = </4  + 1,  t)  8.  r(/)  = </3,  t2) 

9.  r(t)  = (. t , cos  2 1,  sen  It)  10.  r (/)  = ( 1 + t,  3t,  -t) 


.111  r(r)  = (sen  t,  3,  cos  t)  12.  r(/)  — t i + / j + cos  t k 

II  r(/>  = t2i  + t4j  + /6k 

14.  r (t)  = sen  t i + sen  t j + Jl  cos  / k 

§|  15-18  □ Encontre  uma  equagao  vetorial  e equagoes  parametricas 
para  o segmento  de  reta  que  liga  P e Q. 

15.  P(0, 0,  0),  <2(1,  2,  3)  16.  P(l,  0,  1),  Q( 2,3,1) 

17.  P(l,  — 1,  2),  0(4,  1,7)  18.  P(— 2, 4,  0),  0(6, -1,2) 

19-24  □ Case  as  equagdes  parametricas  com  os  graficos  (identilica- 
dos  com  numeros  de  I- VI).  Explique  a razao  de  sua  escolha. 

IR  x — cos  4 1,  y = t,  z = sen  4 1 

26.  x — t,  y = t2,  z — e~l 

l|f  x = t,  y — 1/(1  4-  /2),  z = t1 

22.  x = e~'  cos  10/,  y ~ e~'  sen  10/,  z — e~l 

23.  x = cos  /,  y = sen  /,  z — sen  5/ 

24.  x — cos  t,  y = sen.  /,  z = In  / 
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25.  Mostre  que  a curva  com  equates  parametricas  x — t cos  / , 
y ~ t sen  /,  z — t esta  no  z2  — a:2  + y2,  e use  esse  fato  para 
esbo$ar  a curva. 

26.  Mostre  que  a curva  com  equates  parametricas  x — sen  /, 

y — cos  /,  z — sen2/  e a curva  de  interse^ao  das  superficies 
z — x2  e x2  + y2  — 1.  Use  esse  fato  para  esbo^ar  a curva. 

||  27-30  □ Utilize  computador  para  tra^ar  a curva  da  equa^ao 

vetorial  dada.  Escoiha  o dominio  do  parametro  e ponto  de  vista  de 
forma  a garantir  que  a visualiza^ao  e a verdadeira. 

27.  r(/)  = (sen  /,  cos  t,t2) 

28.  r(/)  = ( / 4 - t2  + hut1) 

29.  r(I)-(»I.v'7^T,V5^1> 

30.  r(/)  = {sen  /,  sen  2/,  sen  3/} 

11 31.  Trace  a curva  com  equates  parametricas 

x — (!  + cos  16/)  cos  t ,y  ~(\  + cos  16/)  sen  t, 
z = 1 + cos  16/.  Explique  sua  aparencia  mostrando  que  a 
curva  se  desenvolve  em  um  cone. 

18  32.  Trace  a curva  com  equacoes  parametricas 

x — yi  — 0,25  cos2 10/  cos  t 
y ^ ^/{  _ 0,25  cos2 10/  sen  / 
z — 0,5  cos  10/ 

Explique  a aparencia  da  curva  mostrando  que  ela  se  desenvolve 
em  uma  esfera. 


33.  Mostre  que  a curva  com  equacoes  parametricas  x — t1, 

v — 1 - 3/,  z — 1 + /5  passa  pelos  pontos  (1. 4,  0)  e (9,  -8,  28) 
e nao  passa  pelo  ponto  (4,  7,  —6). 

34-36  □ Determine  a fun9ao  vetorial  que  representa  a curva  obtida 
pela  mterseqao  de  duas  superficies. 

34.  O cilindro  a2  -f  y t = 4 e a superficie  z = av 
0iS  O cone  z = \fxl  + v2  e o piano  2=1+  y 

36.  O paraboloide  2 = 4.r  + y2  e o cilindro  parabolico  y — x2 

||  37,  Tente  esbo^ar  £ mao  a curva  obtida  pela  interse^ao  do  cilindro 
circular  x2  + y2  — 4 com  o cilindro  parabolico  z = x2. 
Determine  entao  as  equacoes  parametricas  dessa  curva  e utilize 
um  computador  para  desenha-Ia. 

||  38.  Tente  esbo^ar  a mao  a interse^ao  do  cilindro  parabolico  y ~ x2 
com  a metade  superior  do  elipsoide  x2  + 4>’2  + 4z2  = 16. 
Escreva  entao  as  equacoes  parametricas  para  a curva  e utilize  o 
computador  para  tra^a-la. 

39.  Se  dois  objetos  viajam  pelo  espaijo  ao  longo  de  duas  curvas 
diferentes,  e sempre  importante  saber  se  eles  vao  se  colidir. 

(Um  missil  vai  atingir  seu  alvo  move!?  Duas  aeronaves  vao  se 
colidir?)  As  curvas  podem  se  interceptar,  mas  precisamos  saber 
se  os  objetos  estarao  na  mesma  posiqao  no  mesmo  instante. 
Suponha  que  as  trajetorias  das  duas  sejam  dadas  pelas 
seguintes  fun^oes  vetoriais 

r i (/)  = {/\  It  - 12,  /2)  r2(/)  = (4/  - 3,  /%  5/  - 6) 

para  / 3=  0.  As  particulas  colidem? 

40.  Duas  particulas  viajam  ao  longo  das  curvas  espaciais 

r j (/)  = {/,/2,/3>  r2(/)  ~ <1  + 2/,  1 + 6/,  1 + 14/) 

As  particulas  colidem?  Suas  trajetorias  se  interceptam? 

41.  Suponha  que  u e v sejam  fun^oes  vetoriais  que  possuem 
limites  quando  t —*  ae  seja  c uma  constante.  Prove  as 
seguintes  propriedades  de  limites. 

(a)  lim  [u(/)  + v(/)]  = lim  u(r)  + lim  v(/) 

!—*a  t-*a 

(b)  lim  cu(/)  = c Um  u(/) 

t~>G 

(c)  lim  fu(/)  • v(/)j  = lim  u(/)  • lim  v(/) 

i t— *a  t^*a 

(d)  lim  [u(/)  X v(/)]  = lim  u(f)  X lim  v(/) 

/— t—>a 

42.  A visao  do  n6  trevo  apresentada  na  Figura  8 e correta,  mas  nao 
muito  reveladora.  Use  as  equacoes  parametricas 

x ~ (2  + cos  1,5/)  cos  / y — (2  + cos  1,5/)  sen  / 
z — sen  1 ,5/ 

para  esboqar  a curva  a mao  vista  de  cima  deixando  em  branco 
os  pontos  onde  a curva  se  sobrepoe.  Comece  mostrando  que 
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sua  projegao  sobre  o piano  xy  tem  coordenadas  polares 
r ~ 2 + cos  1,5?  e d — t,  de  forma  que  r varia  entre  1 e 3. 
Mostre  entao  que  2 tem  um  valor  maximo  e um  minimo 
quando  a projegao  esta  entre  r — 1 er  = 3. 

Quando  voce  terminar  o esbogo  a mao  livre,  utilize  o computador 
para  tragar  a curva  com  o observador  vendo  de  cima  e compare 


com  seu  desenho.  Trace  a curva  sobre  outros  pontos  de  vista. 
Voce  alcangara  melhor  resultado  se  plotar  um  tubo  de  raio  0,2  eni 
tomo  da  curva.  (Utilize  o comando  tubleplat  no  Maple.) 

43.  Mostre  que  lim,-.,,  r (?)  = b se  e somente  se  para  todo  e > 0 
existe  um  numero  S > 0 tal  que|  r(/)  - b j < e para  todo 
0 < 1 1 — a I < 5. 


Derivadas  e Integrals  de  Funjoes  Vetoriais 

Adiante,  neste  capftulo,  utilizaremos  as  fungoes  vetoriais  para  descrever  o movimento  dos 
pianetas  e outros  objetos  no  espago.  Vamos  nos  preparar  aqui  para  desenvolver  o calculo 
com  fungoes  vetoriais. 


Derivadas 


A derivada  rr  de  uma  fungao  vetorial  r e definida  do  mesmo  modo  como  foi  feito  para  as 
fungoes  reais: 


l_ 


d fr 
dt 


r'(/) 


lim  ~ 

h->  o 


r(r  + h ) — r (/) 


se  o limite  existir.  O significado  geometrico  dessa  defmigao  esta  representado  na  Figura  1 . 
Se  os  pontos  P e Q tem  vetores  de  posigao  r(r)  e r(t  + h ),  entao  PQ  representa  o vetor 
r(f  + h)  - r(t),  que  pode  ser  visto  como  o vetor  secante.  Se  h > 0,  o muitiplo  escalar 
(l/h)(v{t  + h)  — r(t))  tem  a mesma  diregao  e sentido  que  r(f  + h)  - r(t).  Quando  h 0, 
parece  que  esse  vetor  se  aproxima  de  um  vetor  que  esta  sobre  a reta  tangente.  Por  essa  razao 
dizemos  que  o vetor  r'(r)  e chamado  vetor  tangente  a curva  definida  por  r no  ponto  P, 
desde  que  exista  r'(r)  e r ’{t)  ¥>  0.  A reta  tangente  a C em  P e definida  como  a reta  que  passa 
por  Pee  paralela  ao  vetor  r '(/)•  Teremos  ocasiao  de  considerar  o versor  tangente,  dado  por 


FIGURA  1 


(a)  Vetor  secante 


(b)  Vetor  tangente 
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O teorema  seguinte  fomece  um  metodo  conveniente  para  calcular  a derivada  de  uma 
funpao  vetorial  r por  diferenciapao  de  cada  componente  de  r. 


|_2j  Isorema  Se  r(f)  = (fit),  g(t % h(t ))  = fit)  i + <?(f)j  + 6(f)  k,  onde  f,geh  sao 
fun90es  diferenciaveis,  entao 


r'(0  = (f(t),gr(t),h'(t))  = /'(0i  + 9'(t)  j + A'(f)k 


Prova 


r’(t)  = lim  — -[r(f  + Af)  - r(f)] 

A/~->G  Af 


lim  — [</(f  + fa),  git  + A t),h(t  + Af))  - </(/),  g(t),  6(f)>] 
Af'-'O  Af 


lim 


lim 

Af  — *0 


f(t  + A f)  — fit ) g(t  + Af)  — g(t)  hjt  + A/)  — h(t) 
Af  ’ At  Af 

fit  + Ar)  ~ fit) 


Af 

(/'(AgXt^h'it)} 


g{t  + Af)  — git)  h{t  + Af)  — h{t) 

, lim  , lim  

Ai->0  Af  A^o  Af 


EXEf^PLO  1 □ 

(a)  Determine  a derivada  de  r(f)  = (1  + f3)!  = te~l j -f  sen  2 f k. 

(b)  Encontre  o versor  tangente  no  ponto  onde  f = 0. 

SOLUQAO 

(a)  De  acordo  com  o Teorema  2,  diferenciando  cada  componente  de  r,  obtemos: 
r'(f)  = 3f2i  + (1  ~ t)e~!  j + 2 cos  2 1 k 


(b)  Como  r(0)  = i e r'(0)  = j + 2k,  o versor  tangente  no  ponto  (1, 0, 0)  e 


T(0)  = 


r’jO) 

r'(0) 


j + 2k  1 

Vl  + 4 V5 


EXEMPLO  2 □ Para  a curva  r (f)  = yft  i + (2  — f) j,  determine  r '(t)  e desenhe  o vetor  de 
posi^ao  r(l)  e o vetor  tangente  r'(l). 

SOLUgAO  Temos 


r'(0 


iJt 


r'(l) 
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F1GURA  2 


□ A helice  e a reta  tangente  do 
Exempjo  3 estao  mostradas  na  Figura  3. 


0 i ^ 


FiGURA  4 

A curva  r(7)  = (1  + t\  fj 
nao  e lisa. 


A curva  e plana,  e a eliminagao  do  parametro  da  equagao  x — yu  y — 2 — t nos  da 
y — 2 ~ x2,x 's*  0.  Na  Figura  2 desenhamos  o vetor  de  posigao  r(l)  — i + j comecando 
na  origem  e o vetor  tangente  r'(l),  comegando  no  ponto  con'espondente  (1,  1). 


\ 

\(U) 

rd)/. 

/ V\ 

/ . \\ 


r ' { 1 } 


EXEMPLO  3 u Determine  as  equagdes  parametricas  para  a reta  tangente  a helice  com 
equagdes  parametricas 


x ~ 2 cos  t y = sen  t z — t 


no  ponto  (0,  1,  ir/2). 

SQLUQAO  A equagao  vetorial  da  helice  e r(/)  — {2  cos  /,  sen  t,  t),  de  modo  que 

r'(/)  = { — 2 sen  t,  cos  t,  1 ) 

O valor  do  parametro  correspondente  ao  ponto  (0,  1,  zr/2 ) € t — rrj 2,  e o vetor  tangente  e 
r'(rr/2)  — (—2,  0,  1 }.  A reta  tangente  passa  por  (0,  1,  tt/2)  e e paralela  ao  vetor 
{ ~2,  0,  1 ) , entao,  pela  Equagao  12.5.2,  suas  equagdes  parametricas  sao 

_ , rr 

x — —2 1 y — 1 z = F / 

2 £3 

Do  mesmo  modo  para  as  fungoes  reais,  a derivada  segunda  da  fungao  vetorial  rea 
derivada  de  r\  ou  seja,  r"  — (r')'.  Por  exemplo,  a derivada  segunda  da  fungao  do  Exemplo 
3 e 


r"(i)  — { —2  cos  t,  —sen  /,  0) 

Uma  curva  dada  por  uma  fungao  vetorial  r(t)  em  um  intervalo  I e denominada  lisa  se 
r'  for  contmua  e r'(/)  ^ 0 (exceto  possivelmente  nos  pontos  terminals  de  /).  Por  exemplo, 
a helice  e lisa  porque  r'(t)  e sempre  diferente  de  0. 

EXEMPLO  € □ Determine  se  a parabola  semictibica  r (t)  = {1  + t3,  t2 ) e lisa. 

SOLUgAO  Como 

r'(r)  = (3t2,  2 1) 

temos  r'(0)  = (0,  0)  — 0,  e entao  a curva  nao  e lisa.  O ponto  que  corresponde  a t — 0 e 
(1,  0),  e podemos  ver  do  grafico  na  Figura  4 que  existe  um  bico  agudo,  chamado 
cuspide,  em  (1,  0).  Qualquer  curva  com  esse  tipo  de  eomportamento  — uma  mudanga 
abrupta  de  diregao  — nao  e lisa.  □ 

Uma  curva,  como  a semicubica,  que  e feita  de  um  numero  finito  de  pedagos  lisos,  e 
chamada  lisa  por  partes. 
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Regras  de  Diferenciaqao 


O proximo  teorema  mostra  que  as  formulas  de  diferencia9ao  para  funqdes  reais  tem  suas 
equivalentes  para  as  fur^des  vetoriais. 


[3]  Teorema  Suponha  que  uev  sejam  furu^des  vetoriais  diferenciaveis,  c € um 
\ escalar  tf  uma  funqao  real.  Entao, 

I d 

l 1.  — [u(/)  + v(/)]  = u'(/)  + v'(f) 
dt 

2 -~[cu(r)]  = cu'(t) 
dt 

3.  ~[/(d«(0]  =f(t)u(t)  + f(t)u’(t) 

dt 

i 4.  — [u (/)  * v(f)]  = i*'(0  * v(/)  + u(r)  • v'(d 
| dt 

d I 

! 5.  — [u(f)  X v(/)]  = u '(f)  X v(/)  + u(/)  X v'C/)  i 

! dt  \ 

j § ~~"[u(/(r))]  **  f'(t)u'{f(t))  (Regra  da  Cadeia)  j 


Esse  teorema  pode  ser  provado  ou  usando~se  diretamente  a Defm^ao  1 ou  empregando- 
se  o Teorema  2 e as  formulas  de  diferencia9ao  correspondentes  para  a fun9ao  real.  As 
provas  das  Formulas  1,  2,  3,  5 e 6 sao  deixadas  como  exercrcio. 

Prova  da  Formula  4 Seja 

u(0  = < fi  (/),  fiit),  fft) ) \(t)  = < it),  gff),  gft) ) 

Entao 

3 

u(/)  * v(f)  =fit)gfi)  + fiifgiif)  + f{t)g ft)  = X fifgit) 

i=  1 

e as  regras  ordinarias  de  diferencia9§o  do  produto  fomecem 

[u(f)  * v(t)]  = X fifgft)  = X ~ IfMgft)] 

dt  dt  i*=\  dt 

= X [fi(t)gi(t)  + fifg'M] 

<-i 

= X f'iifgtit)  + X fit)gl(t) 

i~l  i~i 

= n’it)  * v(r)  + u .(r)  • v'(0  s 

EXEMPLO  5 □ Mostre  que,  se  J r it)  | = c (uma  constante),  entao  !*'{/)  e ortogonal  a r(?) 
para  todo  t. 

SOLUgAG  Como 

tit)  • tit)  = J r (?)  j2  = c2 


M 
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ere  uraa  constanie,  da  Formula  4 do  Teorema  3 vem 


0 ==  ~~  [r(/)  * r(»]  — r'(f)  • r (t)  + r (?)  * r'(t)  = 2r'(/)  * r(r) 
at 

Entao,  r'(r)  * r(?)  — 0,  o que  implica  que  r \t)  € ortogonal  a r (t). 

Geometricamente,  esse  resultado  indica  que,  se  a curva  esta  em  uma  esfera  com  o centre 
na  origem,  entao  o vetor  tangente  r'(t)  e sempre  perpendicular  ao  vetor  pos^ao  r(/). 


Integrals 


A integral  definida  de  uma  funqao  vetorial  continua  r(f)  pode  ser  estabelecida  da  mesma 
forma  que  para  a fun^ao  real,  exceto  que  a integral  resulta  em  uni  vetor.  Mas  podemos 
expressar  a integral  de  r como  a integral  de  suas  fui^des  componentes  f,g&h  como  se 
segue.  (Utilizamos  a nota9ao  do  Gapitulo  5 do  Volume  I.) 


j r(/)  dt  = lim  X r(rf)  At 

lim  I I t/uf)  At ) i + ( X #0?)  A/ 1 j + ( X Mtf)  A/  j k 


Entao 


. 

b r (/)  dt  ~ f 

| V(r)  dt  ^ 

1 _|_  ^ 

git)  dt 

j + ^ 

h(t)  dt 

k 

Isso  mostra  que  podemos  calcular  a integral  da  funqao  vetorial  integrando  cada  compo- 
nente  da  mesma. 

Podemos  estender  o Teorema  Fundamental  do  Calculo  para  as  fun^Ses  vetoriais  con- 
tfnuas  como  se  segue: 


rr(()<*  = R(f)]‘  = R(i>)  -R(a) 

Ja 

onde  R e uma  primitiva  de  r,  ou  seja,  R'(f)  «=  r(t).  Usaremos  a nota^ao  f r(t)  dt  para  as 
integrals  indefinidas  (primitivas), 

EXEMPLI)  8 □ Se  r(t)  = 2 cos  1 1 + sen  t j + 2t  k,  entao 

j r(/)  dt  — ^ J 2 cos  t dt'j  i + ^ j sen  t dt  j j + ^ j 2t  dt^j  k 

~ 2 sen  t i — cos  t j + t2  k + C 
onde  € e um  vetor  constante  de  integra^ao,  e 


jo ' r(r)  dt  — [2  sen  t i - cos  t j + t2  kjj72  - 2i  + j + — k 

4 


m m m 


* te  life 
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fMB.2  Exercicios 


1.  A figura  mostra  uma  curva  C dada  pda  fungao  vetorial  r(?). 

(a)  Desenhe  os  vetores  r(4,5)  - r(4)  e r(4,2)  - r(4). 

(b)  Esboce  os  vetores 

r(4 ,5)  - r(4)  r{4,2)  - r(4) 

0,5  6 0,2 

(c)  Escreva  a expressao  para  r'(4)  e para  seu  veixor  da  tangente  T(4). 

(d)  Desenhe  o vetor  T(4). 


y> 

C\R 

/\ 

r(4,5)/  \ 

1- 

/ J Q 

/ r(4,2.)  | 

/vC ip 

/ ( j. 

0 

1 x 

2.  (a)  Faga  um  esbogo  grande  da  curva  descrita  pela  fungao 

vetorial  r(?)  = (?\  ?),  0 ? ==£  2,  e desenhe  os  vetores 

r(l),  r(l,l)er(l,l)  - r(l). 

(b>  Desenhe  o vetor  r'(l)  comegando  em  (1,  1)  e o compare 
com  o vetor 

r( i, 1 ) - r(l) 

0,1 

Explique  por  que  esses  vetores  estao  tao  proximos  um  do 
outro  tanto  em  modulo  quanto  em  diregao. 

3-8  D 

(a)  Esboce  o grafico  da  curva  plana  com  a equagao  vetorial  dada. 

(b)  Determine  r'(?)- 

(c)  Desenhe  o vetor  de  posigao  r(?)  e o vetor  tangente  r'(?)  para  o 
valor  dado  de  ? . 

3.  r(?)  ~ (cos  ?,  sen  ?),  / = 7i/4 

4.  r(?)  — <1  + t = 1 

HI  r(?)  = (1  + t)  i + r2  j,  ? = 1 

8.  r(0  - V i + e~t  j,  t = 0 

7.  r(?)  — e'l  + e3rj,  t — 0 

8.  r(?)  — 2 sen  1 1 + 3 cos  ? j,  t ~ 7t/3 

9-16  □ Determine  a derivada  da  fungao  vetorial. 

9.  r(?)  = (i2,  1 - ?,  /t)  10.  r(?)  ~ (cos  3 1,  t,  sen  3?) 

11.  r(f)  = i - j + e4!k 


12.  r (t)  = sen'1?  i + /i  - ?2j  + k 

13.  r(t)  = e,2i  - j + ln(l  + 3 1)  k 

14.  r(?)  = at  cos  3/  i + b sen3?  j + c cos3?  k 
iltii  r(?)  — a + ? b + ? 2 c 

16.  r(?)  = ? a X (b  + ? c) 

17-20  □ Determine  o versor  tangente  T(?)  no  ponto  com  valor  de 
parametro  ? dado. 

17.  r(?)  = (6?5, 4?3,  2?),  t * 1 

18.  r(?)  = 4V?  i + ?2j  + rk,  t = 1 

19.  r(?)  = cos  ? i + 3?  j + 2 sen  2?  k,  t — 0 

20.  r(?)  = 2 sen  ? i + 2 cos  ? j + tg  ? k,  ? ~ tt/ 4 

21.  Se  r(?)  — (?,  ?2,  P ),  encontre  r'(?),  T(l),  r”(t)  e r'(?)  X r"(r). 

22.  Se  r(?)  — (e2\  e~2\  te2’),  determine  T(0),  r"(0)  e r'(?)  * r"(?). 

23-26  □ Determine  as  equagoes  parametricas  para  a reta  tangente 
a curva  dada  pelas  equagoes  parametricas,  no  ponto  especificado. 

23.  x — ?5,  y — t4,  z — ?3;  (1,1,1) 

24.  jc  = t2  - 1,  y — t2  + l,  z = t + 1;  (-1,  1,  1) 

25.  x — cos  ?,  y — e ' sen  ?,  z = e (1, 0,  1) 

26.  jc  - In  ?,  y = 2y/i*  z = ?2;  (0,  2,  1) 

27-28  □ Estabelega  as  equagoes  parametricas  para  a reta  tangente 
a curva  dada  pelas  equagoes  parametricas,  no  ponto  especificado. 
Ilustre  tragando  o grafico  da  curva  e da  reta  tangente  em  uma 
mesma  tela. 

27.  x — t,  >!  = V 2 cos  ?,  z = v2  sen  ?;  (tt/4,  1,1) 

28.  x — cos  ?,  y ~ 3e2\  z = 3e~~2! ; (1,  3,  3) 

113.  Determine  se  as  ctirvas  sao  lisas. 

(a)  r(?)  = (?3,  t\  ?5 ) (b)  r(?)  — (?3  + ?,  t4,  ts } 

(c)  r(?)  = (cos3?,  sen'?) 

30.  (a)  Determine  o ponto  de  intersegao  das  retas  tangentes  a 

curva  r(?)  = (sen  trt,  2 sen  irt,  cos  t r?)  nos  pontos  ? = 0 
e ? - 0,5. 

ft  (b)  Ilustre  tragando  o grafico  da  curva  e ambas  as  tangentes. 

31.  As  curvas  Fi(?)  — (?,  ?2,  ?J ) e r2(?)  = (sen?, sen  2?,  ?)  se 
eneontram  na  origem.  Determine  o angulo  de  intersegao 
destas  com  precisao  de  graus. 

32.  Em  que  ponto  as  curvas  rt(?)  — (?,  1 - ?,  3 + ?2 ) e 

r2(s)  = (3  - s,  s - 2,  s 2 ) se  eneontram?  Encontre  o angulo 
entre  elas  no  ponto  de  encontro,  com  precisao  de  graus. 


:te. 


>4 
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33-38  i-i  Calcule  a integral. 

33.  f ( 1 6/ 3 i - 9rj  + 25/4k)  dt 


34.  ['  (--1—, 
Jo  \ l + r 


4 2t  , . , 

+ k dt 

+ t-  1 + r 1 

35.  ' (3  sen  2i  cos  / i + 3 sen  t cos  9 j + 2 sen  t cos  t k)  dt 

Jo 


1 


36.  j’  + te  "1  j + -p-k  j dt 

37.  ( (e'i  + 2t  j + In  t k)  dt 


38.  (cos  irti  + sen  7rt  j + t k)  dt 


39.  Determine  r (t)  se  r'(/)  “ rt  + 4/'j  ~ t2  k e r(0)  - j. 

40.  Determine  r(/)  se  r'(/)  — sen  / i — cos  / j + 2/  k e 
r(0)  = i + j + 2 k. 

41.  Prove  a Formula  1 do  Teorema  3. 

42.  Prove  a Formula  3 do  Teorema  3. 


43.  Prove  a Formula  5 do  Teorema  3. 

44.  Prove  a Formula  6 do  Teorema  3. 

45.  Se  u(/)  = i — 2 /"j  + 3/3k  e v(/)  = ti  + cos  t j + sen  / k 
determine  {d/dt)  [u(/)  * v(/)j. 

46.  Se  u e v sao  fun^oes  vetoriais  no  Exerctcio  45,  encontre 
(d/dt)  [«(/)  X v(/)]. 

47.  Mostre  que  sere  uma  fun£ao  vetorial  tal  que  exista  r\  entao 

~7  [r(/)  x r'(/)J  = r(/)  x r"(/) 


48.  Determine  uma  expressao  para  — [u(/|  * (v(/)  X w(/))j. 


49.  Se  r(/>  ¥■■  0,  mostre  que  — j r(/)  | 
[Dica:  | r(/)  |2  — r(f)  • r(/)] 


|r(*)l 


r(/)  • r'(f). 


50.  Se  uma  curva  tern  a propriedade  de  o vetor  de  pos^ao  r(/) 
estar  sempre  perpendicular  ao  vetor  tangente  r'(/),  mostre  que 
essa  curva  se  desenvolve  em  uma  esfera  com  o centro  na 
origem. 


51.  Se  u(/)  — r(/)  * [r'(/)  X r"(/)j,  mostre  que 


u'(f)  = r(7)  • [r'(/)  X r "'(/)] 


Comprimento  de  Arco  e Curvatura 


Na  Se^ao  10.2  definimos  o comprimento  de  uma  curva  plana  com  equacoes  parametricas 
x = y = g({^  a m t b,  como  o limite  do  comprimento  da  poligonal  inscrita,  e,  para 
o caso  quando  /'  e g'  sao  contmuas,  chegamos  & seguinte  formula: 


FIGURA  1 

O comprimento  de  uma  curva  espacial  6 
o limite  do  comprimento  das  poligonais 
inscritas. 


O comprimento  de  uma  curva  espacial  e definido  exatamente  da  mesma  forma  (veja  a Figura 
1).  Suponha  que  a curva  tenha  equacao  vetorial  r(/)  ~ (fit),  g(t),  h(t)),  a ^ t ^ b,  ou,  o que 
e equivalente,  equacoes  parametricas  x — fit),  y = g(t),  z — hit),  onde  /',  g’  e h’  sao  fun^oes 
contmuas.  Se  a curva  nao  se  intercepts  quando  o parametro  t cresce,  podemos  mostrar  que 


Note  que  os  comprimentos  dos  arcos  de  curva  dados  pelas  Formulas  (1)  e (2)  podem 
ser  escritos  de  forma  mais  compacta: 
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O 


G A Figura  2 mostra  o arco  de  heiice 
cujo  comprtmento  e caicuiado  no 
Exemplo  1 . 


FIGURA  2 


□ Curvas  iisas  por  trechos  foram 
introduzidas  na  Segao  13.2. 


FIGURA  3 


porque,  para  as  curvas  planas  r(f)  — /(/) i + g(t) j, 

| r '(/)  | = | + g'{t)  j | = Vt/'(f)]2  + [g'{t)Y 

enquanto  para  as  curvas  espaciais  r(/)  =f(t)i  + g(/)j  + h(t)k , 

I r'(/)  j = \f’(t)i  + g'(t)  j + /i'(/)k  | = \/[/'WP  + [FWP  + [h'(t)7 

EXEiVIPLO  1 □ Calcule  o comprimento  do  arco  de  curva  da  heiice  circular  de  equagao 
r(/)  — cos  / i + sen  t j + / k do  ponto  (1,  0,  0)  ate  o ponto  (1,  0,  2ir). 

S0LUQA0  Como  r'(/)  — -sen  ti  + cos  / j + k,  temos 

| r'(0  j = v/(-sen  t)1  + cos2/  + X — v;2 

O arco  de  (L  0, 0)  ate  (1,  0,  2tt)  e descrito  pelo  parametro  perconrendo  o intervalo 
0 2 rr;  assim,  da  Formula  3,  temos 

L — )"|  r'(/)  \dt  — \ yjldt  — '1^2-rr 
Jo  Jo 


Uma  unica  curva  C pode  ser  representada  por  mais  de  uma  fungao  vetorial.  Por  exem- 
plo, a cubica  retorcida 


j_4 j r,(/)  = </,  t2,  /3 ) 1 « f ^ 2 

poderia  ser  representada  tambem  pela  fungao 

pi]  fa (m)  = ( eu , e2u,  eiu)  0 m ^ In  2 


onde  a relagao  entre  os  parametros  t e u 6 dada  por  / = eu.  Podemos  ver  que  as  Equagoes 
4 e 5 sao  parainetrizagoes  da  curva  C.  Se  fossemos  usar  a Equagao  3 para  calcular  o com- 
primento de  C,  obterfamos  o mesmo  resultado  obtido  usando-se  as  Equagoes  4 ou  5.  Em 
geral,  pode  ser  mostrado  que,  quando  a Equagao  3 e utilizada  para  calcular  o comprimento 
de  uma  curva  lisa  por  trechos,  o comprimento  do  arco  e independente  da  parametrizagao 
empregada. 

Suponhamos  agora  que  C seja  uma  curva  lisa  por  trechos  dada  pela  fungao  vetorial 
r(7)  =/(/) i + g(t)  j + h{t)  k,  ««£/«£  A onde  pelo  menos  uma  das  /,  g,  h seja  injetora  em 
(a,  b).  Definiremos  a fungao  comprimento  de  arco  por  s 


Entao,  s(t)  e o comprimento  da  parte  de  C entre  r (a)  e r(/>.  (Veja  a Figura  3.)  Se  diferen- 
ciarmos  os  dois  lados  da  Equagao  6 usando  a Parte  1 do  Teorema  Fundamental  do  Calculo, 
obteremos 


ds 

dt 


r '(f) 


E freqiientemente  util  parametrizar  uma  curva  em  relagao  ao  comprimento  do  arco, 
pois  o comprimento  de  arco  aparece  naturalmente  da  forma  da  curva  e nao  depende  do  sis- 
tema  de  coordenadas  utilizado.  Se  uma  curva  r(/)  jd  esta  dada  em  tennos  de  urn  parametro 
t e s(t)  e a fungao  comprimento  de  arco  dada  pela  Equa9ao  6,  podemos  resolver  para  t 
como  uma  fungao  de  r:  t = t(s).  A curva  pode  ser  entao  reparametrizada  em  termos  de  s 


FIGURA  4 

Versor  da  tangente  em  pontos  igualmente 
espa^ados  de  C. 
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substituindo-se  o parametro  t:  r = rOCs)).  Assim,  se  i = 3,  por  exemplo,  r(/(3))  e a 
posi^ao  do  ponto  que  esta  a tres  unidades  de  coraprimento  do  initio  da  curva. 


EXEiViPLG  2 □ Reparametrize  a helice  circular  r(/)  — cos  t i + sen  t j + t k utilizando  a 
medida  de  comprimento  de  arco  de  (1,  0,  0)  na  dire^ao  de  crescimento  de  t . 

S0LUQA0  O ponto  inicial  (1,  0,  0)  corresponde  ao  valor  do  parametro  t — 0.  Do  Exemplo 
1,  temos 

|r'(/)|  *\/2 


e assim 


5 = ^(0  — j r'(w)  | du  = | ^ s/2  du  = Jit 


Portanto,  t — s j >/2,  e a reparametriza9ao  pedida  e obtida  substituindo-se  o valor  de  t : 
r(rl.y))  = cos(a/s2)  i + sen(s//2)  j + (sfjl ) k 


ILJ  Curvatura 


Se  C e uma  curva  lisa  definida  por  uma  fun^ao  vetorial  r,  entao  r'(0  ^ 0.  Lembremo-nos 
de  que  o versor  da  tangente  T(/)  e dado  por 


T(f) 


r'(t) 

| r'(f) 


e indica  a dire^ao  da  curva.  Da  Figura  4,  podemos  ver  que  T (t)  muda  de  dire9ao  muito 
devagar  quando  a curva  C e razoavelmente  reta,  mas  muda  de  dire9ao  mais  rapidamente 
quando  a curva  C se  dobra  ou  retorce  mais  acentuadamente. 

A curvatura  de  C em  um  dado  ponto  e a medida  de  quao  rapidamente  a curva  muda  de 
dire9ao  no  ponto.  Especificamente,  definimos  a curvatura  como  o modulo  da  taxa  de  vari- 
a9§o  do  versor  da  tangente  com  rela9ao  ao  comprimento  do  arco.  (Utilizamos  o compri- 
mento de  arco,  pois  assim  a curvatura  independe  da  parametriza9ao.) 


[f]  Defitiipas  A curvatura  de  uma  curva  e 


onde  Teo  versor  da  tangente. 


A curvatura  € simples  de  calcuiar  se  expressa  em  termos  do  parametro  t em  vez  de  r. 
Assim,  usamos  a Regra  da  Cadeia  (Teorema  13.2.3,  Formula  6)  para  escrever 


d T _ d T ds 
dt  ds  dt 


1 1 

! dT  I _ 

dT/dt 

| ds  | 

dsjdt 

Mas  dsjdt  — | r'(t)  j da  Equa9ao  7,  e entao 
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EXEMPLO  3 o Mostre  que  a curvatura  de  um  circulo  de  raio  a e 1/a. 

SO  LUC  AO  Podemos  toraar  o circulo  corn  centra  na  origem,  e parametrizado  como 

r(/)  = a cos  tl  + a sen  t j 

Assim  r'(t)  — ~~a  sen  t i + a cos  / j e j r'(7)  | = a 


portanto 


T(f) 


r\t) 

I r'(/)  | 


— sen  t i + cos  t j 


e 

Isso  nos  da  | T'(r)  j — 


T'(0  = —cos  t i — sen  t j 
1;  entao,  usando  a Equa^ao  9,  temos 
\T(t)\  1 


k(/) 


r '(/) 


O resultado  do  Exemplo  3 mostra  que  pequenos  cfrculos  tern  urna  grande  curvatura, 
enquanto  grandes  cfrculos  tem  uma  pequena  curvatura,  como  nossa  intuigao  indica. 
Podemos  ver  diretamente  da  defini^ao  que  a curvatura  de  uma  reta  e sempre  0,  pots  o vetor 
tangente  e constante. 

Apesar  de  a Formula  9 ser  utilizada  em  qualquer  caso  para  calcuiar  a curvatura,  em 
geral  e mais  conveniente  aplicar  a formula  dada  pelo  teorema  que  se  segue: 


r~ 


[to]  Teorema  A curvatura  de  uma  curva  dada  pela  fun^ao  vetorial  r e 

r'(t)  X r"(0  j 


k(i) 


\r'(t) 


Prove  Como  T = r'/|  r'  | e | r'  j = ds/dt,  temos 


, , ds  _ 

r IT  = — T 
dt 


e pela  Regra  do  Produto  (Teorema  13.2.3,  Formula  3),  temos 

„ d2s  _ ds 
r — — r T H — — T 
dt 2 dt 

Usando  o fato  de  que  T X T — 0 (veja  o Exemplo  2 da  Se^ao  12.4),  temos 

ds  Y2, 


r'  X r" 


dt 


(T  X T;) 


Agora  j Tit)  j = 1 para  todo  t,  e entao  TeT  sao  ortogonais  pelo  Exemplo  5 da  Sepao 
13.2.  Portanto,  pelo  Teorema  12.4.6, 


|r' x r"1  = u)"|T  x T'i = ("f  )"iTHT' 


• *».  s«  as  it; 


it.. 


fofe  it-.  - 


>! 


\ 


FiGURA  5 

A parabola  y ~ x 2 
fun<jao  curvatura. 
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Entao 
e 

EXEMPLQ  4 :::  Determine  a curvatura  da  cubica  retorcida  r(/)  — {/,  r,  t3 ) em  um  ponto 
generico  e em  (0,  0,  0). 

S0LUQA0  Calculemos  inicialmente  os  ingredientes: 


T'  x r" ! 
(. ds/dt y 


r'  X r'" 


\i 


v 


t'  X r" 


r'(f)  =<1,2 1,  3 f2)  r"(0  = <0,  2,  6?) 


| r'(/)  | = Vl  + 4^  + 9 O 


r '(/)  X r"(f) 


i j k 

1 2 1 3 12 

0 2 6 / 


6?2  i — 6/  j + 2k 


| r '(/)  X r"(f)  | = V36/4  + 36/2  + 4 - 2^9t4  + 9/ 2 4 1 


Entao,  aplicando  o Teorema  10  temos 

_ | r '(f)  X r"(r)  | __  2yl  + 9 12  + 9 C 
Kf  _ |r'(t)  | 3 ~~  (1  +•  4f2  + 9r4)3/2 

Na  origem,  a curvatura  e k(0)  = 2. 


Para  o caso  especial  da  curva  plana  com  a equa^ao  y = /(/,  escolhemos  x como 
parametro  e escrevemos  r(x)  = xi  + f(x)  j.  Entao  r'(x)  = i + f’(x)  j e r"(v)  ~f"(x)  j. 
Como  I X j = kejxj  = 0,  temos  r'(v)  x r"(x)  = f"(x)  k.  Temos  tambem  lr'(x)l  = 
\1  + J f'ix)]1,  e entao,  pelo  Teorema  10: 


LLLi 


k(x) 


|/V) 


[1  + (fix))2 


13/2 


y-x‘  j 


e sua 


SXEMPL0  S U:  Determine  a curvatura  da  parabola  y — x2  nos  pontos  (0,  0),  (1,  1)  e (2,  4). 
S0LUQAQ  Como  y'  — 2x  e / — 2,  a Formula  1 1 nos  da 

|/|  2 
K(X)  = [1  + (/)2]!/2  = (1  4-  4 ,v2)3/2 

A curvatura  em  (0,  0)  e k(0)  = 2.  Em  (1,  1)  6 k(  1)  = 2/53/2  ~ 0,18.  Em  (2,  4)  e 
k( 2)  = 2/1 73/ 2 ~ 0,03.  Observe  das  expressoes  de  k(v)  ou  do  grdfico  de  k na  Figura  5 
que  k(x)  0 quando  x — » ±oc.  Isso  corresponde  a dizer  que  a parabola  tende  a uma 

reta  quando  x —>  ±cc.  5 
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□ Podemos  pensar  no  vetor  normal 
como  indicador  da  diregao  na  qual  a 
curva  esta  se  virando  em  cada  ponto. 


FIGURA  6 


A Figura  7 itustra  o Exempio  6 
mostrando  os  vetores  T.  N e B em 
dois  pontos  da  heSice  circular.  Em 
gerai,  os  vetores  T,  N e B comegando 
nos  varios  pontos  da  curva,  formam 
um  conjunto  de  vetores  ortogonais, 
denominados  triedro  TNB,  que  se 
move  ao  longo  da  curva  quando  t varia. 
Esse  triedro  TNB  tern  um  papel 
importante  em  um  ramo  da 
matematica  chamado  geometria 
diferencial  e em  suas  aplicagoes  em 
movimento  de  naves  espaciais. 


X 


FIGURA  7 


iV  - Vetores  Normal  e Binomial 

Em  um  ponto  dado  de  uma  curva  lisa  r (t)  existem  muitos  vetores  que  sao  ortogonais  ao 
versor  da  tangente  T(r).  Do  mesmo  modo  que  | T(?)  | = 1 para  todo  i , temos 
T(r)  * TV)  — 0 do  Exempio  5 da  Segao  1 3.2,  e entao  TV)  e ortogonal  a T(r).  Observe,  no 
entanto,  que  T'(f)  pode  nao  ser  um  vetor  unitario.  Mas,  se  r'  tarabem  for  lisa,  definiremos 
o vetor  normal  principal  unitario  N(r)  (ou  simplesmente  normal  unitario)  como 


N(f)  = 


m 

I TV)  I 


O vetor  B(/)  = T(r)  X N(r),  denominado  vetor  binormal,  e perpendicular  a T e N e tam- 
bem  e unitario  (veja  a Figura  6). 


EXEMPLO  6 □ Determine  os  vetores  normal  e binormal  da  heiice  circular 

r(r)  — cos  t i + sen  t j + fk 

SOLUQAQ  Vamos,  inicialmente,  computar  os  ingredientes  necessarios  para  o calculo  do 
vetor  unitario  normal: 

r'(r)  = —sen  t i + cos  / j 4-  k | r’(t)  j = J2 


r'(r)  1 . 

T(r)  — ~ ~r~  (—sen  1 1 + cos  t j + k) 

| r (/)  j V'2 

T'W  **  “77  (~cos  t i ~ sen  t j)  | Tit)  j = i 


N (0 


TV) 

TV)  | 


cos  t\  - sen  t j = (-cos  t , —sen  t,  0) 


Isso  mostra  que  o vetor  normal  em  um  ponto  da  heiice  circular  e horizontal  e aponta  em 
diregao  ao  eixo  z.  O vetor  binomial  e 


BW  = T(t)  X N(<)  = ~ 


i 

sen  t 
cos  t 


j 

cos  t 
sen  t 


k 

1 

0 


-jr  (sen  t,  —cos  t,  1 ) 
v'2 


0 piano  determinado  pelos  vetores  normal  e binormal  NeB  em  um  ponto  P sobre  a 
curva  C e chamado  piano  normal  de  C em  P.  Ele  consiste  em  todas  as  retas  que  sao  orto- 
gonais  ao  vetor  tangente  T.  0 piano  estabelecido  por  TeNe  denominado  piano  oscu- 
lador  de  C em  P.  O nome  vein  do  latim  osculum,  que  significa  “beijo”.  E o piano  que  mais 
se  aproxima  de  conter  a parte  da  curva  proxima  ao  ponto  F.  (Para  uma  curva  plana,  o piano 
osculador  e aquele  que  contem  a curva.) 

O circulo  do  piano  osculador  de  C em  P tern  a mesma  tangente  que  C em  F,  e fica  do 
lado  concavo  de  C (em  diregao  ao  qual  N aponta),  seu  raio  p ==  1/  k (o  reciproco  da  cur- 
vatura)  e conhecido  como  circulo  osculador  (ou  circulo  da  cun^atura)  de  C em  F.  Eo 
circulo  que  melhor  descreve  o comportamento  da  curva  C perto  de  F;  e tem  em  comum 
com  a curva  a mesma  tangente,  normal  e curvatura  em  F. 


EXEMPLO  7 u Determine  as  equacdes  do  piano  normal  e do  piano  osculador  da  heiice 
circular  do  Exempio  6 no  ponto  F( 0,  1,  tt/2). 
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□ A Figura  8 mostra  a heiice  e o piano  SOLUQAO  O piano  normal  em  P tern  vetor  normal  — ( — 1,  0,  1 >,  portanto  sua 

osculador  do  Exempio  7.  equacao  e 


FIGURA  8 


l(x  — 0)  + 0(y  — 1)  + l \ z 


0 ou 


x + 


O piano  osculador  em  P eontem  os  vetores  T e N,  e assim  seu  vetor  normal  e 
T X N = B.  Do  Exempio  6,  temos 


B(f)  — -7=-  (sen  t,  —cos  t,  1 ) 

V2 


B 


1 1 

V2’  ’ y/2 


Um  vetor  normal  mats  simples  e {1,0,  1 >,  entao  unia  equacao  do  piano  osculador  e 


1 ( x — 0)  + 0(y  — 1 ) + 1 { z 


0 ou 


~x  + 


7T 


EXEMPIO  8 □ Determine  e desenhe  o circulo  osculador  da  parabola  y = x2  na  origem. 

S0LUQA0  Do  Exempio  5,  a curvatura  da  parabola  na  origem  e k( 0)  — 2.  Dessa  forma,  o 
raio  do  circulo  osculador  e 1/k  — \ e seu  centra  e (O,  |).  Sua  equacao  6 , portanto, 

A-2  + (y  - \ f | 

Para  o grafico  da  Figura  9 usamos  as  equates  parametricas  do  circulo: 

x = \ cos  t v = | + | sen  / & 

Resumimos  aqui  as  formulas  para  o vetor  da  tangente,  os  vetores  normal  e binormal  e 
a curvatura. 


Exercicios 


1-6  o Determine  o comprimento  da  curva  dada. 

1.  r(f)  — (2  sen  t,  5t,  2 cos  /),  — 10«s/s£l0 

2.  r (/}  — (t2,  sent  — tcos  /,  cos  t + t sent),  0 t tt 

MB  r(r)  — + c'j  + e'! k,  1 

4.  r(t)  = r2i  + It  j + In  t k, 

5.  r(t)  = i + rj  + t3k,  / *£  1 

6.  r(t)  =12 ti  + 8 r 3/2 j + 3/2k,  0 t *£  1 


7.  Use  a regra  de  Simpson  com  n = 10  para  estimar  o 
comprimento  do  arco  da  cubica  retorcida  x = t,  y — t2,  z = f 3 
da  origem  ate  o ponto  (2, 4,  8). 

8.  Utilize  o computador  para  tra^ar  o grafico  da  curva  com  equates 
parametricas  a — cos  t,  y — sen  3 1,  z — sen  t.  Detennine  o 
comprimento  total  da  curva  com  precisao  de  quatro  casas  decimals. 

9~11  G Reparametrize  a curva  em  relafao  ao  comprimento  do  arco 
do  ponto  onde  t — 0 na  dire^ao  crescente  de  t. 

9.  r(r)  = It  i + {1  - 3t)  j + (5  + 4r)  k 
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10.  r (/)  ~ £ cos  2t  i + 2 j + e"'  sen  2/  k 

11.  r(f)  — 3 sen/  i + 4/  j + 3 cos  / k 


12.  Reparametrize  a curva 


r(/> 


t ~ + 1 


1 J 3 + 


2/ 

/ ~ + 1 


em  relacao  ao  comprimento  do  arco  medido  do  ponto  (1,0)  na 
direqao  crescente  de  t.  Expresse  a reparametrizaqao  na  forma 
mais  simples.  O que  voce  pode  concluir  sobre  a curva? 


13-18  □ 

(a)  Determine  os  vetores  tangente  e normal  T(/)  e N(/). 

(b)  Utilize  a Formula  9 para  achar  a curvatura. 

Hg§  r(z)  — (2 sen  /,  5 /,  2 cos  t) 

14.  r(/)  = {/2,  sen  t - t cos  /,  cos  / + /sen/),  / > 0 

15.  r(f)  = {f2t,  e\  e~') 

16.  r(t)  = <r\  2 /,  In  t) 

17-13  c Utilize  o Teorema  10  para  achar  a curvatura. 

17.  r(z)  - r i + t k 

18.  r(/)  — fi  + / j + (1  + /2)  k 

19.  r (/)  — 3/  i + 4 sin  / j + 4 cos  / k 

20.  Determine  a curvatura  de  r(/)  = {e!  cost,  e'  sen/,  /}  no  ponto 

(1,  0,  0). 

21.  Estabek^a  a curvatura  de  r(/)  = < /,  t\  C)  no  ponto  (1,1,1). 
||  22.  Trace  o grafico  da  curva  com  equates  parametricas 

x — t y = 4/3/2  z = - / 2 
e calcule  a curvatura  no  ponto  (1,4,—  1). 

23-25  □ Use  a Formula  1 1 para  achar  a curvatura. 

21.  y = x3  22.  y = cos  x 23.  y = 4x5/2 


26-27  □ Em  que  ponto  a curva  tern  curvatura  maxima?  O que 
acontece  com  a curvatura  quando  x — > °°? 

26.  y = In  x 1H  y “ ** 


28.  Determine  a equacao  de  uma  parabola  que  tenha  curvatura  4 
na  origem. 

29.  (a)  A curvatura  da  curva  C mostrada  na  figura  e maior  em  P 

ou  em  Q2  Explique. 


(b)  Estime  a curvatura  em  P e Q desenhando  o drculo 
osculador  nesses  pontos. 

j.|  30-31  □ Utilize  uma  caJculadora  grafica  ou  urn  computador  para 
traqar  na  mesma  tela  a curva  e sua  funqao  curvatura  k(x).  Esse  e 
o grafico  que  voce  esperava? 

30.  y = xe~*  31.  >’  — x4 

32-33  □ Dois  graficos,  a e b sao  mostrados.  Urn  e a curva  y — fix) 
e o outro  e o grafico  da  sua  fun^ao  curvatura  y = k(x).  Identifique 
cada  uma  e justifique  suas  escolhas. 


quantos  pontos  da  curva  tem-se  a impressao  de  que  a 
curvatura  possui  um  maximo  local  ou  absoluto? 


(b)  Use  CAS  para  determinar  e fazer  o grafico  da  funqao 

curvatura.  Esse  grafico  confirma  sua  conclusao  da  parte(a)? 

I CAS  35.  O grafico  de  r(/)  — {/  - I sen  /,  I — | cos  /,  /)  e ilustrado  na 
Figura  12(b)  da  Se^ao  13.1.  Onde  que  voce  acha  que  a curvatura 
e maior?  Use  um  CAS  para  determinar  e fazer  o grafico  da 
funqao  curvatura.  Para  quais  valores  de  t a curvatura  e maior? 

36.  Use  o Teorema  10  para  mostrar  que  a curvatura  da  curva  plana 
parametrizada  x — /(/),  y = g(t),  e 

\xy  ~ yx  j 

K " [i^  + ff* 

onde  os  pontos  indicam  as  derivadas  em  relacao  a /. 

3T-3S  □ Use  a formula  do  Exercicio  36  para  calcular  a curvatura. 

37.  x = e!  cos  /,  y = e‘  sen  / 

38.  x — 1 + /3,  >’  = t + / 2 

39-40  □ Encontre  os  vetores  T,  N e B no  ponto  indicado. 

HI  r(/)  — {/2,  |/3,  /),  (1,1,  l) 

40.  r(t)  — {e\  c'sen  /,  efcos  /),  (1,0,1) 

41-42  □ Determine  as  equaqoes  dos  pianos  normal  e osculador  da 
curva  no  ponto  indicado. 

41.  x — 2 sen  3/,  y — t,  z = 2 cos  3/ ; (0,  tt,  —2) 

x — /,  y — t2,  z = /3;  (l,  1,  1) 

Determine  as  equa^oes  para  o cfrculo  osculador  da  el  ipse 
9x2  -f  4y2  — 36  nos  pontos  (2,  0)  e (0,  3).  Utilize  uma 
calculadora  grafica  ou  computador  para  tra^ar  a elipse  e ambos 
os  circulos  osculadores  na  mesma  tela. 

Estabeleca  as  equaqoes  para  o circulo  osculador  da  parabola 
y — fx2  nos  pontos  (0,  0)  e (l,  |).  Trace  os  dois  circulos 
osculadores  e a parabola  na  mesma  tela. 


42, 

SS  a-s 

'mm 


as  m 
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HH  Em  que  ponto  da  curva  x — r\  v — 3/,  z = F e a normal 
paralela  ao  piano  6a;  + 6y  ~ 8?  — l? 

46,  Existe  um  ponto  da  curva  do  Exercfcio  45  onde  o piano 
osculador  e paralelo  ao  piano  x + y + z — 1?  (Nota:  Voce 
precisara  de  um  CAS  para  diferenciar,  simplificar  e calcular 
um  produto  vetorial.) 

47.  Mostre  que  a curvatura  k esta  relacionada  com  os  vetores 
tangente  e normal  pela  equa^o 


48.  Mostre  que  a curvatura  de  uma  curva  plana  e k — | dtb/ds  j, 
onde  <i>  e o angulo  entre  T e i , isto  e,  <b  e o angulo  de 
inclinagao  da  reta  tangente.  (Isso  mostra  que  a defini^ao  de 
curvatura  e consistente  com  a definigao  dada  para  curvas 
planas  no  Exercfcio  69  da  Se^ao  10.2.) 

49.  (a)  Mostre  que  dB/ds  e perpendicular  a B. 

(b)  Mostre  que  dB/ds  e perpendicular  a T. 

(c)  Deduza  das  partes  (a)  e (b)  que  dB/ds  — — r{s)N  para 
algum  numero  t(s)  chamado  torgao  da  curva.  (A  tonjao 
mede  quanto  a curva  e retorcida.) 

(d)  Mostre  que  para  uma  curva  plana  a torcao  e r(s)  — 0. 

50.  As  formulas  seguintes,  chamadas  formulas  de  Frenet-Serret, 
sao  de  fundamental  importancia  em  geometria  diferencial: 

1.  dT/ds  - kN 

2.  dN/ds  = - kT  + rB 

3.  dB/ds  - - rN 

(A  Formula  1 vem  do  Exercfcio  47,  e a Formula  3,  do 
Exercfcio  49.)  Use  o fato  de  que  N — B X T para  deduzir  a 
Fonnula  2 das  Formulas  1 e 3. 

51.  Utilize  as  formulas  de  Frenet-Serret  para  provar  cada  um  dos 
seguintes  itens.  (Aqui  as  linhas  indicam  as  derivadas  com 
relacao  a t . Comece  como  na  prova  do  Teorema  10.) 


(a) 

(b) 

(c) 

(d) 


r"  — s"T  + k(x')2N 
r'  X r"  — k(s')3B 

r '"  — [5"'  — k~(s' ) ' ]T  + [3k,5  j"  + k'(s')2  ] N + Kris’)7  B 
fr'  X r")  • r'" 

I r'  X r"  1 2 


52.  Mostre  que  a helice  circular  r(0  = (a  cos  /,  a sen  t,  bt)  onde  a 
e b sao  as  constantes  positivas,  tern  curvatura  e torcao 
constantes.  [Use  o resultado  do  Exercfcio  51(d).] 


53.  Utilize  a formula  do  Exercfcio  5 1(d)  para  calcular  a torcao  da 
curva  r(/)  — {(,  j/3). 


54.  Detennine  a curvatura  e a torcao  da  curva  .v  = senh  f, 
y — cosh  t,z~t  no  ponto  (0,  1,  0). 


55.  A molecula  de  DNA  tem  a fonna  de  duas  helices  circulates 
(veja  a Figura  3 na  Se£ao  13.1).  O raio  de  cada  uma  das 
helices  e de  cerca  de  10  angstroms  (1  angstrom  — i0"s  cm). 
Cada  helice,  em  um  giro  completo,  sobe  34  angstroms,  e 
existem  cerca  de  2,9  X 10s  giros  completes  em  uma  molecula. 
Estime  o comprimento  de  cada  helice  circular. 


56.  Consideremos  o problems  de  projetar  uma  linha  ferrea  onde 
precisamos  fazer  com  as  se^oes  de  trilhos  retos  sejam 
ligadas  por  meio  de  uma  curva  suave.  Um  trilho  existente  ao 
longo  da  parte  negativa  do  eixo  jc  precisa  ser  ligado  a um  trilho 
que  corre  ao  longo  da  reta  y = 1 para  x **  1. 

(a)  Determine  um  polinomio  P — P(x)  de  grau  5 tal  que  a 
fun9ao  F definida  por 

{0  se  x *£  0 

P(x)  se  0 < x < 1 
1 se  x 5*  1 

seja  continua  e tenha  derivada  e curvatura  contmuas. 

(b)  Utilize  uma  calculadora  grafica  ou  um  computador  para 
tragar  o grafico  de  F. 


Movimento  no  Espa^o:  Velocidade  e Acelera^ao 


Nesta  segao  mostraremos  como  as  ideias  dos  vetores  tangente  e normal,  assim  como  os  de 
curvatura,  podem  ser  usadas  na  fisica  para  estudar  o movimento  de  objetos,  sua  velocidade 
e sua  acelerat^ao,  quando  estao  se  movendo  ao  longo  de  uma  curva  espacial.  Em  particu- 
lar, seguiremos  os  passos  de  Newton,  usando  seu  metodo  para  derivar  a Primeira  Lei  de 
Kepler  para  o movimento  planetario. 

Suponha  que  uma  particula  se  mova  no  espa90  de  forma  que  seu  vetor  posi?ao  no 
instante  t seja  r(r).  Note  da  Figura  1 que,  para  pequenos  valores  de  h,  o vetor 


pp  r(t  + h)  - r(t) 

J h 

se  aproxima  da  diregao  de  movimento  da  particula  que  se  move  ao  longo  da  curva  r(t).  Seu 
modulo  mede  o tamanho  do  vetor  deslocamento  por  unidade  de  tempo.  O vetor  (1)  fomece 
a velocidade  media  no  intervalo  de  tempo  de  comprimento  h e seu  limite  e o vetor  veloci- 
dade \{t)  no  instante  t : 


[2] 


v(/) 


lim 

*^0 


r(t  4-  h)  - r(0 


h 


At) 


:••••.•  ^H».. 
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FIGURA  2 


D A Figura  3 mostra  a trajetoria  da 
partfcula  do  Exemplo  2 com  vetores 
velocidade  e aceieragao  quando  t = 1. 


Portanto,  o vetor  velocidade  e tambem  o vetor  tangente  e tern  a diregao  da  reta  tangente 
a curva. 

A rapidez  da  partfcula  no  instante  t e o modulo  do  vetor  velocidade,  ou  seja,  I \{t)  |. 
isso  e apropriado,  pois,  de  (2)  e da  Equagao  13.3.7,  temos 

dls 

j v(^)  J = | r'(>)  | = — taxa  de  variagao  da  dist&ncia  com  relagao  ao  tempo 

Como  no  caso  de  movimento  unidimensional,  a aceieragao  da  partfcula  e definida  como 
a derivada  da  velocidade: 

a {t)  - v'(/)  - r "(f) 


EXEMPLO  1 □ O vetor  de  posigao  de  urn  objeto  se  movendo  era  urn  piano  e dado  por 
r(r)  - t~i  + t2 j.  Determine  a velocidade,  a rapidez  e a aceieragao  do  objeto  no  instante 
/ — 1 e ilustre  geometricamente. 

SOLUQAO  A velocidade  e a aceieragao  no  instante  t sao 

v(t)  — r'(r)  = 3/2  i + It  j 
a (?)  = r"(tj  ~ 6t  i + 2j 

e a rapidez  e 

| v(f)  I = VOCFd-  (2 1)2  = y/9F'+  4? 

Quando  t = 1,  temos 

v(l)  = 3i  + 2j  a(l)  = 6i  + 2j  | v(l)  j = \/l3 
Os  vetores  velocidade  e aceieragao  estao  mostrados  na  Figura  2.  t 

EXEMPLO  2 □ Determine  a velocidade,  a aceieragao  e a rapidez  de  uma  partfcula  com 
vetor  de  posigao  r(f)  ~ (?2,  e\  tet). 

SOLUQAO 

v(z)  ~ r'(/)  = + t )<?') 

a = {2,e\  (2  + t)e‘) 

| v(r)  j = a/4/2  + e2!  + (1  + 


FIGURA  3 
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A integrafao  de  vetores  introduzida  na  Secao  13.2  pode  ser  usada  para  achar  o vetor 
posi^ao  quando  os  vetores  de  velocidade  ou  acelera^ao  sao  conhecidos,  como  no  -seguinte 
exemplo. 

EXEW1PL8  3 □ Uma  partfcula  se  move  de  uraa  posicao  inicial  r(0)  = {1,0,  0}  com 
velocidade  inicial  v(0)  = i - j + k.  Sua  aceleragao  e dada  por  a (t)  — 4t  i + 6t  j + k. 
Determine  sua  velocidade  e posicao  no  instante  t. 

S0LUQA0  Como  a (t)  ~ v'(r),  temos 

v(/)  = j a(0  dt  = j (4/  i +-  6t  j + k)  dt 
= 2/2i  + 3r2 j + t k +•  C 

Para  determinar  o valor  do  vetor  constante  C,  usaremos  o fato  de  que  v(0)  = i - j + k. 
A equa^ao  anterior  nos  da  v(0)  = C,  assim  C — i — j + k e 

\(t)  — 2t2 1 + 3r2  j + rk  + i— j + k 
— (2 7"  + l)i  + (3 12  ~~  l)j  + (r  + l)k 


Como  v(r)  = r '(f),  temos 


r(r)  = j v(r)  dt 

= [ [(2r2  + l)i  + (3 12  - l)j  + (t  + 1)  k]  dt 
= (?C  + r)i  + (j t 3 - f)j  + (It2  + r)k  + D 
Tomando  t = 0,  achamos  que  I)  = r(0)  = i,  Entao, 

r(f)  = (fC  + t 4-  l)i  + (C ' — t)  j + ( \t 2 + f)k 


□ A expressao  para  r(r)  que  obtivemos 
no  Exemplo  3 foi  usada  para  tragar  a 
trajetoria  da  particula  na  Figura  4 para 
0 =£  i 3. 


FIGURA  4 


Em  geral,  por  integragao  vetorial  podemos  recuperar  a velocidade  quando  a aceleracao 
for  conhecida  e a posicao  quando  a velocidade  for  conheeida: 


v(t)  = v(t0 ) + ! a(u)  du 

JiQ 


. • .'•Ssfe'A' 


&,  M 41* 
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Se  a forpa  que  age  sobre  a partfcuia  e conhecida,  entao  a acelerapao  pode  ser  determinada 
a partir  da  Segunda  Lei  de  Newton  para  Movimento.  A versao  vetorial  dessa  lei  nos  diz 
que.  se  em  qualquer  instante  de  tempo  /,  uma  forca  F(r)  age  sobre  um  objeto  de  m pro- 
duzindo  uma  acelerapao  a(r),  entao 


□ A velocidade  angular  do  obieto 
movendo  com  posipao  Pe  w = dO/dt, 
onde  $ e o Sngulo  mostrado  na  Figura  5. 


F(f)  ®=  ma(f) 

EXEMPLO  4 □ Um  objeto  de  massa  m que  se  move  em  uma  trajetoria  circular  com 
velocidade  angular  constante  w tem  vetor  de  posicao  dado  por 

r (t)  = a cos  cot  i + a sen  cot  j.  Determine  a forpa  que  age  sobre  o objeto  e mostre  que 
sua  direcao  e sentido  sao  dados  pela  reta  que  passa  pela  origem,  apontando  para  esta. 

SOLUQAO  y(t)  ==  r'(V)  = —awsen  cot  i + aw  cos  cot  j 

a (/)  = v'(/)  = —aw2 cos  coti  — aco2scn  <ot } 

Portanto,  pela  Segunda  Lei  de  Newton,  temos  a forpa 

F(t)  — ma(f)  — — mw2(a  cos  cot  i + a sen  cot  j) 

Note  que  F(/)  = ~mco2r(t).  Isso  mostra  que  a forpa  age  na  direcao  oposta  ao  vetor  radial  r(/) 
e,  portanto,  aponta  para  a origem  (veja  a Figura  5).  Essa  forpa  e chamada  forga  centripetal 


FIGURA  6 


□ Se  voce  eliminar  t na  Equapao  4, 
vera  que  y e uma  funpao  quadratics  de 
x.  Logo  a trajetdria  da  partfcuia  6 uma 
parabola. 


EXEMPLO  5 □ Um  projetil  e disparado  com  angulo  de  elevaqao  a e velocidade  inieial  Vo 
(veja  a Figura  6).  Assumindo  que  a resistencia  do  ar  seja  desprezi've!  e que  a unica  forca 
externa  seja  devida  a gravidade,  determine  a funpao  posipao  r(f)  do  projetil.  Para  qual 
valor  de  a obtemos  maior  alcance  (distancia  horizontal  percorrida)? 

SOLUQAO  Fixamos  os  eixos  coordenados  de  forma  que  a origem  coincida  com  o ponto 
inieial  da  trajetoria  do  projetil.  Como  a forpa  devida  b gravidade  age  para  baixo,  temos 

F = m a = ~mgj 

onde  g — j a j 9,8  m/s2.  Entao 


a = 

Como  v'(t)  = a,  temos 

v(/j  = -gt  j + C 

onde  C = v(0)  ~ v0.  Portanto 

r'(t)  = v(f)  ^ -gt  j + v0 

Integrando  novamente,  obtemos 

r(0  = ~~igt2j  + tv0  + D 

Mas  D = r(0)  = 0,  e entao  o vetor  de  posicao  do  projetil  e dado  por 

GO  r(f)  — ~\gt2}  + /v0 

Se  escrevermos  | v0 1 = vq  (a  velocidade  inieial  do  projetil),  entao 

Vo  — Vo  cos  a i + Vo  sen  a j 

e a Equacao  3 se  toma 

r(/)  = (vocos  a)t  i + [(w0sena)r  - \gt2]  j 
As  equapoes  parametricas  da  trajetoria  sao 

x — (y0cos  a)t  y = (vQ$ma)t  - \gf  j 
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A distancia  horizontal  d e dada  pelo  valor  de  x quando  y = 0.  Impondo  y ~ 0,  obtemos 
t ~ 0 ou  t = (2t’o  sen  a)/g.  O ultimo  valor  de  t fornece 

, , , 2vc,  sen  a vl  (2  sen  a cos  a)  v\  sen2a 

a = a-  — (d0  cos  a) = = 

9 9 9 

Ciaramente,  d tern  valor  maximo  quando  sen  2 a = 1,  ou  seja,  quando,  a = it/ 4. 

EXEMPL0  6 □ Dm  projetil  e lan£ado  com  velocidade,  da  boca  do  canhao,  de  150  m/s  e 
angulo  de  eleva^ao  de  45°  de  um  ponto  10  m acima  do  nivel  do  chao.  Onde  o projetil  vai 
atingir  o chao  e com  que  rapidez? 

S0LUQA0  Se  tomarmos  a origem  no  nivel  do  chao,  entao  a posi^ao  inicial  do  projetil  e 
(0,  10)  e,  portanto,  precisamos  adequar  a Equa^ao  4 adicionando  10  na  expressao  para  y. 
Como  vo  ~ 150  m/ s,  a — 45°,  e g = 9,8  m/s2,  temos 

x = 150  cos(-?r/4)/  = 75^/lt 

y — 10  + 150  sen(7r/4)f  - f(9,8)/2  » 10  + 75/2/  - 4,9/2 

O impacto  ocorrera  quando  y = 0,  isto  e,  quando  4,9/2  - 75/2 1 ~ 10  = 0.  Resolvendo 
essa  equa^ao  quadratica  (e  usando  somente  valores  positivos  para  /),  temos 

75/2  + / 11,250  +~1% 

/ = — 2 — ! 21,74 

9,8 

Entao  x ~ 75^2(21,74)  =»  2306,  assim  o projetil  atinge  o solo  a uma  distancia  em  torno 
de  2.306  m. 

A velocidade  do  projetil  e v(r)  = r'(/j  — 75/2  i + (75/2  — 9,8/)  j 
Portanto,  sua  rapidez  no  impacto  e 

| V(21,74)J  = v/(75  v/2)2  + (75v/2  - 9,8  * 21, 74)2  ~ 151  m/s  O 


Componentes  Tangencial  e Normal  da  Acelera^ao 


Quando  estudamos  o movimento  de  uma  particula,  6 frequentemente  util  decompor  a ace- 
leragao  em  duas  componentes,  uma  na  dire^ao  da  tangente  e outra  na  direqao  da  normal. 
Se  escrevemos  v — | v | para  a rapidez  da  particula,  entao 


e assim 


T(>)  = 


T'(t)  v(0 

T'(t)\  |v(f) 


v 

V 


v = vT 


Se  diferenciarmos  ambos  os  lados  em  rela^ao  a /,  obteremos 
HI  a = v'  = v'T  + vT 

Se  usarmos  a expressao  da  curvatura  dada  pela  Eauacao  13.3.9,  temos 
m I T'  I IT'  I 


e entao 


T 


KV 
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O vetor  normal  foi  definido  na  secao  anterior  como  N — T'/|  T'  |,  portanto  de  (6)  vem 

T — |T'|N  = kv  N 

e a Equa^ao  5 se  toma 

a - v'T  4-  ku2N 
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Escrevendo  art  aN  para  as  componentes  tangencial  e normal  da  acelera^ao,  temos 

a = a/T  + fl.vN 


onde 


[|j  ar^-v'  e an  = kv 2 

Essa  resoluqao  esta  ilustrada  na  Figura  7. 

Vamos  olhar  agora  o que  a Formula  7 nos  diz.  A primeira  coisa  a notar  e que  o vetor 
binomial  B nao  aparece.  Independentemente  de  como  o objeto  se  move  no  espa^o,  sua 
aceleraqao  sempre  esta  nos  pianos  de  T e N (o  piano  osculador).  (Lembre-se  de  que  T 
fomece  a diregao  e sentido  do  movimento  e N aponta  a dire^ao  em  que  a curva  esta  entor- 
tando.)  Em  seguida,  notamos  que  a componente  tangencial  da  acelera^ao  e v\  a taxa  de 
varia^ao  da  rapidez.  e a componente  normal  da  aceleraqao  e kv2,  a curvatura  vezes  o 
quadrado  da  rapidez.  Isso  explica  o que  acontece  com  um  passageiro  em  um  carro  — uma 
virada  brusca  em  uma  rua  pode  ser  vista  como  um  valor  grande  de  curvatura  k,  de  forma 
que  a componente  da  acelera?ao  perpendicular  ao  movimento  e grande  e o passageiro  e 
jogado  contra  a porta  do  carro.  A alta  velocidade  em  uma  curva  tern  o mesmo  efeito:  de 
fato.  se  dobrarmos  nossa  rapidez,  an  sera  aumentado  por  um  fator  de  4. 

Apesar  de  termos  uma  expressao  para  as  componentes  tangencial  e normal  da  acelera^ao 
na  Equaqao  8,  e desejavel  obter  as  expressoes  que  dependam  somente  de  r,  r'  e r".  Com  essa 
finalidade,  tomamos  o produto  escalar  de  v — vT  com  a,  como  dado  na  Equa^ao  7: 


v • a — FT  * (y'T  4-  kv2N) 

= vv’T  * T + Ka3T  • N 
= vv' 

(como  T ■ T = 1 e T * I 

n - o; 

Portanto 

, V * a 

r '(t)  • r"(t) 

1 9 ! 

aT—  v ~ — — 

V 

i r'(f)  | 

Usando  a formula  da  curvatura  dada  pelo  Teoreina  13.3.10,  temos 


[To] 


aN 


2 | r'(f)  X r"(t)  | ,/A  p 

kv1  = J — r~rrrn r (t)  r 


r‘(t) 


[ r#(/)  X r "(t) 
|r'W! 


EXEMPLO  7 o Uma  particula  se  move  com  fungao  de  posigao  r (t)  = {t2,  t2,  /3 ). 
Determine  as  componentes  tangencial  e normal  da  aceleragao. 


soiugAo 


r (t)  = t2i  + ?2j  + / k 
r'(V)  = 2(1  4-  2/j  + 3t2k 


r "(f)  = 2i  + 2j  + 6t  k 
| r'(t)  I = %/8(2 + 9 14 

Portanto,  da  Equagao  9 vem  que  a componente  tangencial  e 

r'(t)  * r "(()  _ 8/  + 18/  -' 
aT  1 r'(f)  1 ” 
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Como 


r'(0  X r"(/)  - 


1 j k 

2 1 It  3 r 

2 2 6 1 


— 6t2  i - 6C  j 


da  Equagao  10  obtemos  o componente  normal 


r'O)  X r"(r) 
\r'(t)\ 


6V2C 

V'8 12  + 9r4 


Leis  de  Kepler  sobre  o Movimento  Planetario 


Descreveremos  agora  um  dos  principals  feitos  do  calculo  mostrando  como  o material  deste 
capftulo  pode  ser  usado  para  provar  as  leis  de  Kepler  sobre  o movimento  planetario. 
Depois  de  20  anos  esludando  as  observances  do  astronomo  dinamarques  Tycho  Brahe,  o 
astronomo  e matematico  alemao  Johannes  Kepler  (1571-1630)  formulou  as  seguintes  tres 
leis-: 


Lsis  d©  H@p|gf  " . 1 

1.  Um  planeta  gira  em  tomo  do  Sol  em  uma  orbita  eliptica  com  o Sol  em  nm  dos  focos.  j 
Z A reta  quo  liga  o Sol  a um  planeta  percorre  areas  iguais  em  intervalos  de  tempo 

iguais.  | 

3.  O quadrado  do  periodo  de  revolugao  de  um  planeta  e proporcional  ao  cubo  do 
comprimento  do  maior  eixo  de  sua  orbita. 

i *:  \ | 


Em  seu  livro  Principia  Mathematical  de  1687,  sir  Isaac  Newton  mostrou  que  as  tres  leis 
de  Kepler  podem  ser  obtidas  como  conseqiiencia  de  outras  duas  leis  de  sua  autoria,  a 
Segunda  Lei  do  Movimento  e a Lei  Universal  da  Gravitagao.  No  que  se  segue,  provaremos 
a Prirneira  Lei  de  Kepler.  As  demais  ficam  como  exercicio  (com  sugestoes). 

Como  a forga  gravitacional  do  Sol  sobre  um  planeta  e muito  maior  que  as  forgas7exer- 
cidas  por  outros  astros,  podemos  ignorar  todos  os  outros  eorpos  do  universo,  cxceto  o Sol 
e um  planeta  girando  em  tomo  dele.  Usaremos  um  sistema  de  coordenadas  com  origern  no 
Sol  e seja  r = r(?)  o vetor  de  posigao  do  planeta.  (Poderiamos  igualmente  considerar  o 
vetor  posigao  da  Lua  ou  de  um  satelite  girando  em  torno  da  Terra,  ou  um  cometa  movendo- 
se  ao  redor  de  uma  estrela.)  O vetor  velockladc  e v =r'eo  vetor  aceleragao  e a = r". 
Utilizaremos  as  seguintes  leis  de  Newton: 


Segunda  Lei  do  Movimento:  F = m a 


Lei  da  Gravitagao: 


GMm 


GMm 

— U 


onde  Fea  forga  da  gravidade  sobre  o planeta,  m e M sao  as  massas  do  planeta  e do  Sol, 
Gea  constante  gravitacional,  r = j r |,  e u = (l/r)r  e o vetor  r. 

Mostraremos  inicialmente  que  o planeta  se  move  em  um  piano.  Igualando  a expressao 
para  F nas  duas  leis  de  Newton,  chegamos  a 

GM 


e,  portanto,-a._i_paralelo  a r.  Segue-se  que  r X a = 0.  Usando  a Formula  5 do  Teorema 
13.2.3,  podemos  ^cfever.. 


ate- 
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d , 

— r X v = r X v + r X v 
dt  x 

= v X v 4-  r x a — G +0  = 0 
Assim  rXy=h 

onde  h e um  vetor  constante.  (Podemos  presumir  que  h # 0;  ou  seja,  rev  nao  sao  para- 
lelos.)  Isso  significa  que  o vetor  r ~ r (t)  e perpendicular  a fa  para  todos  os  valores  de  t, 
portanto  o planeta  esti  sempre  em  um  piano  que  passa  peia  origem  e e perpendicular  a h. 
Dessa  forma,  a orbita  do  planeta  e uma  curva  plana. 

Para  provar  a Primeira  Lei  de  Kepler,  vamos  reescrever  o vetor  h como  se  segue: 

h = rX¥  = rXr'  = ruX  (Yu)' 

= ru  X (ru'  + r'u)  = r2(u  X u')  + rr'(u  X u) 

= r2(u  X u') 

Entao 


a X h = — 7-u  x (r2u  x u')  = -GM u X (u  X u') 

— ~GM[(u  * u )u  — (u  * tl)ur]  (peloTeorema  12.4.8.  Propriedade  6) 

Mas  u ♦ u = |uj2  = 1 e,  como  \n(t}  \ — 1,  segue  do  Exemplo  5 da  Se5ao  13.2  que 
u • uf  — 0.  Portanto 

aXh  = GM  u' 


F1GURA  8 


e entao  (v  X h)'  = vr  X h = a X h = GM  u' 

Integrando  ambos  os  lados  da  equafao,  obtemos 

Fn]  vXh  = GM  u + c 

onde  c e um  vetor  constante. 

Neste  ponto  e conveniente  escollier  os  eixos  coordenados  de  fonna  que  o vetor  da  base 
padrao  k aponte  na  dire^ao  do  vetor  h.  O planeta  se  move  assim  no  piano  xy.  Como  v X h 
e u sao  perpendiculares  a h,  a Equa^o  1 1 mostra  que  e pertence  ao  piano  xy.  Isso  significa 
que  podemos  escolher  os  eixos  x e y de  forma  que  i esteja  na  dire^ao  de  c,  como  mostrado 
na  Figura  8. 

Se  $ e o angulo  entre  cer.  entao  (r,  0)  sao  as  coordenadas  polares  do  planeta.  Da 
Equate  11,  temos 


r • (v  X h)  = r • (GM  u + c)  = GM  r ♦ u + r * c 

~ GMr  o * u + [ r j | c | cos  6 — GMr  + rc  cos  B 


onde  c ~ | c |.  Entao 

r * (v  X fa)  _ 1 r * (v  X fa) 

GM  + c cos  0 GM  1 + e cos  $ 

onde  e = cf(GM).  Mas 


r-(vXh)  = (rXv)-h  = h'h=|h 


onde  h ==  | fa  |.  Desse  modo, 

ti-jiGM)  = eh2/ c 
1 + e cos  $ l + e cos  0 


= h2 
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Escrevendo  d — h2fc , obtemos  a equa^ao 

1 ed 

1 + e cos  0 

Comparando  com  o Teorema  10.6.6,  vemos  que  Equaqao  12  e aquela  da  forma  polar  da 
seqao  conica  com  foco  na  origem  e excentricidade  e.  Sabemos  que  a orbita  de  um  planeta 
e uma  curva  fechada  e,  portanto,  precisa  ser  uma  elipse. 

Isso  completa  a deriva£ao  da  Primeira  Lei  de  Kepler.  Guiaremos  voce  na  derivaqao 
da  Segunda  e da  Terceira  Lei  no  Projeto  Aplicado  na  pagina  877.  As  provas  dessas  tres 
leis  mostram  que  o metodo  deste  capitulo  fornece  uma  ferramenta  potente  na  descri^ao 
de  leis  da  natureza. 


Exerckios 


1.  A tabela  fornece  coordenadas  de  partfculas  movendo-se  no 
espa^o  ao  longo  de  uma  curva  lisa. 

(a)  Determine  a velocidade  media  nos  intervalos  de  tempo 
[0;  1],  [0,5;  l],[l;2]e[l;  1,5). 

(b)  Estime  a velocidade  e a rapidez  da  particula  no  instante  / = 1. 


t 

X 

v 

2 

0 

2,7 

9,8 

3,7 

0,5 

3,5 

7,2 

3,3 

1,0 

4,5 

6,0 

3,0 

1,5 

5,9 

6,4 

2,8 

2,0 

7,3 

7,8 

2,7 

2.  A figura  mostra  o caminho  de  uma  particula  que  se  move  com 

vetor  posi<jao  r(t)  no  instante  t. 

(a)  Desenhe  um  vetor  que  represente  a velocidade  media  da 
particula  no  intervaio  de  tempo  2 *£  t *£  2,4. 

(b)  Desenhe  um  vetor  que  represente  a velocidade  media  da 
particula  no  intervaio  de  tempo  1 ,5  *£  t *£  2. 

(c)  Escreva  uma  expressao  para  o vetor  velocidade  v(2). 

(d)  Desenhe  uma  aproximacao  do  vetor  v(2)  e estime  a 
rapidez  da  particula  em  t — 2. 


3-8  D Determine  a velocidade,  a acelera^ao  e a rapidez  da 
particula  cuja  funcao  posi^ao  e dada.  Esquematize  o caminho  da 
particula  e desenhe  os  vetores  velocidade  e aceleragao  para  os  va- 
lores  de  t especificados. 

3.  r(0  = {t2  - 1,0,  t = 1 


4.  r(/)  - <2  - r,  4yt),  t - 1 

5.  r(t)  = e'i  + e"'j,  t — 0 

6.  r(t)  — sen  t i + 2 cos  t j,  t ~ tt/6 
1111  r(/)  = sen  t i + / j + cos  / k,  t = 0 

11  8.  r(t)  — t\  +-  rj  + Ok,  t — l 

9-14  a Determine  os  vetores  velocidade  e acelerayao  e a rapidez 
de  uma  particula  cuja  fun9ao  posi^ao  e dada. 

9.  r(f)  - (t2  + 1,  0,  t2  - 1 ) 10.  r(t)  « <2  cos  t,  3r,  2 sen  t ) 

lH  r(f)  — V2 1 i + e j 4-  e~!  k 12.  r(r)  ~ t2  i + In  t j + t k 

13.  r(t)  = ef{cos  t i 4-  sen  t j + / k) 

14.  r(r)  = t sent  i + t cos  t j + t2  k 

15-16  □ Determine  os  vetores  velocidade  e de  posigao  de  uma 
particula  dadas  a sua  acelera9ao,  velocidade  e posi^ao  iniciais. 

MSI  a(t)  = k,  v{0)  = i ~ j,  r(0)  = 0 

16.  a(r)  = - 10  k,  v(0)  * i + j - k,  r(0)  = 2i  + 3 j 

17-18  □ 

(a)  Determine  o vetor  posi^ao  de  uma  particula  dada  a sua 
acelera^ao,  velocidade  e posi^ao  iniciais. 
il  (b)  Utilize  o computador  para  tra^ar  o caminho  percorrido  pela 
particula. 

17.  a(r)  - i + 2j  + It  k,  v(0)  = 0,  r(0)  - i + k 

18.  a(/)  = t i + r2j  + cos  2 1 k,  v(0)  — i + k,  r(0)  = j 

19.  A funcao  posi?ao  de  uma  particula  e dada  por 

r(?)  — (r,  5/,  r — 16f).  Quando  sua  rapidez  6 minima? 

20.  Qual  forca  6 requerida  de  forma  que  uma  particula  de  massa  m 
tenha  a funcao  posi^ao  r (i)  = t3i  + t2j  + t3k? 

21.  Uma  for9a  com  grandeza  20  N age  diretamente  no  sentido 
ascendente  a partir  do  piano  xy  em  um  objeto  com  massa  4 kg. 
O objeto  come9a  na  origem  com  velocidade  inicial 

v{0)  — i - j.  Determine  sua  fun9§o  posi9ao  e sua  rapidez  no 
instante  t. 
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31-38  □ Determine  os  componenies  langencia]  e normal  do  vetor 
aceleracao. 

31.  r(f)  — (3/  — / J)i  + 3/'j 

32.  r(/)  = (1  + t)  l + (/ 2 — 2t)  j 

33.  r(r)  = cos  / i + sen/  j + i k 

34.  r(r)  — / i + t1  j + 3/  k 

35.  r(f)  — e'i  + V'2/j  + e"'  k 

36.  r(r)  = ti  + cos2/ j + sen2/k 

37.  A grandeza  do  vetor  aceleratjao  a i 10  cm/s2.  Use  a figura  para 
estimar  as  componentes  tangencial  e normal  de  a. 


22  Mostre  que,  se  uma  particula  se  move  com  rapidez 

constante,  entao  os  vetores  veiocidade  e de  aceleracao  sao 
ortogonais. 

23.  Urn  projetil  e disparado  com  uma  rapidez  inicial  de  500  m/s 
e angulo  de  elevacao  de  30°.  Determine  (a)  o alcance  do 
projetil,  (b)  a altura  maxima  atingida  e (c)  a rapidez  do 
impacto. 

24.  Repita  o Exercicio  23  considerando  agora  o projetil  disparado 
de  uma  posicao  200  m acima  do  solo. 

25.  Uma  bola  e atirada  em  um  angulo  de  elevacao  de  45°  em 
relacao  ao  solo.  Se  a bola  cai  no  solo  a uma  dist&ncia  de  90  m, 
qual  a rapidez  inicial  da  bola? 

26.  Um  canhao  e disparado  com  angulo  de  elevacao  de  30°.  Com 
que  veiocidade  a bala  sai  pela  boca  do  canhao  se  o maximo  de 
altura  que  ele  atinge  e de  500  m? 

27.  A rapidez  com  que  uma  bala  sai  pela  boca  de  um  canhao  e 
de  150  m/s.  Determine  dots  angulos  de  elevacao  que  podem 
ser  utilizados  para  atingir  um  alvo  que  estS  a 800  m de 
distancia  dele. 

28.  No  beisebol,  um  batedor  rebate  uma  bola,  que  esta  a 3 pes 
acima  do  chao,  em  direcao  a parte  central  da  cerca  do 
campo,  que  tern  10  p6s  de  altura  e dista  400  pes  da  base 
do  lancamento.  A bola  deixa  o bastao  com  uma  rapidez 
de  115  pes  e com  angulo  de  50°  acima  da  horizontal. 

Foi  home  run!  (Em  outras  palavras,  a bola  passou  por  cima 
da  cerca)? 

s29.  A agua,  dcscendo  por  um  trecho  reto  de  um  rio,  flui  mais 
rapida  no  meio  e a rapidez  diminui  para  quase  zero  nas 
margens.  Considere  um  trecho  longo  de  rio  dirigindo-se  para  o 
norte  com  as  margens  paralelas  distando  40  m uma  da  outra. 

Se  a rapidez  maxima  da  agua  e de  3 m/s,  podemos  usar  uma 
funcao  quadratica  como  niodelo  basico  para  a taxa  de  fluxo 
da  agua  x unidades  de  distancia  da  margem  oeste: 
fix)  = m x(40  - x). 

(a)  Um  barco  vai  com  uma  rapidez  constante  de  5 m/s  a partir 
de  um  ponto  de  A na  margem  oeste  enquanto  se  mantem 
direcionado  perpendicularmente  a margem.  A que  distancia, 
rio  abaixo,  na  margem  oposta,  o barco  vai  atingir  a praia? 
Faca  um  grafico  da  trajetoria  do  barco. 

(b)  Suponha  que  quisessemos  pilotar  o barco  a fim  de  atracar 
em  um  ponto  B,  diretamente  oposto  ao  A,  na  margem  leste. 
Se  mantivermos  a rapidez  constante  de  5 m/s  e um 
direcionamento  constante,  determine  o angulo  no  qual  o 
barco  deve  ser  conduzido.  Depois  faca  o grafico  do  caminho 
real  que  o barco  segue.  Essa  trajetoria  parece  realista? 

36.  Outro  modelo  razoavel  para  a rapidez  da  dgua  do  rio  no 
Exercicio  26  e a funcao  senoidal:  f(x)  = 3 sen(7rx/40).  Se  o 
piloto  do  barco  quiser  atravessar  o rio  de  A ate  B com 
direcionamento  constante  e rapidez  constante  de  5 m/s, 
determine  o angulo  no  qual  o barco  deve  seguir. 


38.  Se  uma  particula  com  massa  m se  move  com  vetor  posicao  r(/), 
entao  seu  momento  angular  e definido  como 
L(t)  = mr(t)  X v(/)  e seu  torque  e estabelecido  como 
rit)  — mr(t ) X a(/).  Mostre  que  L '(/)  — r (/).  Deduza  que,  se 
r(/)  — 0 para  todo  t , entao  Lit)  e constante.  (Esta  6 a lei  de 
conservagdo  do  momento  angular.) 


39.  A funcao  posicao  de  uma  nave  espacial  e 


r(/)  — (3  4-  /)i  4-  (2  + In  r)j  + I 7 


e as  coordenadas  de  uma  estacao  espacial  sao  (6,  4,  9).  O 
capitao  quer  que  a nave  encoste  em  uma  estacao  espacial. 
Quando  as  m^quinas  da  nave  devem  ser  desligadas? 

40.  Um  foguete  que  queima  o combustivel  carregado  dentro  de  si 
enquanto  se  move  no  espaco  tem,  no  instante  /,  veiocidade  v(/) 
e massa  mif).  Se  os  gases  provenientes  da  combustao  escapam 
a uma  veiocidade  de  ve  relativamente  ao  foguete,  deduz-se  da 
Segunda  Lei  de  Newton  do  movimento  que 


d\  dm 

m ——  = — v. 
dt  dt 

(a)  Mostre  que  v(/}  = v(0)  - In  -----  v*. 

mil) 

(b)  Para  que,  em  linha  reta,  o foguete  acelere  do  repouso  para 


o dobro  da  rapidez  de  saida  de  seus  gases  de  combustao, 
que  fracao  da  massa  inicial  sera  queimada? 
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Less  de  Kepler 


Johannes  Kepler  estabeleceu  tres  leis  sobre  o moviniento  planetario  baseadas  em  quantidades  de 
dados  referentes  a posicao  dos  planetas  em  diferentes  instantes  de  tempo. 

I Lets  de  Kapler  i 

j 

j 1.  Urn  planeta  gira  em  torno  do  Sol  em  uma  orbita  eliptica  com  o Sol  em  urn  dos  focos.  j 

2,  A reta  que  liga  o Sol  a um  planeta  percorre  areas  iguais  em  intervalos  de  tempo  iguais.  1 
j 3.  O quadrado  do  perfodo  de  revolu^ao  de  um  planeta  e proporcional  ao  eubo  do  compri- 
i mento  do  major  eixo  de  sua  orbita.  I 


Kepler  formulou  essas  leis  porque  elas  serviam  para  os  dados  das  observagoes  de  que  ele 
dispunha.  Ele  nao  foi  capaz  de  provar  por  que  elas  valiam  rtem  como  elas  se  relacionavam  umas 
com  as  outras.  Mas  sir  Isaac  Newton,  em  seu  Principia  Mathematical  de  1687,  mostrou  como 
deduzir  as  tres  leis  de  Kepler  de  duas  leis  de  sua  autoria,  a Segunda  Lei  do  Movimento  e a Lei 
Universal  da  Gravitacao.  Na  Se$ao  13.4  provamos  a Primeira  Lei  de  Kepler  usando  o calcuio  de 
fun^oes  vetoriais.  Neste  projeto  guiamos  voce  atraves  da  prova  da  Segunda  e da  Terceira  Leis  de 
Kepler  e exploramos  suas  conseqliencias. 

1.  Utilize  os  seguintes  passos  para  provar  a Segunda  Lei  de  Kepler.  A nota^ao  sera  a mesma  que 
foi  empregada  na  prova  da  Primeira  Lei  da  Se^ao  13.4.  Em  particular,  use  as  coordenadas 
polares  de  modo  que  r = O' cos  6)i  + (rsen  0)j. 
dO 

(a)  Mostre  que  h = r 1 — k. 

dt 


...  Kepler. 

2.  Seja  T o perfodo  de  um  planeta  cm  torno  do  Sol;  ou  seja,  T e o tempo  requerido 
dar  uma  volta  completa  em  torno  do  Sol,  atraves  de  sua  orbita  eliptica.  Suponha 
comprimentos  dos  eixos  maior  e menor  da  elipse  sejam  2a  e 2b. 

i parte  (d)  do  Problema  1 para  mostrar  que  T = l-rrab/h. 

|b|f^ostre 'que  xgiNli#  ' 4 


para  mostrar  que  T2  — :^s--:  a3. 

f||qte  q|e  a 'gonstante.  de  propordprialidade  ;4J|p (GM) 

3.  O perfodo  da  Terra  girando  em  torno  do  Sol  e de  aproximadamente  365,25  dias.  Utilize  esse 

M)  e a Terceira  Lei  de  Kepler  para  determinar o maior  elxo  da  drbita  terrestre.  Voce  precisara 
valor  da  massa  do  Sol,  M = 1,99  X 10*°  kg,  e da  constants  gravitational, 

<7-6.r,7  ■ Hi  ‘ N-mVkr- 

4.  E possfve!  c<  4 tear  um  satelile  em  orbita  em  torno  da  Terra  de  modo  que  ele  permane<;a  fixo 

■em  uma  posicao  locaiizada  sohre  o equador.  ( aJeuk  a altitude  necessaria  para  esse  satelite,  A 
massa  da  Terra  c 5,9s  - !0-'?Kg,  seu  raio  d 6.3?  ■ ]i/’m  {Lssa  orbita  e chamada  Orbita 
Geossincrona  de  Clarke,  em  homenagem  a Anhui  ( . Clarke,  quern  prime  ire,  propds  ;*  idem,  em 
I94S  O primeiro  satelite  com  osas  caracleristicas.  Sync, mi  //.  lot  larteado  cm  juilm  de  1963  > 


(b)  Deduza  que  r 


(c)  Se  A = A(t)  e a area  percorrida  pelo  vetor  radial  r — r(f)  no  intervalo  de  tempo  [h,  t] 
como  mostrado  na  figura,  mostre  que 

dA 
dt 

(d)  Deduza  que 

; 4 X-  fM 

• X>  '■/£  V : : dt :• 

Essa  equagao  diz  que  a razao  pela  qual  A e percorrida  € constante  e prova  a Segunda  Lei  de 

para  o planeta 
que  os 


constante 


'?a& 'St. 
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Revisao 


VERIFICAQAO  DE  CONCEITOS 


1.  O que  € uma  fungao  vetorial?  Como  calcular  sua  derivada  e 
sua  integral? 

2.  Qual  a relagao  entre  fungoes  vetoriais  e curvas  espaciats? 

3.  (a)  O que  e uma  curva  lisa? 

(b)  Como  achar  o vetor  tangente  de  uma  curva  lisa  em  urn 
ponto?  Como  achar  a reta  tangente?  Como  determinar  o 
versor  tangente? 

4.  Se  u e v sao  fungoes  vetoriais  diferencidveis,  c 6 um  escalar  e 
/ e uma  fungao  real,  escreva  as  regras  para  diferenciar  as 
seguintes  fungoes  vetoriais: 

(a)  u(f)  + v(/)  (b)  cu(/)  (c)  f(t)n{t) 

(d)  u(t)  ■ v(f)  (e)  u<7)  X v(/)  (f)  u (/(f)) 

5.  Como  achar  o comprimento  de  uma  curva  espacial  dada  pela 
fungao  vetorial  r(f)? 


6.  (a)  Qual  a definigao  de  curvatura? 

(b)  Escreva  a formula  para  curvatura  em  fungao  de  r '(/)  e T'(/). 

(c)  Escreva  a formula  para  curvatura  em  fungao  de  r'(f)  e r "(/). 

(d)  Escreva  a fonnula  para  curvatura  de  uma  curva  plana  com 
equagao  y = fix). 

7.  (a)  Escreva  as  fdrmulas  para  os  vetores  normal  e binormal  de 

uma  curva  lisa  espacial  r(r). 

(b)  O que  e o piano  normal  de  uma  curva  em  um  ponto?  E o 
piano  osculador?  O que  e o cfrculo  osculador? 

8.  (a)  Como  determinar  a velocidade,  a rapidez  e a aceleragao  de 

uma  particula  que  se  move  ao  longo  de  uma  curva  espacial? 
(b)  Escreva  a aceleracao  em  termos  de  seus  componentes 
tangencial  e normal. 

9.  Quais  sao  as  less  de  Kepler? 


TESTES  FALSO-VERDADEiRO 


Determine  se  as  afirmagoes  a seguir  sao  verdadeiras  ou  falsas.  Se  verdadeira, 
explique  por  qu§.  Se  falsa,  explique  por  que  ou  fornega  um  contra-exemplo. 

1.  A curva  com  equagao  vetorial  r(r)  = t i + 2/ j + 3f3k  e uma 
reta. 

2.  A curva  com  equagao  vetorial  r(t)  ~ (f,  A,  t5 ) 6 lisa. 

3.  A curva  com  equagao  vetorial  r(t)  — {cos  f,  t~,  t4 ) e lisa. 

4.  A derivada  da  fungao  vetorial  e obtida  diferenciando-se  cada 
componente  da  fungao. 

5.  Se  u(f)  e v(/)  sao  fungoes  vetoriais  diferenciaveis,  entao 

-7-  [u(f)  X v(f)]  - u'(f)  X v'(t) 


6.  Se  r(f)  e uma  fungao  vetorial  diferenciavel,  entao 


1*0)  I — I r'O)  I 


7.  Se  TO)  e o versor  tangente  de  uma  curva  lisa,  entao  a curvatura 
e k = \dT/di\. 

8.  O vetor  binormal  e dado  por  BO)  = N(f)  X TO)- 

9.  O ctrculo  osculador  de  uma  curva  C em  um  ponto  tern  o 
mesmo  vetor  tangente,  vetor  normal  e curvatura  que  C naquele 
ponto. 

10,  As  parametrizagoes  diferentes  de  uma  mesma  curva  resultam 
em  vetores  tangentes  identicos  em  um  mesmo  ponto  da  curva. 


EXERCICiOS 


1.  (a)  Esboce  o desenho  da  curva  com  fungao  vetorial 

rO)  = t i + cos  irt  j + sen  irt  k t 3=  0 
(b)  Determine  r'O)  e r"(f). 

2.  Seja  rO)  = <^2  - /,  (e!  - 1 )//,  ln(f  +1)). 

(a)  Determine  o dormnio  de  r. 

(b)  Determine  lim,^o  r(f). 

(c)  Determine  r'(t). 

3.  Determine  a fungao  vetorial  que  representa  a curva  obtida 
pela  intersegao  do  cilindro  j2  + y2  = 16  com  o piano 

x + z — 5. 

11  4.  Determine  as  equagoes  parametricas  da  reta  tangente  a curva 
x = y = |4?  z = f-  no  ponto  (1,  1,  1).  Desenhe  a curva  e a 
tangente  em  uma  mesma  tela. 


5.  Se  rO)  = t2i  4-  t cos  tt!  j + sen  irt  k,  calcule  r(t)  dt. 

6.  Seja  C a curva  com  equagoes  x — 2 — f3,  y — 2t  ~ 1,  z = In  t. 
Determine  (a)  o ponto  de  intersegao  de  C com  o piano  xz,  (b) 
as  equagoes  parametricas  da  reta  tangente  em  (1,  1, 0)  e (c) 
uma  equagao  para  o piano  normal  a C em  (1,  1,0). 

7.  Utilize  a fdrmula  de  Simpson  com  n = 4 para  estimar  o com- 
primento do  arco  de  curva  com  equagao  x = *Jt,  y = 4//, 

z = U+  1 de  (1, 4,  2)  ate  (2,  1,  17). 

8.  Determine  o comprimento  da  curva  r(r)  = { 2t 3/z,  cos  2 1,  sen  2 1 ) , 
0 =£  / s£  1. 

S.  A helice  ri(f)  ~ cos  1 1 + sent]  + t k intercepta  a curva 
r2(f)  = (1  + t) i + f1 2j  + f3k  no  ponto  (I,  0,  0). 

Determine  o angulo  de  intersegao  dessas  curvas. 


?SsJfe  MkJU. 


James  Stewart  CAPITULO  13  FUNCOES  VETOR1AIS 


□ SSI 


10.  Reparametrize  a curva  r(f)  — e'i  + e'sent  j + e‘  cos  t k com 
respeito  ao  comprimento  do  arco  de  curva  medido  do  ponto 
(1,  0,  1)  na  direcao  de  aumento  do  valor  de  t. 

11.  Para  a curva  dada  por  r(/)  = { jr3,  /),  determine  (a)  o 
versor  tangente,  (b)  o versor  normal  e (c)  a curvatura. 

12.  Determine  a curvatura  da  efipse  x “ 3 cos  /,  y ~ 4 sen  t nos 
pontos  (3,  0)  e (0,  4). 


disco  e se  move  em  direcao  as  bordas  em  uma  direcao  radial 
ftxa  de  forma  que  sua  posicao  no  instante  t,  t 3*  0,  e dada  por 
r(/)  — tU(t),  onde 

R (/)  — cos  cot  i -F  sen  cot  j 

(a)  Mostre  que  a velocidade  v da  particula  e 

v = cos  cot  i + sen  cot  j + tvd 


13.  Estabelega  a curvatura  da  curva  y ~ x4  no  ponto  (I,  1). 

14.  Determine  uma  equacao  do  cfrculo  osculador  da  curva 

y — x4  — x2  na  origan.  Faca  o grafico  da  curva  e do  cfrculo 
osculador. 


onde  \d  — Rb)  e a velocidade  do  ponto  na  borda  do  disco, 
(b)  Mostre  que  a aceleracao  a da  particula  e 

a — 2vd-  + t2Ld 

onde  ad  — R"(0  e a aceleracao  na  borda  do  disco.  O termo 


15.  Determine  uma  equacao  do  piano  osculador  da  curva  x — sen  2r, 
y = z ~ cos  2 1 no  ponto  (0.  rr,  1). 

16.  A figura  mostra  a curva  C tragada  por  uma  particula  com  vetor 
de  posicao  r(f)  no  instante  t, 

(a)  Desenhe  o vetor  que  representa  a velocidade  media  da 
particula  no  intervale  de  tempo  3 *£  t 3,2. 

(b)  Escreva  a expressao  para  a velocidade  v(3). 

(c)  Escreva  uma  expressao  para  o versor  T(3)  e desenhe-o. 


extra  2 v,j  e chamado  aceleracao  de  Coriolis;  ele  e o 
resultado  da  intera^ao  entre  a rotacao  do  disco  e o movimento 
da  particula.  Podemos  obter  uma  demonstracao  fisica  dessa 
aceleracao  andandonm  direcao  a borda  de  urn  carrossel. 

(c)  Determine  a aceleracao  de  Coriolis  de  uma  particula  que 
se  move  em  um  disco  rodando  segundo  a equacao 

r(/)  = tT'cos  cot  i + e~'sen  cot  j 

22.  No  projeto  das  curms  de  transferencia,  usadas  para  ligar 
trechos  retos  dos  trilhos  de  uma  linha  ferrea,  e importante 
entender  que  a aceleracao  do  trem  deve  ser  continua  de  modo 
que  a forca  reativa  exercida  pelo  trem  no  trilho  seja  tambem 
Continua.  Por  causa  das  formulas  obtidas  na  Secao  13.4  para 
as  componentes  da  aceleracao,  este  s6  sera  o caso  se  a 
curvatura  variar  de  modo  continuo. 

(a)  Um  candidato  logico  a curva  de  transferencia  para  juntar 
dois  trilhos  existentes  dados  por  y = 1 para  i 0 e 
y = y/2  ~ x para  x S*  l/y/2  precisa  ser  uma  funcao 
f(x)  — v 1 ~ x2,  0 c x < If  y/2,  cujo  grafico  e um  arco 
de  cfrculo  mostrado  na  figura.  A primeira  vista,  parece 
razoavel.  Mostre  que  a funcao 

f 1 se  x =£  0 


17.  Uma  particula  se  move  de  acordo  com  a funcao  posicao 

r(f)  = t In  t i + t j +■  e~l  k.  Determine  a velocidade,  a rapidez 
e a aceleracao  da  particula. 

18.  Uma  particula  conaeca  sua  trajetoria  na  origem  com  velocidade 
inicial  i — j + 3k.  Sua  aceleracao  e 

a(t)  — 6t  i + 12r2  j — 6t  k.  Determine  sua  funcao  de  posicao, 

19.  Um  atleta  arremessa  um  disco  em  um  angufo  de  45°  em 
relacao  h.  horizontal  com  rapidez  inicial  de  43  pes/s.  Sua  mao 
fica  7 pes  acima  do  chao. 

(a)  Onde  estd  o disco  2 segundos  depois? 


iSS 


F(x)  — < v 1 ~ x2  se  0 < x < 1/V2 
[ v/2  — x se  x 2*  1A/2 
e continua  e tern  derivada  continua,  mas  nao  tern 
curvatura  continua.  Assim,  / nao  e apropriada  para  a 
curva  de  transferencia. 

(b)  Determine  um  polindmio  de  quinto  grau  para  servir  de 
curva  de  transferencia  entre  os  dois  segmentos  de  reta: 
y = 0 para  x «£  0 e y — x para  x 2=  1 . Poderiamos  utilizar 
um  polinomio  de  quarto  grau?  Use  uma  calculadora  grafica 
ou  computador  para  esquematizar  o grafico  da  funcao 
“conexao”  e verifique  se  ele  se  assemelha  ao  da  figura. 


(b)  Qual  a altura  mlxima  que  0 disco  atinge?  >’J 

(c)  Onde  0 disco  atinge  0 chao?  - — , 

1 

20.  Determine  as  componentes  tangencial  e normal  do  vetor  ace- 
leracao de  uma  particula  que  se  move  com  vetor  de  posicao 

‘ y- 

^ y - Fix) 

/ y = x 
curva  de 

r(t)  = t i 2t  j + ?2k 

\ y = 0 

/ transferencia 

21.  Um  disco  de  raio  1 esta  girando  no  sentido  anti-horario  a uma  0 

rapidez  angular  constante  co.  Uma  particula  inicia  no  centre  do 

1 \x  0 

V2  X 

' --  ‘ — — > 
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FfGURA  PARA  0 PROBLEMA  1 


FIGURA  PARA  O PROBLEMA  2 


Problemas  Qiientes 


1.  Uma  partfcula  P se  move  com  rapidez  angular  constante  co  era  torno  de  um  cfrculo  com  centro 
na  origern  e raio  R.  A partfcula  e dita  estar  ern  movimento  circular  uniforme.  Suponha  que  o 
movimento  seja  no  sentido  anti-horario  e que  a partfcula  esta  no  ponto  (R,  0}  quando  t — 0.  O 
vetor  posigao  no  instante  t 3=  0 e r(t)  = R cos  <ot  i + R sen  cot  j. 

(a)  Determine  o vetor  velocidade  v e mostre  que  v • r — 0.  Conclua  que  v e a tangente  ao 
cfrculo  e tem  sentido  igual  ao  do  movimento. 

(b)  Mostre  que  a rapidez  | v ! da  partfcula  e constante  utR.  O perlodo  T da  partfcula  e o tempo 
necessario  para  que  a partfcula  complete  uma  volta.  Conclua  que 


2irR  2tt 


(c)  Estabelega  o vetor  aceleragao  a.  Mostre  que  ele  e proporcional  are  que  aponta  para  a 
origem.  Uma  aceleragao  com  essa  propriedade  e chamada  aceleragao  centripeta . Mostre 
que  o modulo  do  vetor  aceleragao  e j a | — Roy. 

(d)  Suponha  que  a partfcula  tenha  massa  m.  Mostre  que  a grandeza  da  for9a  F que  e necessaria 
para  produzir  esse  movimento,  denominada  forga  centripeta , e 

m\  v j2 
R 

2.  Uma  curva  circular  de  raio  R em  uma  auto-estrada  e inclinada  em  um  angulo  de  6 de  modo  que 
uni  carro  possa  passar  pela  curva  sem  derrapar  quando  nao  existe  atrito  entre  a estrada  e os  pneus. 
A perda  de  atrito  ocorre,  por  exemplo,  se  a estrada  esta  coberta  com  uma  fina  camada  de  agua  ou 
de  gelo.  A rapidez  nominal  vR  associada  a uma  curva  e a rapidez  maxima  que  o carro  pode  atingir 
na  mesma  sem  derrapar.  Suponha  que  um  carro  de  massa  m esteja  transpondo  a curva  com  rapidez 
nominal  vF.  Duas  forcas  estarao  agindo  sobre  o carro:  a for9a  vertical,  mg.  em  razao  do  peso  do 
carro  e uma  for9a  F exercida  pela  estrada,  perpendicular  a ela  (veja  a figura). 

O componente  vertical  de  F contrapoe-se  ao  peso  do  carro,  de  forma  que  | F | cos  0 = mg.  O 
componente  horizontal  de  F produz  uma  forga  centripeta  no  carro  de  forma  que,  pela  Segunda 
Lei  de  Newton  e parte  (d)  do  Problema  L 


(a)  Mostre  que  vl  — Rg  tg  6. 

(b)  Determine  a rapidez  nominal  associada  a uma  curva  circular  de  raio  400  pes  que  6 inclinada 
em  um  angulo  de  12°. 

(c)  Suponha  que  os  engenheiros  projetistas  queiram  manter  a inclinagao  em  12°,  mas  desejem 
aumentar  a rapidez  nominal  em  50%.  Nesse  caso,  qual  deve  ser  o raio  da  curva? 


3.  Um  projetil  e disparado  da  origem  com  um  angulo  de  elevagao  a e rapidez  inicial  v0.  Supondo 
que  a resisteneia  do  ar  seja  desprezfvel  e que  a unica  forga  que  age  sobre  o projetil  seja  a 
gravidade,  g,  foi  mostrado  no  Exemplo  5 da  Secao  13.4  que  o vetor  de  posigao  do  projdtil  e 

r(/)  — (y0 cos  a)t  i + [(vosenofjt  — \gt2)  j.  Tambem  foi  mostrado  que  o alcance  maxnno  do 
projetil  ocorre  quando  a — 45°  e,  nesse  caso,  o alcance  e R — vlfg. 


(a)  Qual  e o angulo  no  qual  o projetil  deve  ser  disparado  para  atingir  a altura  maxima  e qual  e 
essa  altura? 

(b)  3E  dada  a rapidez  inicial  f0  e a parabola  x1  -F  2 Ry  - R2  = o,  cujo  grafico  e exposto  na  figura. 
Mostre  que  o projetil  pode  atingir  qualquer  alvo  dentio  ou  na  fronteira  da  regiao  limitada  pela 
parabola  e o eixo  x,  e que  o projetil  nao  pode  atingir  nenhum  alvo  fora  dessa  regiao. 
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(c)Suponha  que  o langador  do  projetil  tenha  urn  angulo  de  efeva9ao  a quando  mirando  uni 
alvo  que  esteja  suspenso  a uma  altura  h diretamente  acima  de  urn  ponto  D unidades  & 
frenle.  O alvo  e solto  no  instante  em  que  o projetil  e Ian?ado.  Mostre  que  o projetil  sempre 
atinge  o alvo,  independentemente  da  velocidade  v$,  desde  que  o projetil  nao  atinja  o chao 
“antes”  de  D. 

4.  (a)  Um  projetil  6 disparado  a partir  da  origem  em  um  piano  inelinado  para  baixo  era  urn 
angulo  6 com  a horizontal.  O angulo  de  eleva9ao  do  lancador  e a rapidez  inicial  do  projdtil 
sao  respectivamente  a e vQ.  Encontre  o vetor  posi^ao  do  projetil  e as  equa^oes  parametricas 
da  trajetdria  do  projetil  como  funfoes  do  tempo  t.  (Despreze  a resistencia  do  ar.) 

(b)  Mostre  que  o dngulo  a de  eleva9ao  que  vat  maximizar  o alcance  do  projetil  no  piano 
inelinado  e a metade  do  Sngulo  entre  o piano  e a vertical. 

(c)  Suponha  que  o projetil  seja  ian9ado  sobre  um  piano  inelinado  para  cima  cujo  angulo  de 
inclinacao  e 6.  Mostre  que,  a fim  de  maximizar  o alcance  (ladeira  acima),  o projetil  devera 
ser  disparado  era  dire9ao  a metade  do  angulo  entre  o piano  e a vertical. 

(d)  Em  um  artigo  apresentado  era  1686,  Edmond  Halley  resumiu  as  leis  da  gravita9ao  e 
movimento  de  projeteis  e os  aplicou  a artiiharia.  Um  dos  problemas  propostos  por  ele 
envolvia  disparar  um  projetil  para  atingir  um  alvo  a uma  distancia  R em  um  piano 
inelinado  para  cima.  Mostre  que  o angulo  no  qua!  o projetil  deve  ser  disparado  para 
atingir  o alvo,  mas  usando  a menor  quantidade  de  energia,  e o mesmo  que  o angulo  da 
parte  (c).  (Use  o l'ato  de  que  a energia  necessaria  para  disparar  o projetil  seja  proportional 
ao  quadrado  da  velocidade  inicial,  assim,  minimizar  a energia  e equivalente  a minimizar  a 
velocidade  inicial.) 

5.  Um  projetil  de  massa  m e disparado  a partir  da  origem  com  um  angulo  de  eleva9ao  a.  Alem 
da  gravidade,  considere  que  a resistencia  do  ar  gera  uma  for9a  que  e proporcional  a 
velocidade  e que  se  opoe  ao  movimento.  Entao,  pela  Segunda  Lei  de  Newton,  a for9a  total 
atuante  no  projetil  satisfaz  a equa9§o 


111 


m 


-mg j ~ k 


dt 2 " dt 

onde  R6o  vetor  posi^So  e k > 0 6 a constante  de  proporcionalidade. 
(a)  Mostre  que  a Equa9ao  1 pode  ser  integrada  resultando  na  equa9&o 


dt 


m 


9*  j 


onde  Vo  = v(0)  = — (0). 

dt 

(b)  Multiplique  ambos  os  lados  da  equacao  da  parte  (a)  por  e{k/mh  e mostre  que  o lado  esquerdo 
da  equa9ao  resultante  e a derivada  do  produto  ei4/m)'R(r).  Integre  entao  para  obter  a 
expressao  do  vetor  posi9ao  R(t). 

6.  Determine  a curvatura  da  curva  com  equa9oes  parametricas 


x=  | sen(  l Trd'  jdt)  y=  CQs(kird2)d8 

7.  Uma  bola  cai  de  uma  mesa  com  uma  rapidez  de  2 pes/s.  A mesa  tern  3,5  pes  de  altura. 

(a)  Determine  o ponto  no  qual  a bola  atinge  o chao  e encontre  sua  rapidez  no  instante  do 
impacto. 

(b)  Encontre  o angulo  $ entre  a trajetdria  da  bola  e a linha  vertical  que  passa  pelo  ponto  de 
impacto  (veja  a figura). 

(c)  Suponha  que  a bola  repique  do  chao  no  mesmo  angulo  com  o qual  ela  o atinge,  mas  que 
perca  20%  de  sua  rapidez  devido  a energia  absorvida  no  impacto.  Onde  a bola  atinge  o chao 
no  segundo  repique? 

8.  Um  cabo  tern  raio  r e comprimento  L e esta  enrolado,  sem  sobreposi9ao,  em  um  carretel  de  raio 

R.  Qual  e o menor  comprimento  ao  longo  do  carretel  que  e coberto  pelo  cabo? 
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Derivadas  Parciais 


Um  modo  efetivo  de  visualizar  uma 
fun^ao  de  duas  variaveis  e plotar  as 
curvas  de  nivel  (tambem  chamadas 
linhas  de  contorno).  Essas  curvas 
indicam  pontos  onde  a fun^ao  tem 
um  mesmo  valor. 
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Ate  aqui,  tratamos  o caicuio  de  fungoes  de  uma  unica  variavei.  No  entanto,  no  mundo 
real,  quantidades  fisicas  frequentemente  dependem  de  duas  ou  mais  variaveis,  de 
modo  que,  neste  capitulo,  focaiizaremos  nossa  atengao  em  fungoes  com  diversas 
variaveis  e estenderemos  nossas  ideias  basicas  do  caicuio  diferenciai  para  tais  fungoes. 


Fimgoes  de  Van  as  Variaveis 


Nesta  segao  estudaremos  as  fungoes  de  duas  ou  mais  variaveis  sob  quatro  ponlos  de  vista 
diferentes: 

■ verbalmente  (pela  descrigao  em  paiavras) 

« numericamente  (por  uma  tabela  de  vaiores) 
s algebricamente  (por  uma  formula  explfcita) 
m visualmente  (por  urn  grafico  ou  curvas  de  nfvel) 


Lxd  Fungoes  de  Duas  Variaveis 

A temperatura  T em  um  ponto  da  superffcie  da  Terra  em  urn  dado  instante  de  tempo 
depende  da  longitude  x e da  latitude  y do  ponto.  Podemos  pensar  em  T como  uma  fungao 
de  duas  variaveis  x e y,  ou  como  uma  fungao  do  par  (x,  y).  Indicamos  essa  dependeneia 
funcional  escrevendo  T =/(x,  y). 

O volume  V de  um  cilindro  circular  depende  de  seu  raio  r e de  sua  altura  h.  De  fato, 
sabemos  que  V — 7rr~h.  Podemos  dizer  que  V e uma  fungao  de  r e de  h , e escrevemos 
V(n  h)  = Tirlh . 


| Defines o Uma  fungao/ de  duas  variaveis  e uma  regra  que  associa,  a cada  par 
j ordenado  de  numeros  reals  (x,  v)  de  um  conjunto  D,  um  unieo  valor  real  denotado 
j por /(x,  y).  O conjunto  Deo  dommio  de/  e sua  imagem,  o conjunto  de  vaiores 
j possiveis  de/  ou  seja,  {/(x,  y)  | (x,  y)  E D}. 


Frequentemente  escrevemos  z — /(x,  y)  para  tomar  explicitos  os  vaiores  tornados  por  / 
em  um  ponto  generico  (x.  y).  As  variaveis  x e y sao  variaveis  independentes,  e z e a variavei 
dependente.  [Compare  com  a notagao  y = /(x)  para  as  fungoes  de  uma  unica  variavei.] 
Uma  fungao  de  duas  variaveis  e aquela  cujo  dommio  e um  subconjunto  de  U2  e cuja 
imagem  € um  subconjunto  de  K.  Uma  maneira  de  visualizar  essa  fungao  e pelo  diagrama 
de  setas  (veja  a Figura  1),  onde  o dommio  D e representado  como  um  subconjunto  do 
piano  xy. 


Se  a funcao  / e dada  por  sua  formula  e seu  dommio  nao  e especificado,  fica  entendido 
como  domiriio  de  / o conjunto  de  todos  os  pares  de  vaiores  (x,  y)  para  os  quais  a expressao 
dada  fomece  um  mimero  real  bem-definido. 
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x -j-  y + 1 = 0 


FfGURA  2 _______ 

v y/x  + y + 1 
Dommio  de  / (x,  y)  — — — ; • 


FIGURA  3 


BCSMriCI  1 c Determine  os  dommios  das  seguintes  fungoes  e calcule / (3,  2). 
(a)  fix , y)  = — (b)  f(x,  y)  = x ln(y2  - x) 


SOtUQAO 

(a) 


f(X  2)  ~ 


y/3  + 2 + I 
3 - 1 


v;6 

2 


A expressao  para /esta  bem-definida  se  o denominador  for  diferente  de  0 e o numero 
cuja  raiz  quadrada  sera  extrafda  for  nao-negativo.  Portanto,  o domfnio  de / e 

/->  = {(x,  y)  | x + y + 1 S*  0,  x 1} 

A desigualdade  x + y + I 3s  0,  ou  y 5s  — x — 1,  descreve  os  pontos  que  estao  sobre  ou 
aciroa  da  reta  y = —x  — 1,  ao  passo  que  x ¥=  1 signifiea  que  os  pontos  sobre  a reta 
x ~ 1 precisam  ser  exciutdos  do  dommio.  (Veja  a Figura  2.) 


(b)  /( 3,  2)  — 3 ln(22  - 3)  ~ 3 In  1 = 0 

Como  ln(y2  — x)  e definido  somente  quando  y2  ~ x > 0,  ou  seja,  x < y2,  o domfnio  de 
/eO  = {(x,y)  jx  < y2}.  Isso  representa  o conjunto  de  pontos  a esquerda  da  parabola 
x — y2.  (Veja  a Figura  3.) 


Nem  todas  as  fungoes  podem  ser  representadas  por  formulas  explicitas.  A fungao  do 
proximo  exemplo  e descrita  verbalmente  e por  estimadores  numericos  de  seus  valores. 


Dommio  d e/(x  y)  = x ln(y-7  - x)  EXEMP10  2 □ Em  regioes  com  invemo  severe,  o mdice  sensagao  termica  e 

freqiientemente  utilizado  para  descrever  a severidade  aparente  do  frio.  Esse  mdice  W 
mede  a temperatura  subjetiva  que  depende  da  temperatura  real  T e da  rapidez  do  vento  v. 
Assim  W e uma  fungao  de  T e de  v,  e podemos  escrever  W ~f(T,  v).  A Tabela  1 
apresenta  valores  de  W compilados  pelo  Servigo  Nacional  de  Meteorologia  dos 
Estados  Unidos  e Servigo  Metereologico  do  Canada. 

TABELA  1 Indice  sensagao  termica  como  fungao  da  temperatura  do  ar  e rapidez  do  vento 


0 NOVO  INDICE  SENSACAO  TERMICA 
Urn  novo  indice  denominado  sensagao 
termica  foi  introduzido  em  novembro 
de  2001  e 6 muito  mais  preciso  que  o 
veiho  indice  de  medigao  de  quanto  frio  se 
sente  quando  esta  ventandc.  O novo 
fndice  e baseado  em  um  modeio  de  quao 
rapido  um  rosto  humano  perde  caior.  Foi 
desenvolvido  por  meio  de  ensaios  cifnicos 
nos  quais  voluntaries  eram  expostos  a 
uma  variedade  de  temperaturas  e rapidez 
do  vento  em  um  tune!  de 
vento  refrigerado. 


Velocidade  do  vento  (km/h) 


\ V 

T\ 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

5 

4 

3 

1 

1 

u 

-1 

- 1 

-2 

—2 

— 3 

0 

~2 

-3 

— A 

-r 

-5 

-6 

-6 

_ 7 

— 8 

— y 

-9 

-10 

-5 

... 

/ 

—9 

1 1 

? 7 

v -"  i z 

— \ 3 

-!4 

j 5 

— 1 6 

-16 

-17 

-10 

-13 

-15 

-17 

-18 

-19 

-20 

—21 

-22 

~-23 

-24 

-15 

-19 

— * 7 1 

-23. 

-24 

-25 

-26 

y,  / 

x'fy 

-30 

-30 

—3 ! 

-20 

—24 

-27 

—29 

-30 

-32 

~33 

-34 

-35 

— 36 

-37 

-38 

-25 

— 30 

“33 

-35 

-37 

-38 

-39 

-41 

—42 

^3 

—44 

! 

-£*• 

-30 

36 

-39 

-41 

J 

SO 

—44 

-46 

-48 

—49 

— 

-51 

— 52 

-35 

-41 

-45 

-48 

-49 

-51 

-52 

—54 

- 56 

-57 

-58 

0 

VO 

1 

1 

o 

— 217 

— 5 1 

^4 

-56 

-57 

qO 

-61 

63 

—64 

—65 

-67 

James  Stewart  CAPiTUlO  14  DERIVADAS  PARCIAiS  □ 887 


Per  exemplo,  a tabela  mostra  que,  se  a temperatura  e — 5°C  e a rapidez  do  vento, 
50  km/h,  entao  subjetivamente  parecera  tao  frio  quanto  uma  temperatura  de  cerca  de 
— 15CC  sem  vento.  Portanto 


1 

i: 

| 

i 

; 

: 


/(— 5,  50)  - ~15 


TABELA  2 
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cririPl  y 3 . Em  1928,  Charles  Cobb  e Paul  Douglas  publicaram  um  estudo  no 
qua!  modelavam  o crescimenlo  da  economia  norte-americana  durante  o periodo 
1899-1922.  Eles  consideraram  uma  visao  simplificada  onde  a producao  e determinada 
pela  quantidade  de  trabalho  e pela  quantidade  de  capital  investido.  Apesar  de  existirem 
muitos  outros  fatores  afetando  o desempenho  da  economia,  o modelo  provou-se 
impressionantemente  razoavel  A funqao  utiiizada  para  model ar  a producao  era  da  forma 

lD  P(L  K)  = bLaKi~OL 

onde  Pea  produqao  total  (valor  monetario  dos  bens  produzidos  no  ano);  L,  a quantidade 
de  trabalho  (numero  total  de  pessoas-hora  trabalhadas  em  um  ano):  e K,  a quantidade  de 
capital  investido  (valor  monetario  das  maquinas,  equipamentos  e predios).  Na  Se§ao 
14.3,  vamos  mostrar  como  obter  a Equa^ao  1 com  algumas  hipoteses  econdmicas. 

Cobb  e Douglas  usaram  dados  economicos  publicados  pelo  goverao  para  eonsiruir  a 
Tabela  2.  Eles  tomaram  o ano  de  1899  como  base,  e P,  Le  K foram  tornados  valendo 
100  nesse  ano.  Os  valores  para  outros  anos  foram  expressos  como  porcentagens  do  valor 
de  1899. 

Cobb  e Douglas  utilizaram  o metodo  dos  mfnimos  quadrados  para  ajustar  os  dados  da 
Tabela  2 a fun£ao 

m P(L,  K ) = l,01LOJ5A:a25 

(Veja  o Exercicio  71  para  detalhes.) 

Se  usarmos  o modelo  dado  pela  fun^ao  na  Equafao  2 para  calcular  a produqao  nos 
anos  de  1910  e 1920,  obteremos  os  valores 

P(147,  208)  - l,01(147)a?5(208)025  « 161,9 
P(194,407)  * 1 ,01  ( 1 94)°'75(407)0,25  - 235,8 

que  sao  muito  proximos  dos  valores  reals,  159  e 231. 

A funqao  de  producao  (1)  foi  usada  posteriormente  em  muitos  ajusies,  de  hrmas  indi- 
viduals ate  para  questdes  globais  de  economia.  Ela  passou  a ser  conhecida  como  fun^ao 
de  producao  de  Cobb-Douglas.  Seu  donrinio  e {{L,  K)  | L 0,  K 5*  0}  pois,  como  L e 
K representam  trabalho  e capital,  nao  podem  ser  negatives. 


FIGURA  4 _ 

Donrinio  de  g(x,  y)  = V 9 - ri  - >’2 


«1PLij  A □ Determine  o donrinio  e a imagem  de 

g(x,  y)  = V9  ~ x2  - y2 

S0LUQA0  O donrinio  de  g 6 

D = {(x, >•)  j 9 - x2  - y2  ss  0}  = {(x, y)jx2  + y2  =£  9} 
que  e o disco  com  centro  (0,  0)  e raio  3 (veja  a Figura  4).  A imagem  de  g e 

{z  | Z — yfg  - X2  ~ y2,  (x,  y)  E D} 


.... 
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Como  zea  raiz  quadrada  positiva,  z 2s  0.  Temos  tambem 

9 _ _ y2  ^ 9 y/9  _ a-2  - y2  ^ 3 


Assim  a imagem  e 


{z|0«!z*3}«[0,  3] 


Graficos 


Outra  forma  de  visualizar  o comportamento  de  uma  fungao  de  duas  variaveis  e considerar 
seu  grafico. 


Qsfmipo  Se /e  uma  fungao  de  duas  variaveis  com  domfnio  D,  entao  o grafico  de/e  o 
conjunto  de  todos  os  pontos  {x,  y,  z)  em  IR3  tal  que  z = fix,  y)  e (jc,  y)  pertengam  a D. 


Assim  como  o grafico  de  uma  fungao  / de  uma  unica  variavel  e uma  curva  C com 
equagao  y — fix),  o grafico  de  uma  fungao  com  duas  variaveis  e uma  superffcie  S 
com  equagao  z — f(x,  y).  Podemos  enxergar  a superffcie  S de  f como  estando  direta- 
mente  em  cima  ou  abaixo  de  seu  domfnio  D que  esta  no  piano  xy  (veja  a Figura  5). 


EXEMP10  5 o Esboce  o grafico  da  fungao  f(x,  y)  — 6 — 3x  — 2 y. 

SOLUQAO  O grafico  de  / tern  a equagao  z — 6 — 3x  — 2y , ou  3x  + 2y  + z — 6,  que 
representa  um  piano.  Para  desenhar  o piano,  primeiro  achamos  os  interceptos.  Fazendo 
y = z = 0 na  equagao  obtemos  x — 2 como  o interceptor.  Analogamente,  o intercepto  y 
e 3 e o intercepto  z e 6.  Isso  nos  ajuda  a esbogar  a parte  do  grafico  que  se  encontra  no 
primeiro  octante  (Figura  6). 


FIGURA  6 


A fungao  do  Exemplo  5 e um  caso  especial  da  fungao 

fix,  y)  = ax  + by  + c 

e e chamada  fungao  linear,  O grafico  de  uma  fungao  tem  a equagao  z = ax  + by  + c,  ou 
ax  + by  - z + c = 0,  e portanto  e um  piano.  Do  mesmo  raodo  que  as  fungoes  lineares  de 
uma  unica  variavel  sao  importantes  no  calculo  de  uma  variavel,  veremos  que  as  fungoes 
lineares  de  duas  variaveis  tem  um  papel  central  no  calculo  com  muitas  variaveis. 


Alif  fFLS  # :::  Desenhe  o grafico  de  g(x,  y)  ~ - x2  — y2. 


tea**  XMir, 


James  Stewart  CAPiTULG  14  OERIVADAS  PARCiAIS  □ 889 


SOLUQAO  0 grafico  tem  a equacao  z = y9  ~ x2~~~~y^.  Elevando  ao  quadrado  ambos  os 
lados  da  equaqao,  obtemos  z2  = 9 — x2  - y\  ou  x2  -P  y2  + z2  = 9,  que  reconhecemos 
corao  a equaqao  da  esfera  de  centro  na  origem  e raio  3.  Mas  corao  z S*  0,  o grafico  de  g 
e somente  a metade  superior  da  esfera  (veja  a Figura  7). 

Utilize  o computador  para  traqar  o grafico  da  funqao  de  produ^ao  de 
Cobb-Douglas  P(L,  K)  = UOIZ.0'75#0'25. 

S0LU£A0  A Figura  8 mostra  o grafico  de  P para  os  valores  de  trabalho  L e capital  K que 
estao  entre  0 e 300.  O computador  utilizou  os  tra?os  verticals  para  desenhar  a superffcie. 
Vemos  desses  tracos  que  o valor  da  produqao  P aumenta  com  o crescimento  de  L ou  de 
K,  como  esperado. 


p 


FIGURA  8 


iULidviFii;  is  Determine  o domfnio  e a imagem  e esboce  o grafico  de 
h(x,  y)  = 4x2  + >’2. 

S0LUQA0  Note  que  h(x,  j)  e definida  para  todos  os  possiveis  pares  ordenados  de 
numeros  reais  (x,  _y),  e seu  dominio  e R2,  o piano  xy  todo.  A imagem  de  h e o conjunto 
[0,  *»)  de  todos  os  reais  nao-negativos.  [Note  que  x2  5=  0 e yl  5=  0,  portanto  h(x,  y)  0 
para  todo  xe}>.] 

O grafico  de  h 6 dado  pela  equacao  z ~ 4x2  + y2,  que  e um  paraboldide  eliptico  que 
esboqamos  no  Exemplo  4 da  Se$ao  12.6.  Os  tiagos  horizontais  sao  elipses  e os  verticals, 
parabolas  (veja  a Figura  9). 


FiGURA  9 
Grafico  de  h(x,  y)  = 4r  + y1 

Existent  programas  de  computador  desenvolvidos  para  traear  os  graficos  de  funcoes  de 
duas  variaveis.  Na  maioria  desses  programas,  sao  desenhados  os  tragos  nos  pianos  verti- 
cais x = k e y = k para  os  valores  de  k igualmente  espa?ados,  e as  linlias  do  grafico  que 
estariam  escondidas  sao  removidas. 


1(0,  0,3j 

M i..  -■  - / iA 

(3. 0. 0)/~"  ] ^ T 


FIGURA  7 


Grafico  de  g(x,  y)  = V 9 - x2  - y2 
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A Figura  10  mostra  uma  sene  de  graficos  de  diversas  funqoes,  gerados  por  computador. 
Note  que  obtemos  uma  melhor  visao  da  funqao  quando  a rodamos  de  modo  a olha-la  por 
diferentes  pontos  de  vista.  Nos  itens  (a)  e (b)  o grafico  da/e  achatado e proximo  do  piano 
xy  exceto  perto  da  origem;  isso  se  da  porque  e~x  ~y  e muito  pequeno  quando  x ou  y e 
muito  grande. 


(a)/(v,  y)  = (x1  + 3 


(b )f(x,  y)  = (xs  + 3 


FiGURA  10 


Curvas  de  Nivel 


Ate  aqui  vimos  dois  metodos  diferentes  para  visualizar  funqocs:  o diagrama  de  setas  e os 
graficos.  Um  terceiro  metodo,  emprestado  dos  cartografos,  e uni  mapa  de  contomos,  em 
que  os  pontos  com  elevaqoes  constantes  sao  ligados  para  formar  curvas  de  contomo  ou 
curvas  de  nivel. 


| Defining  As  curvas  de  mvel  de  uma  funqao /de  duas  variaveis  sao  aquelas  com 
I equaqao  f(x,  y)  = k,  onde  k € uma  constant©  (na  imagem  de  f). 


Uma  curva  de  mvel  f(x,  y)  = k e o conjunto  de  todos  os  pontos  do  domfnio  de/nos 
quais  o valor  de/e  k . Em  outras  palavras,  ela  mostra  onde  o grafico  de/tem  altura  k. 

Voce  pode  ver  na  Figura  1 1 a relasao  entre  as  curvas  de  nivel  e os  traqos  horizontais. 
As  curves  de  nivel / (x,  y)  - k sao  apenas  traqos  do  grafico  de/no  piano  horizontal  z = k 
projetado  sobre  o piano  xy.  Assim.  se  voce  traqar  as  curvas  de  nivel  da  funqao  e visualiza- 
las  elevadas  para  a superffcie  na  altura  indicada,  podera  imaginar  o grafico  da  funqao 


James  Stewart  CAPITULO  14  DERIVADAS  PARCIAJS  □ SSI 


montanhAsde 

LONESOME 

f: / J ' v v: 


F1GURA  11 


FIGURA  12 

colocando  as  duas  informa^oes  juntas.  A superficie  sera  mais  inclinada  onde  as  curvas  de 
nivel  estiverem  mais  proximas  umas  das  outras.  Eia  e mais  ou  menos  plana  onde  as  cur- 
vas de  nivel  estao  distantes  umas  das  outras. 

Um  exemplo  conium  de  curvas  de  nivel  ocorre  em  mapas  topograficos  de  regioes  mon- 
tanhosas,  como  o mapa  da  Figura  12.  As  curvas  de  nivel  sao  aquelas  em  que  a eleva^ao  em 
rela9ao  ao  nivel  do  mar  e constante.  Se  voce  andar  sobre  um  desses  contomos,  nem  descera 
nem  subixa.  Outro  exemplo  comum  e a fun^ao  temperatura  introduzida  no  paragrafo  inicial 
desta  se^ao.  Aqui  as  curvas  sao  chamadas  curvas  isotermicas  e ligam  localidades  que  tem 
a mesma  temperatura.  A Figura  13  mostra  um  mapa-mundi  indicando  as  temperaturas 
medias  do  mes  de  janeiro.  Isotermicas  sao  as  curvas  que  separam  as  bandas  destacadas. 


FiGURA  13 

Temperaturas  madias  ao  nivel  do  mar 
no  mes  de  janeiro,  em  graus  Celsius 
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FIGURA  14 


FIGURA  15 

Mapa  de  eontomo  de 

f(x,  y)  — 6 ~ 3x  — 2 v 


EXEMPLO  9 □ A Figura  14  mostra  uni  mapa  de  contorno  para  uma  fun^ao /.  Utilize~o 
para  estimar  os  valores  de/(I,  3)  e / (4,  5). 

SOLUQAO  O ponto  (1,3)  esta  na  parte  entre  as  curvas  de  nfvel  cujos  valores  de  z sao  70  e 
80.  Estimamos  que 


/( 1,3)  = 73 


Da  mesma  forma,  estimamos  que 


/( 4,  5)  - 56  % 

EXEMPLO  10  □ Esboce  o grafico  das  curvas  de  nfvel  da  funcao  f(x,  y)  = 6 — 3x  - 2y 
para  os  valores  k — ~6,  0,  6,  12. 

SOLU  Q AO  As  curvas  de  mvel  sao 

6 — 3x  — 2 y — k ou  3x  + 2 y + (k  — 6)  = 0 

ou  seja,  uma  familia  de  retas  com  inclina^ao  As  quatro  curvas  de  mvel  particulars 
pedidas  com  k = ~6,  0,  6 e 12  sao  3x  + 2 y — 12  — 0,  3x  + 2y  — 6 = 0,  3x  + 2y  ~ 0 
e 3x  + 2y  + 6 — 0.  Elas  estao  apresentadas  na  Figura  15.  As  curvas  de  mvel  sao  retas 
paralelas,  igualmente  espa9adas,  porque  o grafico  de /e  um  piano  (veja  a Figura  6).  l 

EXEMPLO  11  □ Esboce  o grafico  das  curvas  de  mvel  das  fungoes 

g{x,  >’)  — y~9  ~~  x2  — v2  para  k = 0,  1,  2,  3 

S0LU 5 A0  As  curvas  de  mvel  sao 

y]9  — x2  — y2  = k ou  x2  + y2  = 9 — k2 

que  corresponde  a uma  familia  de  circunferencias  concentricas  com  centro  em  (0,  0)  e 
raio  sj9  — k 2.  Os  casos  & = 0,  1,  2,  3 estao  mostrados  na  Figura  16.  Tente  visualizar 
essas  curvas  de  nfvel  elevadas  da  superffcie  e compare  com  o grafico  de  g (um  hemis- 
ferio)  da  Figura  7. 


FIGURA  16 
Mapa  de  contorno  de 
g(x,  y)  = V9  - a-2  - V" 


EXEMPLO  12  □ Esboce  algumas  curvas  de  mvel  da  funcao  h(x,  y ) — 4x2  + y2. 
S0LUQA0  As  curvas  de  nfvel  sao 

X‘  y 2 

4x2  + v2  = k ou  ——  + — — 1 

k/4  k 


.mm 
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que,  para  k > 0,  descrevem  uma  famflia  de  elipses  com  semi-eixos  -Jk/2  e y rk. 

A Figura  17(a)  mostra  o diagrama  de  contomos  de  h desenhado  por  computador  com 
curvas  de  nivel  correspondendo  ak  = 0,25;  0,5;  0,75,  . . . , 4.  A Figura  17(b)  apresenta 
essas  curvas  de  nivel  elevadas  para  termos  o grafico  de  h (um  paraboloide  eliptico)  que 
coincide  com  os  tra$os  horizontais.  Vemos  da  Figura  17  como  o grafico  de  h e montado 
de  suas  curvas  de  nivel. 


FIGURA  17 

O grafico  de  h{x,  y)  = 4x2  + y2 
e formado  levantando-se 
as  curvas  de  nivel. 


y 


(a)  Mapa  de  contomos  (b)  Tra$os  horizontais  sao  curvas  de  nivel  elevadas  & 

EXEMPLO  13  □ Trace  as  curvas  de  nivel  para  a fun^ao  de  produ§ao  de  Cobb-Douglas  do 
Exemplo  3. 

SOLUQAO  Na  Figura  18  usamos  o computador  para  desenhar  os  contomos  da  funtiao 
produgao  de  Cobb-Douglas 


P(L,  K)  = 1,01Fo’75A"0'23 


FIGURA  18 


As  curvas  de  nivel  estao  indicadas  com  os  valores  da  produgao  P correspondentes.  Por 
exemplo,  a curva  de  nivel  indicada  com  140  mostra  todos  os  valores  de  quantidade  de 
trabalho  L e de  capital  investido  K que  resultam  na  producao  P — 140.  Vemos  que,  para 
um  valor  fixo  de  P,  quando  L aumenta  K diminui,  e vice-versa.  D 

Para  alguns  propositos,  o mapa  de  contomos  (ou  diagrama  de  contomos)  e mais  util  que 
um  grafico.  Certamente  isso  e verdadeiro  no  Exemplo  13.  (Compare  a Figura  18  com  a 
Figura  8.)  Isso  tambem  e verdadeiro  quando  queremos  fazer  uma  estimativa  de  valores, 
como  no  Exemplo  9. 
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A Figura  19  mostra  algumas  cun7as  de  nfvel  geradas  por  computador  juntamente  com 
os  graficos  correspondentes.  Note  que  as  curvas  de  nfvel  apresentadas  na  parte  (c)  da  figura 
aparecera  muito  amontoadas  perto  da  origem.  Isso  corresponde,  no  grafico  mostrado  na 
parte  (d),  a uma  mudanga  de  inclinagao  muito  acentuada  nessa  regiao. 


(a)  Curvas  de  nfvel  de  /(x,  v)  = —xye~xi~r'  (b)  Duas  vistas  de  f (x,  y)  — —xye'x'""' 


(d)  f[x,  y)  = 


~3y 

xJ  + y-+  l 


Fungoes  com  Tres  on  Mais  Variaveis 


Uma  fungao  com  tres  variaveis,/,  e uma  regra  que  associa  a cada  tripla  ordenada  (x,  y,  z) 
em  um  domrnio  DCR  ’ um  unico  numero  real  denotado  por  f{x,y,  z).  Por  exemplo,  a 
temperatura  T em  um  ponto  da  superffcie  terrestre  depende  da  latitude  y e da  longitude  x 
do  ponto  e do  tempo  t , de  modo  que  podemos  escrever  T — /(x,  t). 


EXEMPLO  14  o Determine  o domfnio  de 


fix,  y , z)  = ln(z  - y)  + xy  senz 

SOLUQAO  A expressao  para  /(x,  y,  z)  e definida  desde  que  z — y > 0,  de  modo  que  o 
domrnio  de/seja 

D — {(x, y,  z)  G IR3 \z  > y} 

Isso  e o semi-espago  constitufdo  por  todos  os  pontos  que  estao  acima  do  piano  z ~ y.  D 
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E muito  dificil  visualizar  uma  fun^ao  / de  tres  variaveis  per  seu  grafico,  uma  vez  que 
estanamos  em  um  espa^o  de  quatro  dimensoes.  Entretanto  ganhamos  algum  conhecimento 
de  / desenhando  suas  superficies  de  nivei,  que  sao  as  superficies  com  equapao 
f(x,  y,  z)  — k,  onde  k e uma  constante.  Se  um  ponto  (x,  y,  z)  se  move  ao  iongo  de  uma 
superffeie  de  nivei,  o valor  de  f(x,  y.  z)  permanece  fixo. 


EXEMPLO  15  □ Determine  as  curvas  de  superficie  da  funqao 

f(x,y,  z)  ~ x2  + v2  •+  z 2 

SOLUQAO  As  superficies  de  nivei  sao  x2  + y2  + zl  = k,  onde  k S*  0.  Elas  formam  uma 
familia  de  esferas  concentricas  com  raio  yk.  (Veja  a Figura  20.)  Entao,  quando  (x,  y,  z) 
varia  sobre  uma  das  esferas  com  centro  O,  o valor  de  fix,  y,  z)  permanece  fixo. 

As  fun9oes  com  qualquer  numero  de  variaveis  tambem  podem  ser  consideradas.  Uma 
fungao  com  n variaveis  e uma  regra  que  associa  um  ndmero  real  z — f(x  j,  x2, . . . , x„)  a 
w-upla  (xi,  X2, x„)  de  numeros  reais.  Denotamos  por  R"  o conjunto  de  todas  as  n-uplas. 
Por  exemplo,  se  uma  fabrica  de  alimentos  usa  n ingredientes  diferentes  para  manufaturar 
um  determinado  alimento,  sendo  c;  seu  custo  por  unidade  do  i-esimo  ingrediente,  e se  sao 
necessarias  x,  unidades  do  i-esimo  ingrediente,  entao  o custo  total  C dos  ingredientes  e 
uma  fun^ao  de  n varidveis  Xi,  x2,  . . . , x„: 


C ~f(x j,  X?,  . . . , X„)  — CiX[  + C2X2  + • * * + cnxn 


A funqao/e  uma  funqao  real  cujo  donunio  e um  subconjunto  de  IK”.  Algumas  vezes  uti- 
lizaremos  a notacao  vetorial  para  escrever  essas  fun^oes  de  forma  mais  compacta:  se 
x — (xj,  x2, . . . , x„),  freqiientemente  escreveremos  /(x)  no  lugar  de  f(xu  x2, . . . , x„). 
Com  essa  nota9&o  podemos  reescrever  a fun9§o  definida  na  Equa9ao  3 como 

fix)  = C * X 

onde  c ~ (c,,  c2, . . . , c„)  e c * x denota  o produto  escalar  dos  vetores  c e x em  Vn. 

Tendo  em  vista  a corresponddncia  biunivoca  entre  os  pontos  (x5,  x2, . . . , x„)  em  U ” e os 
vetores  de  posiqao  x = (x-.,  x2, . . . , xn)  em  V„,  podemos  olhar  de  tres  formas  diferentes 
para  a fun9ao  / definida  em  um  subconjunto  de  R?!: 

1.  Como  uma  fun9§o  de  n varidveis  reais  xi,  x2, . . . , xn 

2.  Como  uma  fun9ao  de  um  unico  ponto  variavel  (xj,  x2, . . . , x„) 

3.  Como  uma  fun9ao  de  um  vetor  variavel  x = (xy,  x2, . . . , x„) 

Veremos  que  todos  os  tres  pontos  de  vista  tern  sua  utilidade. 


Exercicios 


No  Exemplo  2 consideramos  a funfao  W — f{T,  v),  onde  W era 
0 indice  sensaijao  termica  ocasionado  pelo  vento;  T a 
temperatura  real;  e v,  a rapidez  do  vento.  A representasao 
numerica  foi  fomecida  pela  Tabela  I . 

(a)  Qual  0 valor  de  /(— 15,  40)?  Qual  seu  significado? 

(b)  Descreva  em  palavras  o significado  da  questao  “Para  que 
valores  de  v 6 /(— 20,  v)  = -30?”.  Em  seguida,  responda  a 
questao. 


(c)  Descreva  0 significado  da  questao  “Para  que  valores  de  T 
vale  fif,  20)  = -49?”  Em  seguida,  responda  a questao. 

(d)  Qual  o significado  da  funqao  W =/(— 5,  v)l  Descreva  o 
comportamento  dess  a funcao. 

(e)  Qual  0 significado  da  funcao  W — fij,  50)?  Descreva  g 
comportamento  dessa 
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2.  0 indice  / de  temperatura- umidade  (ou  simplesmente  Umidex) 
em  funfao  da  umidade  / e a temperatura  aparente  do  ar  quando 
a temperatura  real  e T e a umidade  relativa  e h,  de  modo  que 
possamos  escrever  / = f(T,  h ).  A tabeia  seguinte  com  os 
valores  de  / foi  extraida  de  uma  tabeia  do  Servi^o  de 
Administracao  Nacional  de  Oceanos  e Atmosfera  dos  Estados 
Unidos. 

TABELA  3 Temperatura  aparente  como  fuoyao 
da  temperatura  e da  umidade 


Umidade  relativa  (%) 


k 

T \ 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

77 

78 

79 

81 

82 

83 

85 

82 

84 

86 

88 

90 

93 

90 

87 

90 

93 

96 

100 

106 

95 

93 

96 

101 

107 

114 

124 

100 

99 

104 

110 

120 

132 

144 

(a)  Qual  e o valor  de  /( 95,  70)?  Quai  seu  significado? 

(b)  Para  que  valor  de  h temos  /(90,  h ) — 100? 

(c)  Para  que  valor  de  T temos  f(T,  50)  — 88? 

(d)  Qual  o significado  de  I = /(80,  h)  e / —/(l 00,  /?)? 
Compare,  o comportamento  dessas  duas  funfoes  de  h. 

3,  Verifique  que,  para  a fun$ao  de  produgao  de  Cobb-Douglas 

P(L,  K)  = l,0U,°’75/f°‘25 

discutida  no  Exemplo  3,  a produqao  dobrara  se  a quantidade 
de  trabalho  e a de  capital  investido  forem  dobradas.  E verdade 
tambem  para  uma  fumjao  de  produ^ao  generica 
P(L,  K ) - bLPK 1 ~a  ? 

4.  O indice  sensa^ao  termica  W discutido  no  Exemplo  2 foi 
modelado  pela  seguinte  equatjao: 

W(T,  v)  - 13,12  + 0,62 15F  - ll,37t>016  + 0,39657TOJ6 


Verifique  quao  proximo  este  modelo  esta  dos  valores  da 
Tabeia  1 para  alguns  valores  de  T e v. 


A altura  das  ondas  h em  urn  mar  aberto  depende  da  rapidez  do 
vento  v e do  intervalo  de  tempo  t no  qual  esta  ventando  com  a 
mesma  intensidade.  Os  valores  da  fun^ao  h — f(v,  t)  dados  em 
pes,  sao  apresentados  na  tabeia  que  se  segue. 

(a)  Qual  e o valor  de  / (40,  15)?  Qual  seu  significado? 

(b)  Qual  o significado  da  fun$ao  h ~/30,  *)?  Descreva  seu 
comportamento. 

(c)  Qual  o significado  da  fun^ao  h — f(v,  30)?  Descreva  seu 
comportamento. 


Dura5'3o  (horas) 


t 

v 

5 

10 

15 

20 

30 

40 

50 

10 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

15 

4 

4 

5 

5 

5 

5 

5 

20 

5 

7 

8 

8 

9 

9 

9 

30 

9 

13 

16 

17 

18 

19 

19 

40 

14 

21 

25 

28 

31 

33 

33 

50 

19 

29 

36 

40 

45 

48 

50 

60 

24 

37 

47 

54 

62 

67 

69 

6.  Seja  f(x , v)  — ln(x  + y — !). 

(a)  Estime  /(l,  1). 

(b)  Estime  f(e , 1). 

(c)  Determine  o dominio  de /. 

(d)  Estabele^a  a imagem  de/. 

7.  Seja  f(x,  y)  - x2eixy. 

(a)  Calcule  /( 2,  0). 

(b)  Determine  o dommio  de  /. 

(c)  Estipule  a imagem  de  /. 

8.  Determine  e esboce  o dominio  da  fun^ao 

f(x,  y ) = i/l  + x — y1.  Qual  e a imagem  da  /? 

9.  Seja  f(x,  y,  z)  = 

(a)  Calcule  /{ 2,  —1,6). 

(b)  Estabele^a  o domfnio  de  /. 

(c)  Determine  a imagem  f. 

10.  Seja  g(x,  y,  z)  = ln(25  — x2  — >’2  — z2). 

(a)  Calcule  g( 2,  —2, 4). 

(b)  Determine  o dominio  de  g. 

(c)  Estipule  a imagem  de  g. 


11- 

■20  □ 

11. 

fix. 

13. 

fix , 

15. 

fix. 

16. 

fix. 

17. 

fix. 

18. 

fix , 

19. 

fix. 

20. 

fix. 

Determine  e faca  o esbo^o  do  dommio  da  fun^ao. 
y)  = y/x  + y 12.  f(x,  y)  « y/x  + Vy 

x — 3>’ 


>•)  = ln(9  - x"  - 9y‘)  14.  fix,y) 


x + 3 y 


v) 


3x  + 5 y 
x2  + v2  — 


y)**yjy-  X hl(.V  + x) 


y) 


1 — X 
r 


y)  = V*2  + >>2  - 1 + ln(4  - x2  - y2) 


y,  z)  = -x*-y 


y,  z)  — ln(16  - 4x2  — 4>’ 


2 _ v2  — z2 
2 _ _ z2) 


21-29  □ Esboce  o grafico  da  fun^ao. 

21.  /(x,y)'=  3 22.  fix,  y)  ==  y 

W&  fix,  y)  — 1 - x ~ v 24.  fix,  v ) = cos  * 

25.  /(x,  >!)  = 1 - x2  26.  f(x,  v)  - 3 - x2  - y2 

27.  fix,  y)  - 4x2  + v2  + 1 

28.  f(x,  v)  = y 16  - x2  — 16>’2 

29.  fix,  y)  — v’x2  + y2 

30.  Case  a fun^ao  com  o grafico  (indicado  por  I~VI).  De  razoes 
para  sua  escolha. 


(a)  f(x,  y)  = | x | + j >’  I 

fix , y)  = 7^7~TT~ 
(e)  f(x,y)  - (x  - y)2 


ttl  /(x,>‘)  = I XV  I 
(d)  f(x,y)  = (x2  ~ y2}2 

f(x,y)  =sen(|x|  -P  |y|) 
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32.  Dots  mapas  de  contomo  sao  mostrados  na  figura.  lira  e da 
fun?ao / cujo  grafico  e urn  cone.  O outro  e para  uma  fun^ao  g 
cujo  grafico  e um  paraboloide.  Qual  e qual?  Por  que? 


33.  Localize  os  pontos  Ac  B no  mapa  das  Montanhas  de 
Lonesome  (Figura  12).  Qual  a descri?ao  do  terreno  perto  de  A? 
E perto  de  fi? 

34.  Fa^a  um  esbo<jo  do  diagrama  de  contomo  da  fungao  cujo  gra- 
fico  e mostrado. 


35-36  o Um  mapa  de  contomo  de  uma  fun9ao  e mostrado.  Use~o 
para  fazer  um  esbo^o  do  grafico  da  /. 


mmmsm 


31.  E mostrado  o mapa  de  contomo  para  a fungao  /.  Use-o  para 
estimar  o valor  de  /(- 3,  3)  e /( 3,  -2).  O que  voce  pode  dizer 
sobre  a fomia  do  grafico? 


tn 


T1N7  TW 
iTiMinr 
\!  \!  \ V o|  1/1. 


1 70  i 60  50  40 


t—J—  30  1 


^^20  -U 


37-44  □ Fa^a  o mapa  de  contomos  da  fun$ao  mostrando  varias 
curvas  de  nivel. 


37.  fix,  >•)  = xy 
39.  f{x , >>)  = y - In . 
41.  fix,  y)  = -fx  + y 
43.  f{x , y)  = x — y2 


38.  f{x,  y)  ~ x2  — y2 
40.  f(x , y)  — eyIx 
42.  fix,  y)  « y sec  x 
44.  fix,  y)  ==  yj  (x2  + y2) 


45-46  □ Fa<ja  o esbo^o  do  diagrama  de  contomos  e do  grafico  da 
fun^ao  e compare-os. 

45.  f(x,  y)  = x2  4-  9y2 

46.  f(x,  y ) — y 36  — 9x2  - 4y2 
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47.  Uma  camada  fina  de  metal,  localizada  no  piano  xy,  tem 
temperatura  7’(x,  y)  no  ponto  (a,  y).  As  curvas  de  nfveS  de  T 
sao  chamadas  isotermicas  porque  todos  os  pontos  em  uma 
isotermica  tem  a mesma  temperatura.  Fa^a  o esbo^o  de 
algumas  isotermicas  se  a fun^ao  temperatura  for  dada  por 

T(x,  y)  — 100/(1  + a"  + 2 y2) 

48.  Se  V(x,  y)  e o potencial  eietrico  de  urn  ponto  (a,  y)  do  piano  xy\ 
as  curvas  de  mvel  de  V sao  chamadas  cun>as  equipotenciais, 
porque  nelas  todos  os  pontos  tem  o mesmo  potenciai  eietrico. 
Esboce  algumas  curvas  equipotenciais  de 

V(a%  v)  ==  c/fr1  — x-  — y2,  onde  c e uma  constante  positiva. 

% Use  um  computador  para  tracar  o grafico  da  fui^ao 

utilizando  varios  pontos  de  vista,  lmprima  a que,  em  sua  opiniao, 
saiu  melhor.  Se  seu  programa  tambem  produz  curvas  de  m'vel,  trace 
o diagrama  de  contomos  da  mesma  fun^ao  e compare. 

49.  /(xy)  — x3  + v3  50.  f(x,y)  = sen(yc '*) 

51.  /(a,  y)  = Ay2  - .v3  (sela  do  macaco) 

52.  /(a,  y)  ~ xy 3 - yx3  (sela  do  cachorro) 

53— SE  " Case  a funcao  (a)  com  seu  grafico  (indicado  por  A-F  na 
pagina  899)  e (b)  com  seus  mapas  de  contomo  (indicado  por  I-VI). 
De  razoes  para  sua  escolha. 

53.  z = sen  fx1  + y2  54.  z — x2y2e  J -v 

55.  z - . 1 56.  z — x3  3xy2 

a + 4 y 

5 71  z — sen  x sen  y 58.  z = sen  “a  + |y2 

58-S2  □ Descreva  as  superficies  de  nivel  da  funcao. 

59.  fix,  y,  z)  = a + 3y  + 5 z 

60.  /(a,  y,  z)  ~ x2  + 3y^  + 5z2 

61.  f(x,  y,  z)  = a2  - y2  + z2 

62.  /(xy,  z)  - a2  - y2 

83-84  □ Descreva  como  o grafico  de  g e obtido  a partir  do  gr&fico 
de  /. 

63.  (a)  g(x,  y)  = /(a,  y)  + 2 (b)  g( a,  y)  = 2f(x,  y) 

(c)  g(x,  y)  = -f{x,  y ) (d)  g(x,  y)  = 2 - fix,  y) 

64.  (a)  g(x,  y)  - /(a  - 2,  y)  (b)  g(x,  y)  = fix,  y + 2) 

(c)  g{ x,  y)  — /(a  + 3,  y ~ 4) 


2§  SS-S6  - Faga  uso  do  computador  para  tracar  o grafico  da  funcao, 
utilizando  varios  pontos  de  vista  e tamanhos  de  janela.  lmprima  aquela 
que  apresente  melhor  os  “picos  e vales”.  Voce  acha  que  essa  funcao 
tem  um  valor  maximo?  Voce  poderia  identificar  os  pontos  do  grafico 
correspondentes  aos  “maximos  locals”?  E os  “minimos  locais”? 

65.  f{x,  y)  = 3a  — a4  — 4y2  — 1 Oxy 

66.  f(x,y)  — xye~x 


fg  £?-SS  - Utilize  o computador  para  tracar  o grafico  da  funcao, 
usando  varios  pontos  de  vista  e tamanhos  de  janela.  Comente  o 
comportamento  da  funcao  no  limite.  C)  que  acontece  quando  a e y 
se  tomam  muito  grandes?  O que  acontece  quando  (a,  y)  se 
aproxima  da  origem? 

67.  fix,  y)  = \ 

a-  + y- 

68.  fix,  y)  = — 

A"  + y 


Hf  69.  Utilize  o computador  para  estudar  o comportamento  da  famflia 
de  fun50es  fix,  y)  — ecx  +y . Como  a forma  da  funcao  e 
afetada  por  uma  mudan^a  do  valor  de  c? 


; ( 70.  Esboce  o grafico  das  funyoes 

fix,  y)  — fffPf  y2  fix,  y)  = 

fix,  y)  = ln%/Ar+  y2  f(x,  y)  = senf'y'V +"  y2) 


e 


/(X  >') 


1 

Va2  + y2 


Em  geral,  se  g e uma  fungao  de  uma  variavel,  como  obter  o 
grafico  de  /(a,  y)  = gif  x2  + y !)  a partir  do  grafico  de  gl 


71.  (a)  Mostre  que,  tomando  logaritmos,  uma  fun$ao  generalizada 
de  Cobb-Douglas  P = blPK 1 a pode  set  expressa  como 


p p 

In  ~ In  b + a In  ~ 
A A 


(b)  Se  tomarmos  a = In (L/K)  e y = In (P/K),  a equa^ao  da 
parte  (a)  se  tomara  uma  equa9ao  linear  y — ax  + In  b. 
Utilize  a Tabela  2 (do  Exemplo  3)  para  fazer  uma  tabeia  de 
valores  de  1 n(L/K)  e in  (P/K)  para  os  anos  de  1899-1922. 
Use  entao  um  computador  ou  calculadora  grafica  para 
achar,  pelo  metodo  dos  minimos  quadrados,  a reta  de 
regressao  atraves  dos  pontos  (In  (L/K)  e In  (P/K)). 

(c)  Deduza  que  a fun9ao  de  produ9ao  de  Cobb-Douglas  e 

p = i,oil°-75a:0'25. 


Limites  e Continuidade 


Varnos  comparar  o comportamento  das  fungoes 

sen(*2  + y) 


fix,  y) 


x~  + y 


g(x,  y ) 


x~  - y‘ 

a2  + y 


quando  a:  e y se  aproximam  de  0 [e  portanto  o ponto  (x,  y)  se  aproxima  da  origem]. 
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TA  B £ L A 1 Valores  de  fix.,  v)  T A B E L A 2 Valores  de  g(x.  y) 


-0.5 

-0,2 

0 

0,2 

0,5 

L0 

-1,0 

0,600 

0,923 

1,000 

0,923 

0,600 

0,000 

-0,5 

0.000 

0,724 

1,000 

0.724 

0,000 

-0,2 

-0,724 

0,000 

1,000 

0,000 

— 0,724 

Qgjj 

0 

- ! ,000 

■|f|: 

-1,000 

-1,000 

-1,000 

0,2 

■ 

■ ii 

1,000 

0,000 

-0,724 

-0,923 

0,5 

1,000 

0,724 

0,000 

-0,600 

1,0 

| 

0.923 
! 

1,000 

0,923 

0,600 

0,000 

-1,0 

-0,5 

-0,2 

0 

0,2 

-1,0 

0,455 

0,759 

0,829 

0,841 

0,829 

0,759 

0,455 

-0,5 

0,759 

0,959 

0.986 

0,990 

0,986 

0,959 

-0,2 

0.829 

0,986 

0,999 

1,000 

0,999 

0,986 

HRS 

1 

0.841 

0,990 

1,000 

1.000 

0,829 

0,986 

0,999 

1,000 

0.999 

IQ 

■jjpESV 

0,759 

0.959 

0,986 

0,959 

■ 

0,455 

0.759 

0,829 

m 

0,829 

0.759 

jH 

As  Tabelas  1 e 2 mostram  valores  de  / (x.  y)  e g(x,  y),  com  precisao  ate  ties  decimals, 
para  os  pontos  (x,  y)  prdximos  da  origera.  (Note  que  a funqao  nao  esta  definida  na  origem.) 
Parece  que,  quando  (x,  y)  se  aproxima  de  (0,  0),  os  valores  de  / (x,  y ) se  aproximam  de  1 , 
ao  passo  que  os  valores  de  g(x,  y ) nao  se  aproximam  de  valor  algum.  Essa  nossa  obser- 
vaqao  baseada  em  evidencias  numericas  esta  correta,  e podemos  escrever 

sen(x2  + y2)  , *2  - y2  _ 

lim  r i — =1  e lim  —z r nao  existe 

u >■) (0, o)  a-2  + y 2 u,)'}— *<o,o)  a2  4*  y2 

Em  geral,  usamos  a notacao 

lim  /(x,  y)  = L 

(jr,„v)— »(a.  b) 

para  indicar  que  os  valores  de/(x,  y)  se  aproximam  do  numero  L quando  o ponto  (x,  y)  se 
aproxima  do  ponto  (a,  b ) ao  longo  de  qualquer  caminho  contido  no  dormnio  da  funqao /. 
Em  outras  palavras,  podemos  tomar  os  valores  de /(x,  y)  tao  proximos  de  L quanto  o dese- 
jado  escolhendo  pontos  (x,  y)  suficientemente  proximos  do  ponto  (a,  b),  mas  nao  iguais  a 
(a,  b).  Uma  definiqao  mais  precisa  e a seguinte: 


jTj  Definitsao*  Seja/ uma  funpao  de  duas  variaveis  cujo  domiiiio  D contem  pontos 
arbitrariamente  proximos  de  (a,  b).  Dizemos  que  o limite  de/(x,y)  quando  (x,y) 
tende  a (n,l?)eLe  escrevemos 

lim  /(x,  y)  = L 

(x,y)~^(a,b) 

se  para  todo  numero  s > 0 existe  um  mimero  correspondente  8 > 0 tal  que 
j /(x,  y)  — L | < s sempre  que  (x,  y)  £DeO<  -Jix  — a)2  + (y  — b)1  < 8 


Outras  notaqoes  para  o limite  da  Definiqao  1 sao 

lim  f{x,  y)  = L e / (x,  y)  — > L quando  (x,  y)  (a,  b) 

x —>a 
y^b 

Note  que  | fix,  y)  — L | corresponde  a distancia  entre  os  mimeros  / (x,  y)  e L,  e 
fix  - a)2  + (y  ~ fi)2  € a distancia  entre  o ponto  (x,  y)  e o ponto  (a,  b).  Assim,  a 
Definiqao  1 diz  que  a distancia  entre  / (x,  y)  e L pode  ser  arbitrariamente  pequena  se 


*NT:  Na  defini$ao  1 aeima,  ao  conjuato  € lR2if  (x  — a)2  - b (j  — b)  2<8}.onde  q numero  real  5 6 maior  que  zero,  damps  o nome  de  bo  la  abertade  cen- 
tra em  (a,  b)  e raio  8.  “No  piano,  a bola  aberta  de  centro  em  (a,  b)  e raio  S 6 o conjunto  de  todos  os  pontos  “interiores”  ao  circulo  do  centra  em  (a,  b)  e raio  8”. 


•'  ■■■■■ 
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tornarmos  a distancia  de  (x,  y)  a (a,  b)  suficientemente  pequena  (mas  nao  nula).  A Figura 
1 ilustra  a Definiqao  1 por  meio  de  um  diagrama  de  setas.  Se  nos  e dado  ura  pequeno  inter- 
valo  (L  — b.L  + g)  em  tomo  de  L,  entao  podemos  determinar  uma  bola  aberta  Dh  com 
centro  em  ( a , b)  e raio  S > 0 ta!  que/leve  todos  os  pontos  de  D&  [exceto  possivelmente 
(a,  b )]  no  intervalo  (L  — e,  L + e). 


y 


FIGURA  3 


Outra  ilustraqao  da  Definiqao  1 e dada  na  Figura  2,  onde  a superiicie  S representa  o grafico 
de  / Se  s > 0 e dado,  podemos  achar  S > 0 tal  que,  se  (x,  y)  pertence  a bola  aberta  Do  e 
(x,  y)  # (a,  b),  sua  imagem  em  S estara  entre  os  pianos  horizontais  z = i“ee2  = l+e. 

Para  as  funqoes  de  uma  unica  variavel,  quando  fazemos  x se  aproximar  de  a,  so  exis- 
tent duas  direqoes  possiveis  de  aproxima^ao:  pela  esquerda  ou  pela  direita.  Lembremos  do 
Capftulo  2 (Volume  I)  que,  se  lim*^  /(x)  ^ lim entao  lim^^/tx)  nao  existe. 

Ja  para  as  funqoes  de  duas  variaveis  essa  situaqao  nao  e tao  simples  porque  existem 
infmitas  maneiras  de  (x,  y)  se  aproximar  de  ( a , b)  por  uma  quantidade  infinita  de  direqoes 
e de  qualquer  maneira  que  se  queira  (veja  a Figura  3),  bastando  que  (x,  y)  se  mantenha  no 
dominio  de  /. 

A Definiqao  1 diz  que  a distancia  entre  / (x,  y ) e L pode  se  tomar  arbitrariamente 
pequena  fazendo  a distancia  de  (x,  _y)  a (a,  b)  suficientemente  pequena  (mas  nao  nula).  A 
definiqao  se  refere  somente  a distancia  entre  (x,  >•)  e ( a , b );  nao  se  refere  a diregao  de 
aproxima?ao.  Portanto,  se  o limite  exist e,/ (x,  y)  deve  se  aproximar  do  mesmo  valor-limite, 
independentemente  do  modo  como  (x,  j)  se  aproxima  de  (a,  b).  Assim,  se  acharmos  dois 
caminlios  diferentes  de  aproxima^ao  ao  longo  dos  quais  / (x,  j)  tern  limites  diferentes, 
segue  entao  que  lim^y)^^,  b)  f(x,  y)  nao  existe. 


Se  /(x,  quando  (x,  v)  — > (a,  b)  ao  longo  do  caminho  C.  e /(x,  y)  — > L2 

quando  (x,  v)  —>  (a,  b)  ao  longo  do  caminho  C2,  com  L,  ^ L2,  entao 
lim (x,y)-+{a,b)  f(xt  y)  nao  existe. 


EXEMPLO  1 o Mostre  que  lim  nao  existe. 

x+y 

SOLUQAO  Seja  /(x,  y)  = (x2  — >,2)/(x2  + y2).  Vamos  primeiro  aproximar  (0,  0)  ao  longo 
>’  1 do  eixo  x.  Tomando  y ~ 0,  temos  fix,  0)  = x2/x2  = 1 para  todo  x ^ 0,  logo 


/=-l 


X 


FIGURA  4 


f(x,  y)  —»  1 quando  (x,  y)  (0,  0)  ao  longo  do  eixo  x 
Agora,  vamos  nos  aproximar  ao  longo  do  eixo  y colocando  x — 0.  Assim 

— y2 

f( 0,  v)  = — — 1 para  todo  y # 0,  logo 

fix,  y)  - 1 quando  (x,  y)  (0,  0)  ao  longo  do  eixo  y 

(Veja  a Figura  4.)  Como  / tern  dois  limites  diferentes  ao  longo  de  duas  retas  diferentes,  o 
limite  nao  existe.  (Isso  confirma  a conjecture  que  fizemos  com  base  na  evidencia 
numerica  no  irncio  desta  sepao.)  Q 
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EXEMPLO  2 □ Se  /(x,  v)  = xy/(x2  + y2),  sera  que  Hm  f(x,  v)  existe? 

u.  >o  (o.  ot 

SOLUQAO  Se  y — 0,  temos  f(x,  0)  — 0/x2  = 0.  Portanto 


fix,  y)  — > 0 quando  (x,  y)  — > (0,  0)  ao  longo  do  eixo  x 

Se  x = 0,  entao  /(0,  y)  = 0/y2  = 0.  Assim 


/(x,  v)  0 quando  (x,  y)  (0,  0)  ao  longo  do  eixo  y 

Apesar  de  termos  encontrado  vaiores  identicos  caminhando  sobre  os  eixos,  nao  poderaos 
afirraar  que  esse  limite  exista,  dado  por  0.  Vamos  agora  aproximar  de  (0,  0)  ao  longo  de 
outra  reta;  por  exemplo,  y = x.  Para  todo  x # 0, 


/(■*,  x)  = 


x2 

_ 

X + X 


1 

I 


Logo,  f{x , y)  — > | quando  (x,  y)  (0,  0)  ao  longo  de  y = x 

(Veja  a Figura  5.)  Como  obtivemos  vaiores  diferentes  para  o limite  ao  longo  de  cami- 
nhos  diferentes,  podemos  afirmar  que  o limite  dado  nao  existe.  & 

A Figura  6 nos  da  uma  ideia  do  que  aconlece  no  Exemplo  2.  A cumeeira  que  ocorre 
acima  da  reta  y ~ x corresponde  ao  fato  de  que  /(x,  y)  = \ para  todos  os  pontos  (x,  v) 
dessa  reta,  exceto  na  origem. 


EXEMPLO  3 □ Se  fix,  y)  = -p- — r,  sera  que  lim  fix,  y)  existe? 

x2  + }'  (a-.  >■)— >{0, 0) 

S0LUQA0  Considerando  a solucao  do  Exemplo  2,  vamos  tentar  economizar  tempo 
fazendo  (x,  y)  — > (0,  0)  ao  longo  de  uma  reta  nao- vertical  que  passa  pela  origem. 
Tomemos  y ~ mx.  onde  m e a inclinagao  da  reta  e 


A Figura  7 mostra  o grafico  da 
fungao  do  Exemplo  3.  Note  a cumeeira 
sobre  a parabola  x = >*2. 


f(x,y)  ~ fix,  mx)  = 


x(tnx)2 
x2  + (mx)4 


? 3 2 

m~x  mx 

jc"  + m x 1 + m x 


Portanto  fix,  y)  —>  0 quando  (x,  y)  —>  (0,  0)  ao  longo  de  y — mx 

Logo,  / tem  o mesmo  limite  ao  longo  de  qualquer  reta  nao-vertical  que  passe  pela 
origem.  Mas  isso  ainda  nao  garante  a existencia  do  limite  com  valor  0,  pois,  se 
tomaraios  agora  (x,  y)  (0,  0)  ao  longo  da  parabola  x — y2,  teremos 


fix,  y)  =/(>’2,>') 


(y2)2  + / 


1 

2 


E assim  /(x,  y)  J quando  (x,  y)  ->  (0,  0)  ao  longo  de  x = y 2 


FIGURA  7 


Como  caminhos  diferentes  levaram  a resultados  diferentes,  o limite  nao  existe. 
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Vamos  agora  olhar  o caso  onde  o limite  existe.  Como  para  a fun^ao  de  uma  tinica  va- 
riavel,  o calculo  do  limite  de  fumjoes  com  duas  variaveis  pode  ser  muito  simplificado 
usando-se  as  propriedades  dos  limites.  As  Leis  do  Limite  listadas  na  Se^ao  2.3  do  Volume 
i podem  ser  estendidas  para  as  fumades  de  duas  variaveis.  O limite  da  soma  e a soma  dos 
limites;  o limite  do  produto  e o produto  dos  limites;  e assim  por  diante.  Em  particular,  as 
seguintes  equates  sao  verdadeiras: 

H3  lim  x ~ a lim  y = b lim  c = c 

O Teorema  do  Confronto  tambem  vale. 


EXEMPIO  4 □ Determine,  se  existir,  lim  — : 7. 

U.  y)  -*  (0,0)  x ~ 4-  y~ 

SOLUQAO  Como  no  Exemplo  3,  podemos  mostrar  que  o limite  ao  longo  de  uma  reta 
qualquer  que  passa  pela  origem  e 0.  Isso  nao  prova  a existencia  do  limite  igual  a 0,  mas 
ao  longo  das  parabolas  y = a2  e x = y2  tambem  obtemos  o limite  0,  o que  nos  leva  a 
suspeitar  que  o limite  exista  e seja  igual  a 0. 

Seja  e > 0.  Queremos  achar  5 > 0 tal  que 


ou  seja. 


3a2v 

2 j 2 

x + y 


< e sempre  que  0 < -Jxl  + y2  < 8 


az  + y 


< e sempre  que  0 < yfx2  + y2  < 8 


Mas  x 2 ^ a2  + y 2 uma  vez  que  >>2  5*  0,  logo  a2/(a2  + y2)  ^ 1 e portanto 


3x2j  y 
x2  + y 


2 **  3 \y\  = 3 V>’2  ^ 3Vx2  + jr 


□ Outro  modo  de  resolver  o Exemplo  4 
6 pelo  Teorema  do  Confronto  em  vez 
de  pela  Definipao  1.  De  (2)  segue  que 
lim  3|  y ) — 0 

Ex.  y)- (0.0) 

e portanto  a primeira  desigualdade  em 
(3}  mostra  que  0 limite  dado  d 0. 


Entao,  se  escolhermos  8 = e/3  e seja  0 < > fx 2 + y2  < 8,  temos 

j 3a  2>’ 


j a2  + y2 

Logo,  pela  Defini?ao  1, 


0 


*£  3/C  + y2  35  = 3 


lim 


3x2y 


ix,y) -»{0.0)  x~  + y‘ 


Continuidade 


Lembremo-nos  de  que  o calculo  de  limite  de  fungoes  contmuas  de  uma  unica  variavel  e 
facil.  Ele  pode  ser  obtido  por  substitui^ao  direta,  porque,  pela  defini^ao  de  fun^ao  con- 
tmua, limA_*fl  /(a)  =f(a).  Fun?oes  contmuas  de  duas  variaveis  tambem  sao  definidas  pela 
propriedade  da  substituigao  direta. 


R]  Belinifio  Uma  funcao/de  duas  variaveis  e dita  contmua  em  (a,  b)  se 

. /fey)  =/(a,  b) 

Dizemos  qu e/e  contmua  em  D se / for  contmua  em  todo  ponto  (a,  b)  de  D. 
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O significado  intuitivo  de  continuidade  e que,  se  o ponto  (x,  y)  varia  de  uraa  pequena 
quantidade,  o valor  d e/(x,  y)  variarii  de  uma  pequena  quantidade.  Isso  quer  dizer  que  a 
superficie  que  corresponde  ao  grafico  de  uma  funqao  continua  nao  tem  buracos  ou  ruptura. 

Usando  as  propriedades  de  limites,  podemos  ver  que  soma,  diferen9a,  produto  e quo* 
ciente  de  funcoes  continuas  sao  continues  era  seus  dommios.  Vamos  usar  esse  fato  para  dar 
exemplos  de  fungoes  continuas. 

Uma  funcao  polinomial  de  duas  variavels  (ou  simplesmente  polinomio)  e uma 
soma  de  termos  da  forma  cxmyn,  onde  c e uma  constante  e m e n sao  numeros  inteiros 
nao~negativos.  Uma  fungao  raeional  e uma  razao  de  polinomios.  Por  exemplo, 

f(x,y)  — x4  + 5x'_y2  + 6 xy4  — ly  + 6 


e urn  polinomio,  ao  passo  que 


g(x,  y) 


Ixy  + 1 

2 i 2 

x + y 


e uma  fun9ao  raeional. 

Os  limites  em  (2)  mostram  que  as  fun90es  fix,  >»)  = x,  g(x,  y)  — y e h(x,  >>)  = c sao 
continuas.  Como  qualquer  polinomio  pode  ser  obtido  a partir  das  funqSes/,  g e h por  mui- 
tiplica9§o  e adicao,  segue  que  todos  os  polindmios  sao  fungoes  continuas  em  1R2.  Da 
mesma  forma,  qualquer  funqao  raeional  e contmua  em  seu  domfnio,  porque  ela  e o quo- 
ciente  de  funsoes  continuas. 


EXEMPLO  5 □ Calcule  lim  (x2y3  - x3y2  + 3x  + 2 y). 

(Jt.  >•)-*(!,  2) 

SOLUQAO  Como  /(x,  _y)  = x2y3  - x3y2  + 3x  + 2 y e um  polinomio,  ela  continua  em 
qualquer  lugar,  portanto  podemos  calcular  seu  limite  pela  substitu^ao  direta: 

lim  (x2/  - x3y2  + 3x  + 2y)  = l2  * 23  - l3  • 22  + 3 • 1 + 2 * 2 = 11 

(*,  2) 


EXEMPLO  6 o Onde  a funqao  f(x,  y)  — — ; e continua? 

x2  + y* 

SOLUQAO  A fun9ao / e descontinua  em  (0,  0),  pois  ela  nao  esta  definida  nesse  ponto. 
Como  /e  uma  funfao  raeional,  ela  e continua  em  seu  dominio,  o que  corresponde  ao 
conjunto  D = {(x,  y)  | (x,  j)  # (0,  0)}. 


EXEMPLO  7 □ Seja 


g(x,  >’) 


2 


x2  + y2 

0 


se  (x,  y)  # (0,  0) 
se  (x,  v)  = (0,  0) 


Aqui  g esta  definida  em  (0,  0),  mas  ainda  assim  g e descontinua  em  0,  porque 
lim(jc^5^(0,o)  g(x,  y)  nao  existe  (veja  o Exemplo  1).  □ 


EXEMPLO  8 □ Seja 


fix,  y ) 


3x2y 


x2  + y2 
0 


se  (x,  y)  (0,  0) 
se  (x,  y)  = (0, 0) 
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□ A Figura  8 mostra  o grafico  da  Sabemos  que / e contfnua  para  (x,  v)  7^  (0,  0)  uma  vez  que  ela  e uma  funcao  raciona! 

funcao  contmua  do  Exemplo  8.  definida  nessa  regiao.  Do  Exemplo  4 temos  que 


FIGURA  8 


lim  fix,  y) 

Lx.vS  •Ki.Oi 


lim  - 

Uy)-'(P.o)  x 


3x2y 


0“/(0, 0) 


Portanto / e contmua  em  (0,  0),  e,  conseqiientemente,  contmua  em  R2. 


Como  para  as  fun§oes  de  uma  variavel,  a composicao  e outra  maneira  de  combinar 
fun^oes  contfnuas  para  obter  outra  tambem  contmua.  De  fato,  pode  ser  mostrado  que,  se  / 
e uma  funsao  contmua  de  duas  variaveis  e g e uma  fuinjao  contmua  de  uma  unica  variavel 
definida  na  imagem  de/,  a funcao  composta  h—  g °/  definida  por  h{x,y)  = g(f(x,y))  e 
tambem  contfnua. 


EXEMPLO  9 d Onde  a funcao  h(x,  y)  = arctg(y/x)  e contmua? 


S01UQA0  A funcao  /(x , y)  = y/x  e raciona!  e,  desse  modo,  contmua  em  todo  lugar, 
exceto  sobre  a reta  a:  — 0.  A funcao  g(f)  = arctg  t e contfnua  era  qualquer  lugar.  Logo,  a 
funcao  composta 


gif  (x,  >’))  * arctg(y/x)  «*  h(x,  y) 

e contfnua,  exceto  onde  x = 0.  O desenho  da  Figura  9 mostra  a ruptura  existente  no 
grafico  da  funfao  h acima  do  eixo  y. 


Fun^oes  com  Tres  ou  Mais  Variaveis 


FIGURA  9 

A fun?ao  h(x,  y)  = arctg  (y/x)  e 
descontinua  onde  x = 0. 


Tudo  o que  fizemos  ate  aqui  pode  ser  estendido  para  as  fun^oes  com  tres  ou  mais  variaveis. 
A nota^ao 


lim 

(_t,  z)  — » (a,  b , c) 


/(am) 


= L 


significa  que  os  valores  de  fix,  y,  z)  se  aproximam  do  numero  L quando  o ponto  (x,  y,  z) 
se  aproxima  do  ponto  (a,  b,  c)  ao  longo  de  um  caminho  qualquer  no  domfnio  de  /. 
Como  a distancia  entre  os  dois  pontos  (x,y,z)  e ( a,b,c ) em  R3  e dada  por 
f ix  — a)2  + (y  — b)2  + (z  — c)2,  podemos  escrever  em  uma  forma  precisa  a definiyao 
como  se  segue:  para  todo  numero  e > 0 existe  um  numero  correspondente  8 > 0 tal  que 

| f(x,y,z)  — L ) < e sempre  que  0 < v''(x — a) 2 + (y  — b)2  + (z  — c)2  < 8 

e (x,  y,  z)  pertence  ao  domfnio  de  /. 

A funcao  /e  contmua  em  (a,  b,  c ) se 

lira  fix,  y,  z)  = f(a,b,c) 

(x,y,z)~+(a,o,c) 


Por  exemplo,  a funcao 


fix,  y,  z) 


1 

x2  + >’2  + z1  — 1 


e raciona!  em  tres  variaveis,  e portanto  6 contfnua  em  todo  ponto  de  R3,  exceto  onde 
x2  + y2  + z2  = 1.  Ou  seja,  e descontinua  na  esfera  de  centro  na  origem  e raio  1. 


mmk  a I A « - a 
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Se  usarmos  a nota^ao  vetorial  introduzida  no  final  da  Se^ao  14.1,  poderemos  escrever 
as  definiyoes  de  limite  para  as  fun9oes  de  duas  ou  tres  varidveis  de  uma  forma  compacta, 
coino  se  segue. 

r™  “ — | 

fS]  Se/e  definida  em  urn  subconjunto  D de  !R",  entao  limx->af(x)  — L significa 
1 s 

| que  para  todo  nuraero  e > 0 existe  um  numero  correspondente  8 > 0 tal  que 

1 I 

j f(x ) — L j < e serapre  que  x££>eQ<  jx  — aj<5  | 

Note  que  sen  — 1,  entao  x = x e a — a,  e (5)  e exatamente  a defini^ao  do  limite  para 
as  fun^oes  de  uma  unica  variavel  simples.  Para  o caso  n — 2,  temos  x = (x,  y), 
a = {a,  b)  e jx  - a | = y(x — a) ’ TljT~  fi)2,  de  modo  que  (5)  se  toma  a Defini^ao  1. 

Se  n — 3,  entao  x — (x,  y,z),  a = {a,  b,  c),  e (5)  e a definite  de  limite  de  uma  fun^ao 
de  tres  variaveis.  Em  cada  caso  a definigao  de  continuidade  pode  ser  escrita  como 

lim/(x)“/(a)  | 


ExercScios 


1.  Suponha  que  lim<*,}.)->o, » /fe  >0  “*  6.  O que  podemos  dizer  do 

valor  de  /( 3,  1)?  E se  a fun^ao / for  continua? 

2.  Explique  por  que  cada  fun^ao  e continua  ou  descontmua. 

(a)  A temperatura  externa  como  fun$ao  da  latitude,  longitude 
e tempo. 

(b)  Eleva^ao  (altura  acima  do  nivel  do  mar)  como  fun^ao  da 
longitude,  latitude  e tempo. 

(c)  Gusto  da  tarifa  do  taxi  como  fun$ao  da  distancia  percorrida 
e tempo  gasto. 

3-4  Q Utilize  a tabela  de  valores  numericos  de/ (x,  y)  para  (x,  >>) 
perto  da  origem  para  conjecturar  sobre  o limite  d e/(x,  y)  quando 
(x,  y)  —>  (0,  0).  Em  seguida  explique  por  que  sua  afirmagao  esta 


3.  /fey) 


o 3 , 3 2 

*7  + *7 
2 — xv 


4-  /fey)- 

x*  + 2y 


5-28  □ Determine  o limite,  se  existir,  ou  mostre  que  o limite  nao 


5.  lim  (x5  + 4x3>’  - 5xy2)  6.  lim  xycos(x-2y) 

(j,  >•)  — »{5,  -2)  U y ) -»  (&. 3) 

x2  „ x2+sen2y 

W-  lim  — 2 •••••)•  8.  lim  - 2 2 

(jc, jj o)  x2  + y tey)-(o.o)  2x  + y 


* xy  cos  y 

S.  iim  —Z r 

(-T.  y)  — > (G,  G)  3x  + v 


..  2x2y 

13.  Iim  

(x,y)-+(Q,Q)  X 4 + y~ 


6 x3y 

10.  lim  —z — " — 7 

U>-)~»<0.0)  2x  + y 

4 4 

x “ y 

>(0,  o)  x + y“ 

4_  ..  x2sen2y 

14.  lim  — r r^r 

(x.y)^(0,Q)  X 2 + 2y 


15.  lim 

O,  v)—*{0, 0)  Jx 7 


x"  + y2 


16.  lim  ■ ■ v « 

(jf. >')— *(0. 0)  xl  + >■ 

17.  lim  e'~xyscn(7rzj2) 

(x,  y,  r)  — * (3. 0.  1} 

x2  + 2y2  + 3z2 

18.  Iim  \ z x~ 

(t,  V,  0. 0}  X + y + zx 

xy  + yz2  + xz2 

19.  lim  — y t~ 

(0.0.0)  X“  + y + z 

xv  + yz  + zx 

20.  lim  — y r zr 

(x,  y,  z)  — * (0, 0. 0)  x~  "by  + Z 


| 21-22  □ Utilize  um  grafico  feito  por  eomputador  para  explicar  por 
que  o limite  nao  existe. 

2x2  + 3xy  + 4y2 

21.  lim  y ^ 

3x“  + 5v" 


X\- 

22  pm  __i — _ 

{*-.>•) ->(0.0)  X + V 


23-24  □ Detennine  h(x,  y)  ==  g(f(x,  y))  e o conjunto  no  qual  h e 
continua. 

HI  git)  — v + Vfi  /fe  y)  = 2x  + 3y  — 6 
Jt  - 1 

24.  g(t)  = + j , f(x,  y)  = x2  - y 


fe  V SI  fe'..  ESfcv&l  ■'  : & 
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25  -28  o Trace  o grafico  da  fun^ao  e observe  onde  ela  e descontfnua. 
Em  seguida  utilize  formulas  para  explicar  o que  voce  observou. 


25.  f(x,  y)  = e 1 


1 /(*,>’) 


21-36  G Determine  o maior  conjunto  no  qual  a funcao  e continua. 
w V . SenUv)  „„  , X - V 


27.  F(x,y)  - 

e - y 

29.  F(x,  >•)  — arctgfx  4-  y'y) 

31.  G(x, }’)  — ln(x2  4-  y2  — 4) 

32.  G(x,  y)  — -sen ~ ! (x 2 4-  y ” ) 


33.  fix,  y,  z) 


x"  ~ y + 


28.  F(x,  y)  ~ -••••- v f . 

{ + x"  4-  y~ 

30.  Fix,  y)  ==  ex  ■'  4~  yOt-  + y~ 


34.  f(x,  y,  z)  = V-v  + >■  + z 


*/(*,»-  tey  se<*5,)’‘(0’0) 

1 se  (jc,  >-)  - (0,  0) 


36.  fix,  y)  = < x2  + xy  + )’ 


~j  se  (x,  y)  y (0,  0) 


se  (x,  y)  — (0,  0) 


37-38  □ Utilize  as  coordenadas  polares  para  determinar  o limite. 
[Se  (r,  6)  sao  as  coordenadas  polares,  o ponto  (x,  y)  com  r 2=  0, 
note  que  r — » 0’  quando  (x,  y)  — » (0,  0).] 

Wx  lim 

(jt.y)  — (o,o>  x~  4-  yl 

38,  lim  (x2  4-  y2)  ln(x2  4-  y2) 

f x.  v }•■■■*  (0,  0j 


39.  Utilize  as  coordenadas  esfericas  para  achar 

lim  , ■*??  , 

(jc.  v.  — » (o,  o.  o)  x “ 4”  y ~ 4*  z ’ 

40,  No  imcio  dcsta  segao  consideramos  a funcao 


f(x,y) 


sen(x2  4-  y2) 


e adivinhanios  que  fix,  y)  1 quando  (x,  y)  ->  (0,  0)  com 
base  em  evidencias  numericas.  Utilize  as  coordenadas  polares 
para  comprovar  o valor  do  limite.  Em  seguida,  fa^a  o grafico 
da  fungao. 

41.  Mostre  que  a funcao / dada  por  f(x)  = | x j e continua  em  R". 
[Dica:  Considere  |x  - a|2  — (x  - a)  • (x  - a).] 

42.  Se  c G Vn,  mostre  que  a fun?ao  / dada  por  /(x)  = c-  xe 
continua  em  R ", 


| 


; 


Derivadas  Parciais 


Em  um  dia  quente,  a umidade  muito  alta  aumenta  a sensa^ao  de  calor,  ao  passo  que,  se  o 
ar  esta  muito  seco,  ternos  a sensaijao  de  temperatura  mais  baixa  do  que  a que  o termometro 
indica.  O Service  Nacional  de  Meteoroiogia  norte-americano  criou  um  mdice  de  calor 
(tambem  chamado  mdice  de  temperatura-umidade,  ou  Umidex,  em  alguns  paises)  para 
descrever  os  efeitos  combinados  de  temperatura  e umidade.  O indice  de  calor  16  a tempe- 
ratura que  corresponde  a sensa^ao  de  calor  quando  a temperatura  real  6 T e a umidade 
relativa  do  ar,  H.  Assim  / e uma  funcao  de  T e de  H,  e podemos  escrever  1 = f(T,  H ).  A 
tabela  de  valores  de  1 a seguir  e extraida  de  uma  tabela  compilada  pelo  Servigo  Nacional 
de  Meteoroiogia. 


TABELA  1 Indice  de  calor  / como  funcao  da  temperatura  e umidade 


Umidade  relativa  (%) 
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Se  nos  concentrarmos  na  coluna  assinalada  da  tabela  que  corresponde  a umidade  rela- 
tiva de  H — 70%,  consideraremos  o indice  de  caior  como  funcao  da  unica  variavel  T para 
um  valor  fixo  de  H.  Varaos  escrever  g(T)  ~ f(T,  70).  Assim  g{T)  descreve  como  o fndice 
/ de  caior  aumenta  com  a eleva?ao  da  temperatura  T para  urn  a umidade  relativa  de  70%.  A 
derivada  de  g quando  T = 96  °F  e a taxa  de  variacao  de  / com  relagao  a T quando 
r=96°F: 


„„„  3(96  + h)  - 9(96)  /(96  + h,  70)  - /(96, 70) 

q (96)  = hm ; — lim - 

h—*Q  h fi-*0  h 


Podemos  aproximar  seu  valor  usando  a Tabela  1 tomando  h = 2 e —2: 


#'’(96) 


#(98)  - g(96)  __  /( 98,  70)  - /( 96,  70)  = 133  - 125 
2 2 2 


#'(96) 


#(94)  - #(96)  /( 94, 70)  - /( 96,  70)  118  - 125 


3,5 


Tomando  a media  desses  valores,  podemos  dizer  que  a derivada  #'(96)  e aproximadamente 
3,75.  Isso  significa  que,  quando  a temperatura  real  e de  96  °F  e a umidade  relativa  e de 
70%,  o mdice  de  caior  aumenta  a sensafjao  de  temperatura  de  3,75  °F  para  cada  grau  que 
a temperatura  real  aumenta! 

Olhemos  agora  para  a linha  assinalada  da  Tabela  1 , que  corresponde  a temperatura  fixa 
de  T = 96  °F.  Os  numeros  da  linha  correspondem  aos  valores  da  funsao  G(H)  = /( 96,  H), 
que  descrevem  como  o mdice  de  caior  sobe  com  o aumento  de  umidade  relativa  H quando 
a temperatura  real  e de  T = 96  °F.  A derivada  dessa  fun9ao  quando  H = 70%  e a taxa  de 
variaijao  de  I com  rela9§o  a H quando  H — 70%: 

..  G(70  + h)  ~ G(70)  /(96,70  + A)-/(96.70) 

G (70)  = lim = lim 


Tomando  h — 5 e ~5,  aproximamos  o valor  de  G'(70)  usando  os  valores  tabelados: 


G'(70) 

G'(70) 


G(75)  - G(70)  _ /(96,  75)  -/(96,70)  _ 130  - 125 
5 5 5 

G(65)  - G(70)  __  /( 96,65)  ~/(96,70)  121  - 125 


Tomando  a media  desses  valores  obtemos  uma  estimativa  para  G'(70)  ~ 0,9.  Isso  nos  diz 
que,  quando  a temperatura  e de  96  °F  e a umidade  relativa  e de  70%,  o mdice  de  caior 
aumenta  em  cerca  de  0,9  °F  para  cada  ponto  porcentual  que  a umidade  relativa  aumenta. 

Em  geral,  s e/e  uma  funcao  de  duas  variaveis  x ey,  suponha  que  deixemos  somente  x 
variar  enquanto  mantemos  fixo  o valor  de  y\  por  exemplo,  fazendo  y = b,  onde  b e uma 
constante.  Estaremos  entao  considerando,  realmente,  uma  funcao  de  uma  dnica  variavel  v, 
a saber,  #( x)  = f(x,  b).  Se  # tern  derivada  em  a , nos  a chamaremos  derivada  parcial  de / 
em  relacao  a x em  (a,  b)  e a denotaremos  por  fx(a , b).  Assim, 

(20  ; fM,  b)  = g'{a)  onde  g(x)  = fix,  b) 


k i 


vm*,. 
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Pela  definite  de  derivada,  temos 


//  \ g(a  + h)  - g(a) 

g (a)  = hm 

k -»o  h 


e assim  a Equacao  1 fica 


fx{a,  b)  — lim  — ~ 
k — 0 h 


Da  mesma  forma,  a derivada  parcial  de / em  rela^ao  a y em  ( a , b },  denotada  por  fy(a,  b), 
e obtida  mantendo-se  x fixo  (x  = a)  e determinando-se  a derivada  ordinaria  em  b da 
funyao  G(y)  =f(a,y): 


fy(a,  b) 


lim 


f{a,b  4-  h)  - f (a,  b ) 


Com  essa  nota^ao  para  as  derivadas  parciais,  podemos  escrever  as  razoes  de  varia9ao 
do  fndice  de  calor  I com  rela^ao  a temperatura  real  T e umidade  relativa  H quando 
T — 96  °F  e H — 70%  como  se  segue: 


M 96,  70}  - 3,75  /w(96,  70)  - 0,9 

Se  agora  deixamos  o ponto  (a,  b ) variar  nas  Equa^oes  2 e 3,  f e fyse  tomam  fun^oes 
de  duas  variaveis. 


; 

{ 


j [4]  Se/e  uma  fun9ao  de  duas  variaveis,  suas  derivadas  parciais  sao  as  fur^oes  { 
I />  e fy  definidas  por 


\ 

i 


M,G  4)  — lim 


/(-*  + h.  y)  - f{x,  y) 
h 


*-*  o h 


Existem  diversas  nota9oes  altemativas  para  as  derivadas  parciais.  Por  exemplo,  em  vez 
de  fx,  podemos  escrever  f ou  DKf  (para  indicar  a diferencia9ao  em  rela9ao  a primeira  va- 
riavel)  ou  df/dx.  Mas  df/dx  nao  pode  ser  interpretada  como  a razao  dos  diferenciais. 


1 

\ nota^ao  para  as  Derivadas  Parciais  Se  z = f(x,  j),  escrevemos 
! - , \ r Bf  d dz 

Mx • -v)  - ■ f-  ~ & = te 

! n,  \ r df  Q dz 

Mx,  y)=ft  = — = — /(*,  y)  = — = f2  _ D;/  = DJ 
i oj  oy  oy 


Jbfc. 


V.,M 
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Tt 


(a,  b,  0) 

FIGURA  1 


As  derivadas  parciais  de/  em  (a,  b)  sao 
as  inclinagoes  das  retas  tangentes 
C,  e C2. 


Para  calcular  as  derivadas  parciais,  tudo  o que  temos  a fazer  e nos  lembrarmos  de  que 
da  Equacao  1 a derivada  parcial  com  relaqao  area  derivada  ordinaria  da  fun^ao  g de  uma 
unica  variavel  obtida,  mantendo-se  fixo  o valor  de  y.  Entao,  temos  a seguinte  regra. 


ftegra  para  Dsterminar  a Derivada  Parcial  de  2 — f(x,  y) 

1.  Para  achar  /,  olhe  y como  uma  constante  e diferencie  fix,  y)  com  relaqao  a x. 

2.  Para  achar  fy,  olhe  x como  uma  constante  e diferencie  fix,  y)  com  relagao  a >!. 


EXEMPLO  1 □ Se  fix,  y)  = x3  + xV’  - 2y2,  determine  fx( 2,  1)  e fy(2,  1). 

SOLUQAO  Mantendo  v constante  e diferenciando  em  rela^ao  a x,  obtemos 

fx(x,y)  = 3x2  4-  2xyJ 

e assim  fx( 2,  1}  — 3 * 22  + 2 • 2 • 1 ’ = 16 

Mantendo  x constante  e diferenciando  em  relacao  a y,  obtemos 

fy(x,  y ) = 3x2y2  - 4y 

fy(2,  1)~3*22*!2  — 4 - 1 — 8 

ILJ  Interpreta^ao  das  Derivadas  Parciais 

Para  dar  uma  interpretaqao  geometrica  para  as  derivadas  parciais,  lembremo-nos  de  que  a 
equacao  z = f(x,  y)  representa  a superficie  S (o  grafico  de  f).  Se  /(a,  b)  = c , entao  o ponto 
P(a , 6,  c)  pertence  a S.  Fixando  v — b,  restringimos  nossa  atenqao  a curva  C 1 na  qual  o 
piano  vertical  y — b intercepta  S.  (Ou  seja,  C|  e o traqo  de  S no  piano  y — b.)  Da  mesma 
forma,  o piano  vertical  x — a intercepta  S na  curva  C?.  As  curvas  C\  e C2  passam  pelo 
ponto  P (veja  a Figura  1). 

Note  que  a curva  Ci  € o grafico  da  funqao  <?(x)  ~ fix,  b),  de  modo  que  a inclinaqao  da 
tangente  T\  em  P e g'(a)  — fx(a , b).  A curva  C2eo  grafico  da  funcao  G(y ) = fia,  y),  de 
modo  que  a inclma§ao  da  tangente  T2  em  P e G’(b)  — fy{a,  b). 

Entao,  as  derivadas  parciais  Ma,  b)  e fy(a,  b)  podem  ser  interpretadas  geometricamente 
como  as  inclinaqoes  das  retas  tangentes  em  P(a,  b , c)  aos  traqos  C-L  e C2  de  S nos  pianos 
y = b e x — a. 

Como  vimos  no  caso  da  funqao  indice  de  calor,  as  derivadas  parciais  podem  ser  inter- 
pretadas como  taxas  de  variagdo.  Se  z = fix,  y),  entao  dzf  dx  representa  a taxa  de  variaqao 
de  z com  relagao  a x quando  y e mantido  fixo.  Da  mesma  forma,  dzj dy  representa  a taxa 
de  variaqao  de  z em  relaqao  a y quando  x e mantido  fixo. 

EXEPPtO  1 o Se  fix,  y)  = 4 — x2  — 2y2,  ache  ffl,  1)  e fy(  1,  1)  e interprete  esses 
numeros  como  inclinaqoes. 

SOLUQAO  Temos 


.fix,  y)  = — 2x  f,ix,  y)  = -Ay 

Ml,  1)  - -2  Ml,  1)  - ~4 

O grafico  de/e  o paraboloide  z — 4 - x2  - 2y2,  e o piano  vertical  y = 1 intercepta-o 
na  parabola  z = 2 — x2,  y = 1.  (Como  na  discussao  precedente,  indicamos  por  C\  na 
Figura  2.)  A inclinaqao  da  reta  tangente  a parabola  no  ponto  (1,  1,  1)  e //l,  1)  — -2. 


FIGURA  4 


James  Stewar!  CAPITULG  14  DERIVAOAS  PARCIAIS  □ 911 

Da  mesraa  forma,  a curva  C2  na  qua!  o piano  x — 1 intercepta  o paraboloide  e a parabola 
2 = 3 — 2y2,  x — 1,  e a inclinagao  da  reta  tangente  em  (],  1,  1)  e /V(L  1)  — —4.  (Veja  a 
Figura  3.) 


FIGURA  2 FIGURA  3 

A Figura  4 nos  mostra  o grafico  desenhado  pelo  computador  correspondente  a Figura  2. 
A Parte  (a)  exibe  o piano y = 1 interceptando  a superficie  para  formar  a curva  C i,  e a Parte 
(b)  mostra  C\  e T\.  [Usamos  a equafao  vetorial  r(f)  — {t,  1, 2 — t2)  para  C\  e 
r(/)  = (1  4-  t,  1,  1 — 2f)  para  7i.]  Do  mesmo  modo,  a Figura  5 corresponde  a Figura  3. 


F I IJ  U H A G 
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Se  fix,  y) 


, calcule 


dy 


S01UQA0  Usando  a Regra  da  Cadeia  para  a fun^ao  de  uma  variavel,  temos 


dx 


A 

dx  \ 1 + V / 


= COS 


1 -P  y 


_J 

1 ~t~  y 


.1  Aigurts  sistemas  aigebricos 
computacionais  pGdem  plotar 
superficies  definidas  por  equapoes 
impSfcitas  com  tres  variaveis.  A Figure  6 
mostra  o desenho  da  superficie  defimda 
implicitamente,  dada  no  Exempio  4. 


FiGURA  6 


dy 


cos 


± 

* )-  . J 

* ) 

X 

ay  { 

J COS  I 

1 + V / \ 

1 + yj 

( 1 + v)2 

SXEMFLy  ; Determine  dz/dx  e dz/dy  se  z e definido  implicitamente  como  uma 
funcao  de  x e pela  equapao 


x3  4-  y3  + 23  + 6xyz  — 1 

SOLUQAO  Para  achar  dz/dx , derivamos  implicitamente  em  rela9ao  a x,  tomando  o 
cuidado  de  tratar  y como  constante: 


3x2  + 3z2 F 6vz  + 6xy  — — 0 

djc  ' dx 

Resolvendo  essa  equa^ao  em  relatjao  a dzj dx,  obtemos 

dz  ___  x2  + 2 yz 

dx  z1  + 2 xy 

Da  mesma  forma,  derivando  implicitamente  em  rela^ao  a y temos 


dz  y2  + 2x1 

dy  z2  + 2 xy 


J Funcao  de  Mais  do  Que  Duas  Variaveis 

Derivadas  parciais  podem  ser  definidas  para  fun^Ses  de  tres  ou  mais  variaveis.  Por  exem- 
plo,  s e/e  uma  funcao  de  tres  variaveis  x,  y e z,  entao  sua  derivada  parcial  em  rela9§o  a x 
e definida  como 


Mx,  y , *) 


Urn 


f(x  + h,  y,  z)  ~~  fix , >’,  z) 
h 


e pode  ser  encontrada,  olhando-se  y e z como  constantes  e diferenciando-se  f(x,  y,  z)  com 
rela9ao  a x.  Se  w = fix,  y,  z),  entao  fx  = dw/dx  pode  ser  interpretada  como  a taxa  de  va- 
ria9ao  de  w em  rela9ao  a x quando  yez  sao  mantidos  fixos.  Entretanto,  nao  podemos  inter- 
pretar  geometricamente,  porque  o grafico  de/pertence  ao  espa9o  de  dimensao  quatro. 

Em  geral,  se  u e uma  fun9ao  de  n variaveis,  u = f(x i,  x2, . . . , xj;),  sua  derivada  parcial 
em  rela9ao  a i-esima  variavel  x,  e 


dli  /(Xi,  • ■ • , Jfi-U  Xi  + K X/fj, 

— pm  ^ — 

dXi 


• ■ > xn ) f \ X ) , . 

Y~ 


Xi,  x„) 


m,  iteii 
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e podemos  escrever 


du  df 

dXi  dxi 


Df 


EXEMPLO  8 u Determine  fx,  e f se  f{x,  y,  z ) — exy  In  2. 

SOLUQAO  Mantendo  eonstantes  yeze  diferenciando  em  reiagao  a x,  temos 

fx  = yexy  In  z 

£ A' 

Da  mesma  forma,  fy  — xexy  In  z e f?  — — — 


1 Derivadas  de  Maior  Ordem 


Se/ e uma  fungao  de  duas  variaveis,  suas  derivadas  pareiais  fx  e fy  sao  fungoes  de  duas  va- 
riaveis, de  modo  que  podemos  considerar  novamente  suas  derivadas  pareiais  (fx)x,  (/,),, 
(fyh  e (fy)y,  chamadas  derivadas  pareiais  de  segunda  ordem  de  / Se  z — /(x,  y),  usamos 
a seguinte  notagao: 


(fx)x  = fxx 


~~Jn 


d_ 

dx 


(fx) y  ~~  fxy  ~ f\2  — 

(fy) *  = fy- x - 

(/,)>■  = />,  =fn  - 


3/ 


Ov 

\ Ox 

-Li 

dl 

\ dy . 

« 1 

( df 

dv  1 

\dy , 

d2f 

dh 

dx2 

dx2 

d2f 

d2z 

dy  dx 

dy  dx 

d2f 

d2z 

dx  dy 

dx  dy 

d2f 

d2z 

dy 2 

dy2 

Portanto  a notagao  fxy  (ou  d2ff  dy  dx)  significa  que  primeiro  derivamos  com  reiagao  are 
depois  em  reiagao  a y,  ao  passo  que  no  calculo  de  fyx  a ordem  e invertida. 


EXEMPLO  6 o Determine  as  derivadas  pareiais  de  segunda  ordem  de 


f(x,y)  = x~  + ~ 2y2 


SOLUQAO  No  Exemplo  1 achamos  que 

fx(x,  y)  — 3x2  + 2 xv3 

Logo, 

fxx  = ~r~  {3x2  + 2xy:i)  = 6x  + 2y3 
ox 

fyx  = (3 ary2  - Ay)  = 6xy2 

ox 


fix,  y)  = 3x2y2  - Ay 


fxy  — ~ (3x2  + 2xj3)  = 6xv2 

fy 

fyy  = ~~  (3x2y2  - 4v)  = 6x2>>  - 4 
dy 
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O A Figura  7 mostra  o grafico  da 
funcao/do  Exempio  6 e os  graftcos  de 
suas  derivadas  parciais  de  primeira  e 
segunda  ordens  para  -2  « x « 2, 

-2  y 2.  Note  que  esses  grafscos 
sao  consistentes  com  nossa  interpre- 
tagao  de  /«  e f-  como  inclinagao  da  reta 
tangente  aos  tracos  do  grafico  de/. 

Por  exempio;  o grafico  de/ decresce 
se  iniciamos  em  (0,  -2)  e nos  move- 
mos  no  sentido  de  x positive.  Isso  e 
refietido  nos  valores  negativos  de  /. 
Devemos  comparar  os  grabcos  de  /«  e 
/>:  com  fy  para  ver  as  relagoes. 


/ 


2 7 


FIGURA  7 


Note  que  fxy  = fyx  no  Exempio  6.  Isso  nao  e so  uraa  coincidencia.  As  derivadas  parciais 
mistas  fxy  e fyx  sao  iguais  para  a maioria  das  fun^oes  que  encontramos  na  pratica.  O pro- 
ximo teorema,  do  matematico  frances  Alexis  Clairaut  (1713-1765),  fomece  condi^oes  sob 
as  quais  podemos  afirmar  que  fxy  = fyx.  A prova  e feita  no  Apendice  F. 


□ Alexis  Clairaut  foi  uma  crianpa 
prodigio  na  matematica:  aos  10  anos 
!eu  o texto  de  catculo  de  L’ Hospital,  e 
aos  13  apresentou  um  artigo  sobre 
geometria  na  Academia  Francesa  de 
Ciencias.  Aos  18  anos  Clairaut  publicou 
Recherches  sur  les  coufbes  a double 
courbure,  o primeiro  tratado 
sistematico  em  geometria  anaii't-ca 
tridimensional,  em  que  incluiu  o caicuio 
de  curves  espaciais. 


Teorema  de  Clairaut  Suponha  que/seja  definida  em  uma  bola  aberta  D que  con- 
tenha  o ponto  (a,  b).  Se  as  fungoes  fxy  e fyx  forem  ambas  contmuas  em  D,  entao 

fxy(a,  b)  = fyx(a,  b) 


As  derivadas  parciais  de  ordem  3 ou  maior  tambem  podera  ser  definidas.  Por  exempio, 

, y _ 9 ( \ _ ay 

hyy  \Jxy)y  dy\dydxJ  Qyl  fa 


-Ja®.: 
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e usando  o Teorema  de  Clairaut  podemos  mostrar  que  fxyy  = fyxy  — fyyx  se  essas  fun^oes 
forem  contmuas. 


EXE^PIQ  7 o Calcule/^se  f(x,y,  z)  - sen(3x  + yz). 

SOLUgAO  fx  — 3cos(3x  + yz) 

fxx  — “ 9 sen(3x  + yz) 
fxxy  — ~~9z  C0S(3JC  + yz) 
fxxy?  = -9  cos(3x  + yz)  + 9yz  sen(3x  + yz) 


S3  Equates  Diferenciais  Parciais 

As  derivadas  parciais  ocorrem  em  equagdes  diferenciais  parciais  que  exprimem  algumas 
leis  ffsicas.  Por  exemplo,  a equa9ao  diferencial  parcial 

d2U  d2U 

— _ _| — = o 

dx~  dy2 


e denominada  equa^ao  de  Laplace  em  homenagem  a Pierre  Laplace  (1749-1827).  As 
solu^oes  dessa  equa9ao  sao  chamadas  fungdes  harmonicas  e sao  muito  importantes  no 
estudo  de  condugao  de  calor,  escoamento  de  fluidos  e potencial  eletrico. 


EXEIVIPtO  8 □ Mostre  que  a fungao  u(x,  y)  = <?*seny  e solugao  da  equagao  de  Laplace. 
SOLUQAQ  ux  — ex  seny  uy  = excosy 

uxx  = e 1 sen y uyy  = —ex  smy 

Uxx  + Uyy  ~ ex  seny  — ex  seny  = 0 

Portanto,  u satisfaz  a equagao  de  Laplace.  I 


A equagao  da  onda 


d2 u _ 2 d2u 

dt2  ~~  a dx2 


descreve  o movimento  de  uma  onda,  que  pode  ser  do  mar,  de  som,  luminosa  ou  se 
movendo  em  uma  corda  vibrante.  Por  exemplo,  se  u(x,  t)  representa  o deslocamento  da 
corda  vibrante  de  violino  no  instante  tea  distancia  x de  um  dos  tenninos  da  corda  (como 
na  Figura  8),  entao  u(x,  t)  satisfaz  a equagao  da  onda.  A constante  a depende  da  densidade 
da  corda  e da  tensao  aplicada  nela. 


EXEMPLO  § □ Verifique  que  a fungao  u(x,  t)  — sm(x  — at)  satisfaz  a equagao  da  onda. 
SOLUgAO 

ux  — cos(x  - at)  — ~sen(x  — at) 

U[  = — acos(x  — at)  u„  = — a2sen.(x  — at)  — a2Urx 

Entao  u satisfaz  a equagao  da  onda.  j 
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. A Fungao  de  Produgao  de  Cobb-Douglas 

No  Exemplo  3 da  Segao  14. 1 descrevemos  o trabalho  de  Cobb  e Douglas  para  modelar  a pro- 
dugao total  P de  um  sistema  economic©  como  fungao  da  quantidade  de  trabalho  L e do  ca- 
pital investido  K.  IJsaremos  agora  as  derivadas  parciais  para  mostrar  como  a forma  particu- 
lar de  modelo  que  eles  tomaram  segue  de  certas  hipoteses  que  eles  fizeram  sobre  economia. 

Se  a fungao  de  produgao  e denotada  por  P = P(L.  K ),  a derivada  parcial  dPf  dL  e a taxa 
de  variagao  da  produgao  em  relagao  h quantidade  de  trabalho.  Os  economistas  chamam 
isso  de  produgao  marginal  em  relagao  ao  trabalho,  ou  produtividade  marginal  do  trabalho. 
Da  mesma  forma,  a derivada  parcial  dPjdK  e a taxa  de  variagao  da  produgao  em  relagao 
ao  capital  investido,  e e denominada  produtividade  marginal  do  capital.  Nesses  termos,  as 
hipoteses  feitas  por  Cobb  e Douglas  podem  ser  estabelecidas  da  seguinte  forma: 

(i)  Se  ou  o trabalho  ou  o capital  desaparecem,  o mesmo  acontece  com  a produgao. 

(ii)  A produtividade  marginal  do  trabalho  e proporcional  & quantidade  de  produgao 
por  unidade  de  trabalho. 

(iii)  A produtividade  marginal  do  capital  e proporcional  h quantidade  de  produgao 
por  unidade  de  capital. 

Como  a produgao  por  unidade  de  trabalho  6 PjL,  a hipotese  (ii)  diz 

dP  .P 

dL  L 

para  alguma  constante  a.  Se  mantivermos  K constante  ( K = Ko ),  entao  essa  equagao  dife- 
rencial  parcial  se  transforma  na  equagao  diferencial  ordinaria: 


Se  resolvermos  essa  equagao  diferencial  separavel  pelos  metodos  da  Segao  9.3  (veja  tam- 
bem  o Exercicio  75),  obteremos 

S P(L,  Ko)  - C\{Ko)La 

Note  que  escrevemos  a constante  Ci  como  fungao  de  Ko  porque  ela  pode  depender  do  valor 
de  ^o- 

Igualmente,  a hipotese  (iii)  diz  que 

dP  _ P 
dK  ~~  P K 

e podemos  resolver  essa  equagao  diferencial  obtendo 
0 P(Lo,  K)  = C2(Lo)K» 


Comparando  as  Equagoes  6 e 7,  temos 

[1]  P(L,  K ) * bLnKt 
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onde  b e uma  constante  independence  de  L e de  K.  A hipotese  (i)  mostra  que  g > Oq  j3  > 0. 

Note  da  Equaqao  8 que,  se  o Ciabalho  e o capital- sao  ambos  aumentados  por  uni  fa- 
tor  m,  temos 


P(mL,  mK)  = bimLY'imK'f  — — ma+i3P{L,  K ) 

Se  a 4-  /3  — 1,  entao  P(mL,  mK)  — mP(L , K),  o que  significa  que  a producao  tambem  e 
aumentada  pelo  fator  m.  Essa  e a razao  pela  qua!  Cobb  e Douglas  supuseram  que 
a + = 1 e portanto 


P(L  K)  - bL*Kl~‘ 

Essa  e a fun^ao  de  produgao  discutida  na  Secao  14.  L 


1*  A temperatura  T de  uma  localidade  do  Hemisferio  Norte 
depende  da  longitude  x,  da  latitude  y e do  tempo  t,  de  modo 
que  podemos  escrever  T — fix,  y,  t).  Vamos  rnedir  o tempo  em 
horas  do  principio  de  janeiro. 

(a)  Qual  e o significado  das  derivadas  parciais  ST/ax,  dT/dy  e 
dT/dt? 

(b)  Honolulu  tern  longitude  de  158  °W  e latitude  de  21  °N. 
Suponha  que  as  9 horas  em  Is  de  janeiro  esteja  ventando 
do  noroeste  uma  brisa  quente,  de  forma  que  a oeste  e a sul 
o ar  esteja  quente  e a norte  e leste  o ar  esteja  frio.  Voce 
esperaria  C(158,  21,  9),  ^.(158,  21,  9)  e /i(158,  21,  9) 
serem  positivos  ou  negativos?  Explique. 

2.  No  come50  desta  se^ao  discutimos  a fun9&o  / — f(T,  H),  onde 
I era  o fndice  de  calor,  T,  a temperatura;  e H.  a umidade  rela- 
tiva.  Utilize  a Tabela  1 para  estimar  fT( 92,  60)  e fH{ 92,  60). 
Quais  sao  as  interpretaqoes  praticas  desses  valores? 

3.  O fndice  sensa^ao  termica  W e a temperatura  que  se  sente 
quando  a temperatura  real  for  T e a rapidez  do  vento,  v, 
portanto  podemos  escrever  W — f(T,  v).  A Tabela  de  valores  a 
seguir  foi  extrafda  da  Tabela  1 da  Seqao  14.1. 


Velocidade  do  vento  (km/h) 


'~'\v 

T : 

20 

30 

40 

50 

60 

nr] 

“10 

- 18 

- 20 

- 21 

- 22 

- 23 

- 23 

- 15 

- 24 

- 26 

- 27 

- 29 

- 30 

- 30 

-20 

- 30 

- 33 

- 34 

- 35 

- 36 

- 37 

—25 

- 37 

- 39 

- 41 

3 

- 43 

- 44 

(a)  Estime  os  valores  de/r(”  15,  30)  e /„(— 15,  30).  Quais  sao 
as  interpreta^oes  praticas  desses  valores? 


(b)  Em  geral,  o que  se  pode  dizer  sobre  o sinal  de  dWjdT 
e dW/dvl 

(c)  Qual  parece  ser  o valor  do  seguinte  limite? 

diV 

li  m 

* dv 

4.  A altura  h das  ondas  em  mar  aberto  depende  da  velocidade  v 
do  vento  e do  tempo  t durante  o qua!  o vento  se  manteve 
naquela  intensidade.  Os  valores  da  fungao  h — f(v,  t)  sao 
apresentados  em  pes  na  tabela. 


Duraqao  (horas) 


t 

V \ 

5 

10 

15 

20 

30 

40 

50 

10 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

15 

4 

5 

5 

5 

5 

5 

20 

5 

7 

8 

8 

9 

9 

9 

30 

9 

13 

16 

17 

18 

19 

19 

40 

j 4 

21 

25 

28 

31 

33 

33 

50 

19 

29 

36 

40 

45 

48 

50 

60 

24 

37 

47 

54 

62 

67 

69 

(a)  Qual  o significado  das  derivadas  parciais  dh/dv 
e dh/dtl 

(b)  Estime  os  valores  de  /,,(40,  15)  e f,(A0,  15).  Quais  sao  as 
interpretaqoes  praticas  desses  valores? 

(c)  Qual  parece  ser  o valor  do  seguinte  limite? 


/•->“  dt 
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5-6  0 Determine  os  sinais  das  derivadas  parciais  da  fun^ao  / cujo 
grafico  esta  mostrado. 


6.  (a)  £(-1,2)  (b)  fy(~l,  2) 

(c)  /„(-!,  2)  (d)  2) 


As  seguintes  superficies,  rotuladas  a,  b e c,  sao  graficos  de 
uma  fun<jao /e  de  suas  derivadas  parciais  £ e £.  Identifique 
cada  superffcie  e de  razoes  para  sua  escoiha. 


8.  E dado  o mapa  de  contomo  de  uma  fun9ao/.  Use-o  para  esti- 
mar  £{ 2,  1)  e £{ 2, 1). 


9.  Se  f(x,y)  = 16  - 4.x:2  - y%  determine  £(l,  2)  e £(1,  2)  e 
interprete  esses  numeros  como  inclina^des.  ilustre  ou  com  um 
esbo^o  a mao  ou  utilizando  o computador. 

10.  Se  fix, y)  = V4  “ x2  - 4v2,  determine  £(1,  0)  e £(1,  0)  e 
interprete  esses  numeros  como  indina^oes.  Ilustre  ou  com  um 
esbo^o  a mao  ou  utilizando  o computador. 

||  11-12  □ Determine  £ e f,  e faga  o grafico  de  /,  fx  e £ com 
dommios  e pontos  de  vista  que  permitam  ver  a relacao  entre  eles. 

11.  f{x , y)  — x2  4-  y 2 4-  x2y  12,  fix,  y)  = xe"x  -v 

13-34  □ Determine  as  derivadas  parciais  de  primeira  ordem  da 
fun^ao. 

13.  f(x,  y)  — 3x  - 2 y4 

14.  f(x,  y)  = x5  + 3x3y2  + 3xv4 

15.  z=xe3y  16. 

M f^y)=!LZj-  18. 

X + y 

19  w = sen  q,  cos  jg  20. 

21.  /(r,  5)  = r ln(r2  4-  s2)  22. 

23.  u ~ tewlt  24. 

25,  /(x,  y,  z)  — xyV  + 3yz  26. 

311  w — 1n(x  + 2y  + 3z)  28. 

29.  u — xe~!  sen  0 30. 

31,  /{x,  y,  z,  t)  = xyz2  tg(yf)  32. 

33.  U — -fx\  4'  X:;  -}■•-•  -f  X2 

34.  « =sen(xj  4-  2x2  4-  ■ ■ ■ 4-  nx„) 

35-38  □ Determine  as  derivadas  parciais  indicadas. 

35.  f(x,y)  — fx2  4-  y};  £(3,4) 

36.  / (x,  y)  =sen(2x  4-  3y);  fy(- 6,4) 

37.  f(x,  y,  z)  — x/(y  4-  z);  £(3,2,1) 

38.  /(«,  h?)  = w tg {uv)\  £(2,  0,  3) 

39-40  □ Use  a defmi^ao  de  derivadas  parciais  como  limites  (4) 
para  achar  £(x,  y)  e £(x,  y). 

39.  £(x,y)  = x2  - xy  4-  2y2  40.  £(x,  y)  — y/3x  — y 


z — y In  x 

£(x,y)=xy 

£(j,  f)  *"  ‘«2/(,5-2  4-  r2) 

/(x,  /)  = arctg(x£) 
fix,  y)  « Pcos(r2)  dt 

Jy 

fix,  y,  z)  — x1eyz 


w ~~  'ff.  1 4 ^ 4.  fi 
xy2 


U — X' 

fix,  y,  z,  t) 


1 + 2z 


41-44  □ Use  a diferencia^ao  implicita  para  determinar  dzfdx  e 
dz/dy. 

41.  x2  4-  y2  + z2  = 3xyz  42,  yz  = ln(x  4-  z) 

43,  x ~ z — arctg(yz)  fj|j  sen(xvz)  = x 4-  2y  + 3z 

45-46  □ Determine  dz/dx  e dz/3y. 

45.  (a)  z — fix)  4-  giy) 
m (a)  z = fix) giy) 

(c)  z — fix! y) 


(b)  z =/(x  4-  y) 
(b)  z =/(xy) 
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47-52  □ Determine  as  denvadas  parciais  de  segunda  ordem. 


47.  f{x,y)  — x4  — 3 xV5 
49.  2 = x/(x  + y) 

51.  M = e'fseni 


48.  /(x,  y)  — ln(3x  + 5y) 
50.  Z — y tg  2x 
52.  a — yx  4 y- 


53-56  c Verifique  se  as  conctusoes  do  Teorema  de  Clairaut  sao 
verdadeiras,  isto  e.  se  uxy  = uyx. 


53.  « — xsen(x  + 2y)  54  « — x4y2  “ 2xy:> 

55.  « — In  \!x2  + y~  56  u — xyey 

57-64  □ Determine  as  denvadas  parciais  indicadas. 

57.  f(x,y)  — 3xy4  + x3y2;  /v,,v,  /v,, 

58.  /(x,  r)  = xV"£t; 

59.  /(x,  y,  z)  - cos(4x  + 3y  + 2z);  />.„ 

60.  /{r,  x,  /)  = r lnir.v  V);  frss,  frst 

r d ''u 

61.  u = erB sen#;  — 7— 

drzd6 


62. 

63. 

64. 


Z = U\V  — W\ 
X 


d’z 

du  dv  div 
dzw 


y + 2z  ’ 


u - xay6zc; 


dz  dy  dx 
d6« 

dx  dy2  dz  i 


d3w 
dx2  dy 


Use  a tabela  de  valores  de  /(x,  y)  para  estimar  os  valores  de 
fx(3,  2),  /*(3,  2.2)  e /ty(3,  2). 


1,8 

2,0 

2,2 

2,5 

12,5 

10,2 

9,3 

3,0 

18,1 

17,5 

15,9 

3,5 

20.0 

22,4 

26,1 

66.  Sao  mostradas  as  curvas  de  nfvel  de  uma  fungao /.  Determine 
se  as  seguintes  denvadas  parciais  sao  positivas  ou  negativas  no 
ponto  P. 

(a)  fx  (b)  fy  (c)  /„ 

(d)  U (e) 


67.  Verifique  se  a fungao  u — e~a~k~‘ sen  kx  e solugao  da  equagao 
de  condugdo  do  calor  ur  — 

68.  Determine  se  cada  uma  das  seguintes  fungoes  e solugao  da 

equagao  de  Laplace  4-  = 0. 

(a)  u — x2  + y2 

(b)  u — x2  — y2 

(c)  u “ x3  + 3xy2 

(d)  « — In  Vx2  + y2 

(e)  « — sen  x cosh  y + cos  x senh  v 

(f)  u — e~x  cos  y — e~y  cos  x 

69.  Verifique  se  a fungao  u ~ 1/vx2  + y2  + z2  e a solugao  da 
equagao  de  Laplace  tridimensional  u„  + Uyy  + U,;  ~ 0. 

70.  Mostre  que  cada  uma  das  seguintes  fungoes  e a soiugao  da 
equagao  da  onda  u„  — a 2uxx. 

(a)  u “.sen  (Lx) stn(akt) 

(b)  u — t/(azt2  — x2) 

(c)  u — (x  - at)6  + (x  + at)6 

(d)  u =sen(x  — at)  + ln(x  + at) 

71.  Se  / e g sao  fungoes  duas  vezes  diferenciaveis  de  uma  unica 
variavel,  mostre  que  a fungao 

«(x,  t)  = /(x  + at)  + g(x  — at) 


6 solugao  da  equagao  de  onda  dada  no  Exercfcio  70. 

72.  Se  u - onde  a]  + a\  + • * • + a\  = I, 

mostre  que 

d2u  d2u  d2u 

~ r + ~~~ - + ■ * * q — = u 

dxi  dxi  dx„ 


73.  Mostre  que  a fungao  z = 

d3z  d2z 
dx2  dy 3 


xe7  -t-  ye  e uma  solugao  da  equagao 

d2z  a3z 


"I"  y 


r)x  oly2  ' dx2  dy 

74.  Mostre  que  a fungao  produgao  de  Cobb-Douglas  P = hLaKr> 
satisfaz  a equagao 

dP  ap 

^ — + % — • = (a  + j8)P 

C7jL  C'/^. 


75.  Mostre  que  a fungao  produgao  de  Cobb-Douglas  satisfaz 
P(L,  Kq)  ™ C^{Ko)La  resolvendo  a equagao  diferencial 

dP  P 
dL~~  a L 

(Veja  a Equagao  5.) 

76.  A temperatura  em  urn  ponto  (x,  y)  de  uma  placa  plana  de  metal 
6 dada  por  T(x,  y)  — 60/(1  + x2  + y2),  onde  T e medido  em 
°C  ex,  y em  metros.  Determine  a taxa  de  variagao  da 
temperatura  com  relagao  a distancia  no  ponto  (2,  1)  em  (a) 

a diregao  do  eixo  x e (b)  a diregao  do  eixo  y. 

77.  A resistencia  total  R produzida  por  tres  condutores  com 
resistencia  R],R2e  P3  conectados  em  paralelo  em  urn  circuito 
eletrico  e dada  pela  fdnmila 

J_  = J_  J_  J_ 

R Rt  + R2  + Rz 
Determine  BR/dRi. 


‘rf.'Sfc 


^4.  - 
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78.  A lei  dos  gases  para  uma  massa  fixa  m de  ura  gas  ideal  a tem- 
peratura  absoluta  T,  pressao  P e volume  V 6 PV  — mRT,  onde 
/fea  constante  do  gas.  Mostre  que 

dP  8V  dT  _ 
dV  dT  dP  ~ 

79.  Para  o gas  ideal  do  Exercfcio  78,  mostre  que 

. BP  av 
7 — — — = mR 
dT  dT 

80.  O indice  sensagao  termica  e modelado  pela  fungao 

W = 13,12  Hb  0,62157'-  1I,37»0-16  + 0,3965  Tv°'i6 

onde  Tea  temperatura  (°C)  e v,  a velocidade  do  vento  (km/h). 
Quando  T = — 15°C  e w = 30  km/h  quanto  voce  espera  que  a 
temperatura  aparente  caia  se  a temperatura  real  decrescer  em 
1°C?  E se  a velocidade  do  vento  aumentar  em  1 knj/h? 

81.  A energia  cinetica  de  um  corpo  com  massa  m e velocidade  v e 
K = \mv2.  Mostre  que 

dK  d2K  _ 
dm  dv 2 

82.  Se  a,  b e c sao  os  lados  de  um  triangulo  eA,BcC  sao  os 
angulos  opostos,  determine  dA/da,  dA/db  e dA/dc  pela 
diferenciagao  implicita  da  Lei  dos  Cossenos. 

83.  Foi  dito  que  existe  uma  fungao /cujas  derivadas  pareiais  sao 
fjx,  >’)  — x + 4 v e fy(x,  v)  — 3x  - y e cujas  derivadas  pareiais 
de  segunda  ordem  sao  contmuas.  Voce  deve  acreditar  nisso? 

1 84.  O paraboldide  z ==  6 ~ x - x1  ~ 2y2  intercepta  o piano  x ~ 3 
em  uma  parabola.  Determine  as  equacoes  parametricas  para  a 
reta  tangente  a essa  parabola  no  ponto  (1,2,  -4).  Use  um 
computador  para  fazer  o grafico  do  paraboloide,  da  parabola  e 
da  reta  tangente  em  uma  mesma  tela. 

85.  O elipsoide  4x2  + ly1  + a2  — 16  intercepta  o piano  y — 2 em 
uma  elipse.  Determine  as  equates  parametricas  da  reta 
tangente  a elipse  no  ponto  (1,2,  2). 

86.  No  estudo  de  penetragao  do  congelamento  achou-se  que  a 
temperatura  T no  instante  i (medido  em  dias)  a uma 


profundidade  x (medida  em  pes)  pode  ser  modelada  pela 
fungao 

T(x,t)  — T0  + 7'sc^‘sen(oj/  — Ax) 

onde  a»  — 2tt/365  e A e uma  constante  positiva. 

(a)  Determine  dT/dx.  Qual  seu  signiftcado  fisico? 

(b)  Determine  dT/dt.  Qua!  seu  significado  fisico? 

(c)  Mostre  que  T satisfaz  a equagao  do  calor  T , ~ kTu  para 
uma  certa  constante  k. 

(d)  Se  A = 0,2,  To  = 0 e 7j  ==  10,  use  um  computador  para 
tragar  o grafico  de  T(x,  t ) . 

(e)  Qual  e o significado  fisico  do  termo  — Ax  na  expressao 
senC^t  ~ Ax)? 

Utilize  o Teorema  de  Clairaut  para  mostrar  que,  se  a derivada 
parcial  de  terceira  ordem  de/6  contmua,  entao 

/<>>'  ” fyxy  ” fyy.c 

(a)  Quantas  derivadas  de  n-esima  ordem  tem  uma  funcao  de 
duas  variaveis? 

(b)  Se  essas  derivadas  pareiais  forem  continuas,  quantas 
distintas  existirao? 

(c)  Responda  a parte  (a)  da  questao  para  uma  fungao  de  tres 
variaveis. 

Se  f(xty ) — x(x2  + >’2)"3  V’e!,u'  -/  determine  /.(l,  0). 

[Dica:  Em  vez  de  achar  /,(x,  >0  primeiro,  note  que  e mais  facil 
utilizar  a Equacao  1 ou  a Equagao  2.] 

Se  /(x,  v)  — ^x3  + >'\  determine  /r( 0,  0). 

Seja 


xy  — x>’ 
x"  + y~ 


se  (x,  >’)  (0,  0) 

se  (x,  y)  — (0,  0) 


(a)  Use  um  computador  para  tracar  o grafico  de/. 

(b)  Determine  /(x,  >>)  e fy(x,  >■)  quando  (x,  y)  # (0,  0). 

(c)  Determine  fx{ 0,  0)  e f¥( 0,  0)  usando  as  Equagoes  2 e 3. 

(d)  Mostre  que  /7(0,  0)  = - 1 e fy.x{ 0,  0)  = 1. 

(e)  O resultado  da  parte  (d)  contradiz  o Teorema  de  Clairaut? 
Use  os  graficos  de  fxy  e fyx  para  ilustrar  sua  resposta. 


Pianos  Tangentes  e Aproxima^oes  Lineares 

Uma  das  ideias  mais  importantes  em  calculo  de  funcoes  com  uma  unica  variavei  e que,  a 
medida  que  ampliamos  o grafico  de  uma  fungao  diferenciavel  perto  de  um  ponto,  vendo 
cada  vez  uma  regiao  menor  do  todo,  esse  grafico  vai  se  tomando  indistingmvel  de  sua  reta 
tangente,  e podemos  aproximar  a fungao  por  uma  fungao  linear  (veja  a Segao  3.11  do 
Volume  I).  Desenvolvereraos  ideias  semelhantes  em  tres  dimensoes.  A medida  que  damos 
um  zoom  em  um  ponto  pertencente  a uma  superffcie,  que  e o grafico  de  uma  fungao 
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diferenciavel  de  duas  variaveis,  a superffcie  parece  mais  e mais  com  urn  piano  (seu  piano 
tangente)  e podemos  aproximar  a funcao,  nas  proximidades  do  ponto,  por  uma  funyao  li  - 
near de  duas  variaveis.  Estenderemos  tambem  a ideia  de  diferenciais  para  as  ['undoes  de 
duas  ou  mais  variaveis. 


FIGURA  1 

O piano  tangente  contem  as 
retas  tangentes  T\  e Ti 


Pianos  Tangentes 


Suponha  que  a superffcie  S tenha  equayao  2 — fix,  y),  onde  / tem  derivadas  parciais  de 
primeira  ordem  contfnuas,  e seja  P(x 0,  jo,  z0)  um  ponto  era  S.  Como  na  seyao  anterior, 
sejam  Ci  e C2  curvas  obtidas  pela  interseyao  de  S com  os  pianos  verticais  y = ye  er  = x,L 
O ponto  P pertence  a interseyao  de  C\  com  C2.  Sejam  Ti  e T2  as  retas  tangentes  as  curvas 
C\  e C2  no  ponto  P.  Entao,  o piano  tangente  a superffcie  S no  ponto  P e definido  como  o 
piano  que  contem  as  duas  retas  tangentes  7)  e (Veja  a Figura  1.) 

Veremos  na  Seyao  14.6  que,  se  C e outra  curva  qualquer  que  esteja  contida  na  superff- 
cie S e que  passe  pelo  ponto  P , entao  sua  reta  tangente  no  ponto  P tambem  pertence  ao 
piano  tangente.  Portanto  podemos  pensar  no  piano  tangente  a S ern  P como  o piano  que 
contem  todas  as  retas  tangentes  a curvas  contidas  era  S que  passam  pelo  ponto  P.  O piano 
tangente  em  P 6 o piano  que  mais  se  aproxima  da  superffcie  S perto  do  ponto  P. 

Sabemos  da  Equayao  12.5.7  que  qualquer  piano  passando  pelo  ponto  P(x<>,  y0,  zo)  tem 
equayao  da  forma 


A(x  - xo)  + B(y  - >'0)  + C(z  - z«)  = 0 


Dividindo  essa  equayao  por  C e tomando  a = ~AfC  e b — — BjC , podemos  escreve-la 
como 


Qj  z — Zo  — a(x  — x0)  + b(y  - vo) 

Se  a Equayao  1 representa  o piano  tangente  em  P,  sua  interseyao  com  o piano  y = yo  pre- 
cisa  ser  a reta  7j.  Impondo  y — >’o  na  Equayao  1,  obtemos 

2 — Zq  — a(x  - x0)  y = y0 

que  reconhecemos  como  a equayao  da  reta  (na  forma  de  ponto,  inclinayao)  com  inclinayao 
a.  Mas  da  Seyao  14.3  sabemos  que  a inclinayao  de  7j  e fx(x 0, 3>0).  Assim,  a = fx(x o,  y0). 

Da  mesma  forma,  tomando  x ~ xq  11a  Equayao  1,  obtemos  z — z0  = b(y  — >>o),  que 
precisa  representar  a reta  tangente  T>,  e portanto  b ~ fy(x 0,  yo). 

□ Note  a semelhanga  entre  a equayao 
do  piano  tangente  e a equayao  da  reta 
tangente 

y - yo  ~f'(x0)(x  - vo) 


jTj  Suponha  que / tenha  derivadas  parciais  contfnuas.  Uma  equayao  do  piano 
tangente  a superffcie  2 = fix,  y)  no  ponto  P(x 0,  Vo,  z0)  e dada  por 

z - z0  =fx(x o,yo)(x  - Xo)  +fy(xo,yQ)(y  - v0) 


EXE5V1PIG  1 □ Determine  o piano  tangente  ao  paraboloide  elfptico  z = 2x2  + y2  no 
ponto  (1,  1,  3). 

SOLUQAO  Seja  f(x,y)  — 2x 2 + y2.  Entao 

fx(x,  y)  = 4x  fix,  y)  = 2 y 
MhD  = 4 /,( 1,1) -2 

Portanto,  por  (2),  temos  a equayao  do  piano  tangente  em  (1,  1,3) 

z ~ 3 ~ 4(x  — 1)  + 2 (y  — 1) 
ou  z = 4x  + 2 y ~~  3 


mu*. 


'hm 
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A Figura  2(a)  mostra  o paraboloide  eh'ptico  e seu  piano  tangente  era  (1,  1,  3)  que  encon- 
tramos  no  Exemplo  1.  Na  parte  (b)  e (c)  fazemos  uma  ampliagao  da  regiao  era  tomo  do 
ponto  (1,  1,3)  diminuindo  a janela  de  inspegao  da  fungao  /(x,  y)  — 2x2  +-  >>2.  Note  que, 
quanto  mais  amplianios  a regiao  proxima  ao  ponto,  mais  piano  parece  o grafico  da  super- 
flcie  se  confundindo  com  o piano  tangente. 


(a)  (b)  (c) 

FiGURA  2 O paraboloide  eliptico  z — 2x*  + >-2  parece  coincidir  com  o piano  tangente  quando  ampliamos  a regiao  proxima  de  (1,  l,  3). 


Na  Figura  3 reforgamos  essa  impressao  fazendo  uma  ampliacao  das  curvas  de  contomo 
da  fungao  fix,  v)  = 2x“  + y2  proximas  ao  ponto  (1,  1).  Observe  que,  quanto  mais  amplia- 
mos, mais  as  curvas  de  nfvel  pareeem  retas  igualmente  espagadas,  o que  caracteriza  uma 
regiao  plana. 


FIGURA  3 

Ampliando  perto  do  ponto 
(1,  I)  no  diagrama  de 
contomo  de  f(x,  v)  ~ Tjc3  + y 


0,5 


1,5 

f \\\  \ \ \\\i 

K \ \w\\\! 

L \ \ \\\\\N 
t\  \ \ \ \ LUJ 


1,5 


1,2 


i \ \ \ \ \\  \N 
i\  \\\\  \\  \i 


k \\\\\\\ 
K\\  \\\\  V 

i \ \ \ \ \ \ \ \| 


\ \ \ \ \ \ V i 

‘\  \ \ \ \ \ \ \ S 


/ 1,2 


0,95 


1,05 

kWWxWX 

t\\\ \\\\N 

k\\\\V\\] 

A.AA_i\AAJy  1,05 


Aproximagao  Linear 


No  Exemplo  1 achamos  que  a equagao  do  piano  tangente  ao  grafico  da  fungao 
/(*>  >’)  ~ 2a"'  + y 2 no  ponto  (1,  1,  3)  e z — 4a  + 2 y — 3.  Portanto,  em  vista  da  evidencia 
visual  nas  Figuras  2 e 3,  a fungao  linear  de  duas  variaveis 


L(x,  y)  = 4a  4-  2y  — 3 


e uma  boa  aproximagao  de  f(x,v)  quando  (a,  >■)  esta  proximo  de  (1,  1).  A fungao  L 6 
chamada  linearizacao  de/e m (1,  1),  e a aproximagao 

f{x,  y)  ^ 4x  + 2 y — 3 

€ denominada  aproximagao  linear  ou  aproximagao  pelo  piano  tangente  de/  em  (1,  1). 
For  exemplo,  no  ponto  (1,1;  0,95),  a aproximagao  linear  fomece 

fill;  0,95)  - 4(1,1)  + 2(0,95)  - 3 * 3,3 


jM 
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que  esta  bastante  proximo  do  valor  verdadeiro  de  /(1,1,  0,95)  ~ 2(1,  l)2  4-  (0,95) 2 = 3,3225. 
Se  entretanto  tomarmos  um  ponto  longe  de  (1,  1),  como  (2,  3),  nao  teremos  mais  uma  boa 
aproximasao.  De  fato,  L{ 2,  3)  = 1 1 ao  passo  que  /( 2,  3)  = 17. 

Em  geral  sabemos  de  (2)  que  uma  equagao  do  piano  tangente  ao  grafico  de  uma  fungao 
que  tem  derivadas  parciais  contmuas  / de  duas  variaveis  em  um  ponto  (a,  b,f(a,  b ))  e 

z =/(a,  b)  + fx(a,  b)(x  - a)  + fy(a,  b)(y  - b) 


A funcao  linear  cujo  grafico  e esse  piano  tangente,  a saber. 


HD  L(x,  >’)  — f(a,  b)  +fx(a,  b)(x  - a)  + fy(a,  b)(y  ~ b ) 


FIGURA  4 

/u  y)  « -pfyT  - 

(x,  y)  ^ (0,  0), 

/ (0,  0)  = 0 


e denominada  linearizagao  de/em  (a,  b ),  e a aproximagao 

S fix,  y)  **  f(a , b)  + ffa,  b)(x  ~ a)  + f.(a,  b)(y  ~ b) 


e chamada  aproximagao  linear  ou  aproximagao  pelo  piano  tangente  de/em  (a,  b). 

Temos  definido  o piano  tangente  para  as  superficies  z = /(x,  y),  onde  / tem  derivadas 
parciais  de  primeira  ordem  contmuas.  O que  acontece  se  fx  e fy  nao  sao  contmuas?  A 
Figura  4 apresenta  uma  tal  funcao.  Sua  equagao  e 


fix,  y) 


xy 


:2  + y“ 


se  (x,  y)  (0,  0) 
se  (x,  y)  = (0,  0) 


Podemos  verificar  (veja  o Exercfcio  42)  que  suas  derivadas  parciais  existem  na  origem  e 
sao  fx( 0, 0)  = 0 e fy{ 0,  0)  = 0,  mas  / e fy  nao  sao  contmuas.  A aproximagao  linear  seria 
fix,  y)  *=  0,  porem  / ix,  y)  = s para  todos  os  pontos  da  reta  y = x.  Portanto  uma  funcao  de 
duas  variaveis  pode  se  comportar  muito  mal,  mesmo  se  suas  derivadas  parciais  existirem. 
Para  evitar  esse  compoitamento,  introduzimos  a ideia  de  fungao  diferenciavel  de  duas  va- 
riaveis. 


Lembremo-nos  de  que  para  uma  iungao  de  uma  variavel,  y = fix),  se  x varia  de  a para 
a + Ax,  definimos  o incremento  de  y como 


U Esta  e a Equagao  3.5.7. 


Ay  =/(a  + Ax)  ~ f (a) 

No  Capitulo  3 do  Volume  I mostramos  que,  se/ e diferenciavel  em  a , entao 

HD  Ay  = f'{a)  Ax  + e Ax  onde  s — » 0 quando  Ax  — » 0 

Considere  agora  uma  fungao  de  duas  variaveis,  z — fix,  y),  e suponha  que  x varie  de  a 
para  a + Ax  e y varie  de  b para  b + Ay . Entao  o incremento  correspondent e de  z e 


Az  = f(a  + Ax,  b + Ay)  — f(a,  b ) 


Portanto  o incremento  Az  representa  a variagao  de  valor  de/ quando  (x,  y)  varia  de  (a,  b ) 
para  ( a + Ax,  b + Ay).  Por  analogia  a (5)  definimos  a diferenciabilidade  de  uma  funcao 
de  duas  variaveis  como  se  segue. 


m Definigio  Se  z = fix,  y),  entao /e  diferenciavel  em  (a,  b)  se  Az  pode  ser 
expresso  na  forma 

Az  = fx{a,  b)  Ax  + fy(a,  b)  Ay  + si  Ax  + e2  Ay 
onde  si  e s2  0 quando  (Ax,  Ay)  — •»  (0, 0). 


■'  • ' -^StisswP* 
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A Definigao  7 diz  que  uma  fungao  diferenciavel  e aquela  para  a qual  a aproximagao  li- 
near (4)  e uma  boa  aproximagao  quando  (x,  y)  esta  proximo  de  ( a , b).  Em  outras  palavras, 
o piano  tangente  aproxima  bem  o grifico  de / perto  do  ponto  de  tangencia. 

Algumas  vezes  e diffcil  usar  a Definigao  7 diretamente  para  checar  a diferenciabilidade 
da  fungao,  mas  o proximo  teorema  nos  da  uma  condigao  suficiente  de  forma  conveniente 
para  verificar  a diferenciabilidade. 


□ 0 Teorema  8 sera  provado  no 
Apendtce  F. 


| [f]  Teorema  Se  as  derivadas  parciais  f e f,  existem  perto  do  ponto  (a,  b)  e sao 

j contfnuas  em  (a,  b ),  entao/e  diferenciavel  era  (a,  b). 


EXE1V1PL0  2 □ Mostre  que  fix,  y)  = xexy  e diferenciavel  em  (1,  0)  e determine  sua  li- 
nearizagao  ali.  Em  seguida  use  a linearizagao  para  aproximar  —0,1). 

S0LUQA0  As  derivadas  parciais  sao 


□ A Figura  5 mostra  o grdfico  da 
fungao  fe  sua  linearizagao  L no 
Exemplo  2. 


FIGURA  5 


fix,  >’)  = exy  + xyexy  fix,  y)  = x2exy 

m,  o)  = i /,(i,o>  - 1 

Ambas  fx  e f sao  funcoes  contfnuas.  Portanto,  pelo  Teorema  8,/e  diferenciavel.  A li- 
nearizagao e dada  por 

Ux,y)  ”/(l,  0)  +/(l,0)(x  - 1)  +/.(!, 0)(y  - 0) 

— 1 + 1(jc  — 1)  + 1 • y = x + y 
A aproximagao  linear  correspondente  e 

xexy  **  x + y 

portanto  /(1,1,  -0,1)  ~ 1,1  - 0,1  = 1 

Compare  esse  valor  com  o valor  real  de  /(1,1,  -0,1)  = 0,98542.  s 

EXEMPLG  3 o No  infcio  da  Segao  14.3  discutimos  o fndice  de  caior  (sensagao  de  calor)  I 
como  uma  fungao  da  temperatura  real  T e da  umidade  relativa  H e fomeceinos  a seguinte 
tabela  de  valores  do  Servigo  Nacional  de  Previsao  do  Tempo  norte-americano. 


Umidade  relativa  (%) 


Determine  a aproximagao  linear  para  o fndice  de  calor  I = f(T,  H)  quando  Testa  pro- 
ximo de  96  °F  e H esta  proximo  de  70%.  Use  essa  estimativa  do  fndice  de  calor  quando 
a temperatura  estiver  a 97  °F  e a umidade  relativa  for  72%. 


i 


■M 


■ - 


i 
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SOLUQAO  Lemos  na  tabela  que  /( 96,  70)  — 125.  Na  Segao  14.3  usamos  os  valores 
tabelados  para  estimar  /r(96,  70)  * 3,75  e fH{ 96,  70)  0,9  (veja  paginas  907-908)- 

Assim  a aproximagao  linear  e 

f(T,  H)  ~ /( 96,  70)  + fr( 96,  70)(7  - 96)  + fH( 96, 10)(H  ~ 70) 

* 125  + 3,75 (T  - 96)  + 0,9(7/  - 70) 

Em  particular, 

/( 97,72)  - 125  + 3,75(1)  + 0,9(2)  - 130,55 
Portanto,  quando  T = 97  °F  e H = 72%,  o mdice  de  calor  e 

/«  131  °F  a 


Diferenciais 


Para  uma  funcao  de  uma  unica  variavel,  y — fix),  definimos  o diferencial  dx  como  uma 
variavel  independente;  ou  seja,  dx  pode  valer  qualquer  numero  real.  O diferencial  de  y e 
definido  como 


dy  = fix)  dx 


(Veja  a Segao  3.11  no  Volume  I.)  A Figura  6 mostra  as  relagoes  entre  o incremento  Ay  e o 
diferencial  dy:  Ay  representa  a variagao  de  altura  da  curva  y = f(x)  e dy  representa  a varia- 
gao de  altura  da  reta  tangente  quando  x varia  da  quantidade  dx  — Ax. 


FiGURA  6 


y =f  (a) +f'(a)(x-~  a) 


Para  uma  fungao  de  duas  vari^veis,  z = /(*,  y),  definimos  os  diferenciais  dx  e dy  como 
variaveis  independentes;  ou  seja,  podem  ter  qualquer  valor.  Entao  o diferencial  dz,  tam- 
bera  ehamado  diferencial  total,  e definido  por 


(Compare  com  a Equagao  9.)  Algumas  vezes  a notagao  df  e usada  no  lugar  de  dz. 

Se  tomamos  dx  — Ax  = x — a e dy  = Ay  — y ~ b na  Equagao  10,  entao  a diferencial 
de  z e 

dz  ~ fx{a,  b)(x  - a)  + fy(a,  b)(y  - b) 

E assim,  com  a notagao  de  diferencial,  a aproximagao  linear  (4)  pode  ser  escrita  como 

fix,  y)  * f(a , b)  + dz 


....  m ■ ..  te  ’Jk.  A 


— . iHH®  . 
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A Figura  7 e a versao  tridimensional  da  Figura  6 e mostra  a interpretapao  geometrica  do 
diferencial.dz  e do  incremento  A z:  dz  representa  a variapao  na  aitura  do  piano  tangente,  ao 
passo  que  A z representa  a variapao  da  aitura  da  superffcie  z = fix,  y)  quando  (x,  y)  varia 
de  (a,  b)  para  ( a + Ax,  b + Ay). 


EXEMPLO  4 □ 

(a)  Se  z — f(x,  v)  = x2  + 3xy  ~ y2,  determine  o diferencial  dz. 

(b)  Se  x varia  de  2 a 2,05  e y varia  de  3 a 2,96,  compare  os  valores  de  A z e dz. 

S0LUQA0 

(a)  Da  Delinipao  10  vem 


□ No  Exemplo  4,  dz  esta  proximo  de 
A z porque  o piano  tangente  e uma  boa 
aproximagao  da  superffcie 
z = X1  + 3jc>’  - y 2 perto  do  ponto 
(2,  3,  13)  (veja  a Figura  8). 


FIGURA  8 


dz  == 


dz  dz 

— dx  4 dy  ~ (2x  + 3y)  dx  + (3x 

dx  by 


2 y)dy 


(b)  Tomando  x ~ 2,  dx  = Ax  = 0,05,  y ~ 3 e dy  — Ay  — ”0,04,  obtemos 
dz  = [2(2)  + 3(3)]0,05  + [3(2)  - 2(3)](-0,04) 


= 0,65 


O incremento  de  z € 

Az=/(2,05,  2,96)  -/( 2,  3) 

= [(2,05 )2  + 3(2,05)(2,96)  - (2,96)2]  - [22  + 3(2)(3)  - 32] 
= 0,6449 


Note  que  A z ~ dz  mas  dz  e mais  simples  de  calcular. 


EXEMPLO  5 o Foram  feitas  medidas  do  raio  da  base  e da  aitura  de  um  cone  circular  reto 
e obtivemos  10  cm  e 25  cm,  respectivamente,  com  possivel  erro  nessas  medidas  de,  no 
maximo,  0,1  cm.  Utilize  o diferencial  para  estimar  o erro  maximo  cometido  no  calculo 
do  volume  do  cone. 
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SOLUQAO  O volume  V do  cone  com  raio  da  base  re  altura  he  V = 7rr2h/3.  Logo  o 
diferencial  de  V e 


dV 


dV  t dV  n 

Jr  H — dh 

dr  dh 


2 nrh  rrr2 

• Jr  H dh 

3 3 


Como  cada  erro  e de,  no  maximo,  0,1  cm,  temos  | Ar  | ^ 0,1,  j Ah  | 0,1.  Para  achar  o 

erro  maximo  no  volume,  tomamos  o maior  erro  nas  medidas  de  r e de  h.  Portanto 
tomamos  dr  = 0,1  e dh  — 0,1  para  r = 10,  h — 25.  Isso  da 


500rr  lOOir 

dv  = — — (04)  + ——  (04)  = 20 7r 

Assim,  o erro  maximo  cometido  no  calculo  do  volume  e de  20-7rcm3  = 63  cm3. 


Fun^des  de  Tr.es  ou  Mais  Variaveis 


Aproximacoes  lineares,  diferenciabilidade  e diferenciais  podem  ser  definidos  de  uma 
maneira  analoga  para  as  fungoes  de  mais  do  que  duas  variaveis.  Uma  fungao  diferenciavel 
e definida  por  uma  expressao  semelhante  aquela  da  Defini^ao  7.  Para  essas  fungSes  a 

aproximagao  linear  e 


f(x,  y,  z)  = f(a,  b,  c)  + f(a,  b , c)(x  - a)  + f{a,  b,  c)(y  ~ b)  + fia,  b,  c){z  - c) 

e a iinearizagao  L(x,  y,  z)  e o lado  direito  dessa  expressao. 

Se  w —f(x,  y,  z),  entao  o incremento  de  w e 


A w = fix  + Ax,  y + Ay,  z + Az)  - fix,  y,  z) 


O diferencial  dw  e definido  etn  termos  dos  diferenciais  dx,  Jy  e dz  das  variaveis  indepen- 
dentes  por 


dw 


dw  dw  dw 

Jx  3 Jy  H dz 

dx  dy  7 dz 


EXEMPLO  6 □ As  dimensoes  de  uma  caixa  retangular  sao  medidas  como  75  cm,  60  cm  e 
40  cm,  e cada  medida  feita  com  precisao  de  ate  0,2  cm.  Use  diferenciais  para  estimar  o 
maior  valor  possfvel  do  erro  quando  calcuiamos  o volume  da  caixa  usando  essas  medidas. 

SOLD? AO  Se  as  dimensoes  da  caixa  sao  x,y  e z,  seu  volume  6 V — xyz  e 


avj  , ar  av, 

dv  — ~~  dx  + — — dy  + — - dz  = y z dx  + xz  dy  + xv  dz 
dx  dy  dz 


Foi-nos  dado  que  | Ax  | 0,2,  | Ay  | ^ 0,2  e j Az  j ^ 0,2.  Para  determinar  o maior  erro 

no  volume,  usamos  Jx  = 0,2,  dy  = 0,2  e dz  — 0,2  e x = 75,  y — 60  e z = 40: 


AV  « dV  = (60) (40) (0,2)  + (75)(40)(0,2)  + (75)(60)(0,2) 
= 1980 


Portanto,  o erro  de  so  0,2  cm  nas  medidas  de  cada  dimensao  pode  nos  levar  a um  erro  da 
ordem  de  1.980  cm3  no  calculo  do  volume!  Isso  pode  parecer  um  erro  muito  grande,  mas 
de  fato  e um  erro  de  1 % do  volume  da  caixa.  S 
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1-6  D Determine  uma  equagao  do  piano  tangente  a superficie  no 
ponto  especificado. 

1.  z — 4x2  y"  + 2y,  (-1,2,4) 

2.  z = 9x2  + y2  + 6x  — 3y  + 5,  (1,  2,  18) 

3.  z “ x 1 - 2y\  (1,  "1,  1) 

4.  z ~ y In  x,  (1,4,  0) 

5.  z — y cos(x  — y),  (2,  2,  2) 

6.  (1,-1,  1) 


jgj  7-8  □ Desenhe  a superficie  e o piano  tangente  no  ponto  dado. 
(Hscolha  o tamanho  da  janela  de  inspegao  e o ponto  de  vista  de 
modo  a ver  tanto  a superficie  quanto  o piano  tangente.)  Em  seguida 
amplie  ate  que  a superficie  e o piano  tangente  perto  do  ponto  se 
tomem  indistinguiveis. 


20.  A altura  h de  ondas  em  mar  aberto  depende  da  rapidez  do  vento  v e 
do  tempo  t durante  o qual  o vento  se  manteve  naquela  intensidade.  Os 
valores  da  fungao  h = f(v,  t)  sao  apresentados  na  seguinte  tabela. 


Duragao  (horas) 


t 

V 

5 

10 

15 

20 

30 

40 

i o 

V) 

20 

5 

7 

8 

8 

9 

9 

9 

30 

9 

13 

16 

17 

18 

19 

19 

-ti. 

o 

14 

21 

25 

28 

31 

33 

33 

50 

19 

29 

36 

40 

45 

48 

50 

60 

24 

37 

47 

54 

62 

67 

69 

7.  z = x2  + xy  + 3y\  (1,  1,  5) 

8.  z — arctg  (xy2),  (1,  1,  tt/4) 


; 9-10  □ Desenhe  o grafico  de/e  de  sen  piano  tangente  no  ponto 
dado.  (Utilize  um  sistema  algebrico  computacional  tanto  para 
computar  as  derivadas  parciais  quanto  para  tragar  os  gralicos  da 
funcao  e de  seu  piano  tangente.)  Em  seguida  faga  uma  ampliagao 
ate  que  a superficie  e o piano  tangente  se  tomem  indistingufveis. 

9.  f(Xi  y)  « e -{xi+y2)/i5(sen2x  + cos2y),  (2,  3,/(2,  3)) 


10. 


f(x,  y)  - 


Vl  + 4x2  fT'Ay2 
1 + x4  + y4  * 


(1,  I,D 


11-18  D Explique  por  que  a funcao  e diferenciavel  no  ponto  dado. 

Faga  entao  a linearizagao  L(x,  y)  da  fungao  no  ponto. 

— f(x.v)—xJv.  (1,4)  12.  f{x,y)—x/y,  (6,3) 

13.  f(x,y)  ~ excos  xy,  (0,0)  14.  f(x,  y)  — /x  + e4\  (3,0) 

15.  f(x,  y)  = tg_1U  + 2 y),  (1, 0) 

18,  f(x,  y)  = sen(2x  + 3y),  (—3,  2) 

17.  Determine  a aproximagao  linear  da  funcao 

f(x,  y)  ~ /20  - x2  — 7 v2  em  (2,  1)  e use-a  para  aproximar 
/(1,95,  1,08). 

||  18.  Determine  a aproximagao  linear  da  fungao 

f(x,  y)  = ln(x  - 3y)  em  (7,  2)  e use-a  para  aproximar 
/(6,9,  2,06).  Ilustre  tragando  o graiico  da  fungao  e do  piano 
tangente. 

gm  Determine  a aproximagao  linear  da  funcao 

fix,  y,  z)  — v'.v2  -+  y2  + z2  em  (3,  2, 6)  e use-a  para  aproximar 
V(3,02)2  + (1,97) 2 + (5,99p. 


Use  a tabela  para  determinar  uma  aproximagao  linear  da 
fungao  altura  da  onda  quando  v esta  proximo  de  40  nos  e t esta 
proximo  de  20  horas.  Em  seguida,  estime  a altura  das  ondas 
quando  esta  ventando  por  24  horas  a 43  nos. 

21.  Utilize  a tabela  do  Exemplo  3 e determine  a aproximagao 
linear  do  i'ndice  de  calor  quando  a temperatura  se  aproxima  de 
94  °F  e a umidade  relativa  do  ar  e de  aproximadamente  80%. 
Estime  tambem  o indice  quando  a temperatura  e de  95  °F  e a 
umidade  relativa,  78%. 

22.  O indice  sensagao  termica  W e a temperatura  que  se  sente 
quando  a temperatura  real  for  Tea  rapidez  do  vento,  v; 
poitanto  podemos  escrever  W — f(T,  v ).  A tabela  de  valores  a 
seguir  foi  extraida  da  Tabela  1 da  Segao  14.1. 


Velocidade  do  vento  (km/h) 


\ V 

T\ 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

-10 

-18 

-20 

-21 

-22 

-23 

-23 

— 15 

-24 

-26 

r 

-27 

-29 

-30 

© 

-20 

-30 

-33 

-34 

-35 

-36 

-37 

-25 

--37 

-39 

-41 

-42 

-43 



T 

73* 

Use  essa  tabela  para  determinar  a aproximagao  linear  da  fungao 
sensagao  termica  quando  T estiver  a — 15°C  e v estiver  pr6ximo  de  50 
km/h.  Estime  tambem  quando  a temperatura  estiver  a - 1 7°C  e a rapi- 
dez do  vento  for  de  55  km/h. 
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23~ 

23, 

25. 

27. 

29. 

30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


28  o Determine  o diferencial  da  fungao. 
z — x:’  in(y2)  24.  v = y cos  xy 


se  o volume  aumenta  de  12  L para  12,3  Lea  temperatura 
diminui  de  310  K para  305  K. 

37.  Se  R e a resistencia  equivalente  de  tres  resistencias  conectadas 
em  paralelo,  com  valores  R i,  R2  e Rx,  entao 


u — e'  sen  $ 26.  u = rf{$  + 2 1) 

w = 1 n -Jx2  + + 28.  w = xyex- 

Se  z — 5x 2 + y 2 e (x,  y)  van  a de  (1,  2)  a (1,05;  2,1).  compare 
os  valores  de  Az  e dz. 

Se  z = x2  - xy  + 3y 2 e (x,  v)  varia  de  (3,  - 1 ) a (2,96,  -0,95), 
compare  os  valores  de  Az  e dz. 

O comprimento  e a largura  de  um  retangulo  foram  medidos 
como  30  cm  e 24  cm,  respectivamente,  com  um  erro  de  medida 
de,  no  maximo,  0,1  cm.  Utilize  os  diferenciais  para  estimar  o 
erro  maximo  cometido  no  caiculo  da  area  do  retangulo. 

As  dimensoes  de  uma  caixa  fechada  retangular  foram  medidas 
como  SO  cm,  60  cm  e 50  cm,  respectivamente,  com  erro 
maximo  de  0,2  cm  em  cada  dimensao.  Utilize  os  diferenciais  para 
estimar  o maximo  erro  no  caiculo  da  area  da  superffcie  da  caixa. 

Utilize  os  diferenciais  para  estimar  a quantidade  de  estanho  em 
uma  lata  ciltndrica  fechada  com  8 cm  de  diametro  e 1 2 cm  de 
altura  se  a espessura  da  folha  de  estanho  for  de  0,04  cm. 

Use  o diferencial  para  estimar  a quantidade  de  metal  em  uma 
lata  ciUndrica  fechada  de  10  cm  de  altura  e 4 cm  de  diSmetro 
se  o metal  das  tampas  de  cima  e de  baixo  possui  0, 1 cm  de 
espessura  e o das  laterals  tern  espessura  de  0,05  cm. 

Uma  faixa  de  3 polegadas  de  largura  6 pintada  ao  redor  de  um 
retangulo  de  dimensoes  100  pes  por  200  pes.  Utilize  os  diferen- 
ciais para  aproximar  a area  em  pes  quadrados  pintada  na  faixa. 

A pressao,  o volume  e a temperatura  de  um  mol  de  um  gas 
ideal  estao  relacionados  pela  equagao  PV  = 8,317",  onde  P 6 
medida  em  quilopascals,  V em  litros  e T em  kelvins.  Utilize  os 
diferenciais  para  determinar  a variagao  aproximada  da  pressao 


J_  _ J_  J_  J_ 

R ~~  Rl  R2  R\ 

Se  as  resistencias  medem  em  ohms  Ri  = 25  O,  R2  — 40  0 e 
Ri  — 50  0,  com  precisao  de  0,5%  em  cada  uma,  estime  o erro 
maximo  no  caiculo  da  resistencia  equivalente  de  R. 

38.  Quatro  numeros  positivos,  cada  um  menor  que  50,  sao 
arredondados  ate  a primeira  casa  decimal  e depois 
multiplicados.  Utilize  os  diferenciais  para  estimar  o maximo 
erro  possfvel  no  caiculo  do  produto  que  pode  resultar  do 
arredondamento. 

39  - 40  □ Mostre  que  a fungao  e diferenciavel  achando  valores  £S  e 
e2  que  satisfagam  a Definigao  7. 

39.  /( v,  y)  — .v  * + y1  40.  f(x,  y)  — xy  — 5 y ' 

ilfl  Prove  que,  s e/e  uma  fungao  de  duas  variaveis  diferenciavel 
em  (a,  b ),  entao/ e continua  em  (a,  b).  Dica : Mostre  que 

lim  f(a  + Ax,  b 4-  Ay)  — /(a,  b ) 

(Ax.  Ay)  —*(0.0) 

42.  (a)  A funcao 

I se  v)  # (0,  0) 

f{x,  y)  = <x  + yz 

[0  se  (x,  y)  = (0,  0) 

corresponde  ao  grafico  da  figura  4. 

Mostre  que  fx( 0,  0)  e fy( 0,  0)  existem,  mas/nao  e diferenciavel 
em  (0,  0).  [Dica:  Utilize  o resultado  do  Exercfcio  41.] 

(b)  Explique  por  que  fx  e fy  nao  sao  contmuas  em  (0,  0). 


Lembremo-nos  de  que  a Regra  da  Cadeia  para  uma  funcao  de  uma  unica  variavel  nos  dava 
uma  regra  para  diferenciar  uma  funcao  composta:  se  v — fix)  e x = g(t),  ond e/e  g sao 
fungdes  diferenciaveis,  entao  v e indiretamente  utna  funcao  diferenciavel  de  t e 


dy_ 

dt 


dy  dx 
dx  dt 


Para  as  fungoes  de  mais  do  que  uma  variavel,  a Regra  da  Cadeia  tem  muitas  versoes, 
cada  uma  delas  fomecendo  uma  regra  de  diferenciagao  de  uma  funcao  composta.  A 
primeira  versao  (Teorema  2)  diz  respeito  ao  caso  onde  z = f(x,  y)  e cada  uma  das  variaveis 
x e y e,  por  sua  vez,  funcao  de  uma  variavel  t.  Isso  signiftca  que  z e indiretamente  uma 
fungao  de  t,  z ~ hit)),  e a Regra  da  Cadeia  da  uma  formula  para  diferenciar  z 
em  funcao  de  t.  Estamos  admitindo  que/seja  diferenciavel  (Definigao  14.4.7).  Lembremo- 
nos  de  que  este  e o caso  quando  fx  e /.  sao  contmuas  (Teorema  14.4.8). 
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fl]  Regra  da  Cadeia  {Cass  1)  Suponha  que  z ~ f(x,  y)  seja  uma  fungao 
diferenciavel  de  x e y,  onde  x = g(t)  e y = h(t)  sao  fungoes  diferencidveis  de  t. 
Entao  z e uma  fungao  diferenciavel  de  t e 

dz  df  dx  ^ df  dy 

dt  dx  dt  dy  dt 


Prova  Uma  variagao  de  A t em  t produz  uma  variagao  de  Ax  em  x e Ay  em  y.  Isso,  por 
sua  vez,  produz  uma  variagao  de  Az  em  z,  e da  Definigao  14.4.7  temos 

Az  = -jL  ^ -| L.  fay  -f  gj  fa X -p  £2  fay 

dx  dy 


onde  S\  — > 0 e s?  — * 0 quando  (Ax,  Ay)  — » (0,  0).  [Se  as  fungoes  £j  e £?  nao  forem 
definidas  em  (0,  0),  poderemos  defini-las  como  0 la.]  Dividindo  ambos  os  lados  da 
equagao  por  At,  temos 

Az  _ df  Ax  Bf  Ay  Ax  Ay 

A/  dx  At  dy  At  £i  At  £2  At 

Se  fizermos  At  — > 0,  entao  Ax  — g(t  + At)  — gif)  0 porque  g e diferenciavel  e 

portanto  contfnua.  Da  mesma  fonna.  Ay  0.  Por  outro  lado,  isso  implica  que  ei  — » 0 e 

e2  0,  de  modo  que 


dz 

dt 


Az 
lira  

&/-» 0 At 


df  Ax 

— Jim 

dr  At 


df  Ay  Ax 

+ — lim  — — I-  lim  £t  lim 


+ lim  £->  lim 


Ay 


df  dx  df  dy  „ dx 

j. (-  Q • f-  Q 

dx  dt  dy  dt  dt 


dy 

dt 


df  dx  ^ df  dy 
dx  dt  dy  dt 


□ Note  a semeihanga  com  a definigao 
do  diferenciai: 


dz 


dz 

dx 


dx  + 


dz 

4y 


dy 


Como  freqiientemente  escrevemos  dz/dx  no  lugar  de  df/dx,  podemos  reescrever  a 
Regra  da  Cadeia  na  fonna 


dz  dz  dx  dz  dy 

dt  dx  dt  dy  dt 


EXEMPL0  1 U Se  z — x~y  4-  3xy4,  onde  x — sen  2 fey  = cos  /,  determine  dzfdt  quando 
t = 0. 

S0LUQA0  A Regra  da  Cadeia  fomece 


dz_  ___  _d£  dx  dz  dy 

dt  dx  dt  dy  dt 

— (2xy  + 3y4)(2  cos  2f)  + (x2  + 12xy3)(— sent) 

Nao  e necessario  substituir  as  expressoes  de  x e de  y em  fungao  de  t.  Simplesmente 
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FIGURA  1 

A curva  x — sen  2t,  y — cos  t 


I 


[ 


observe  que,  quando  / = 0,  temos  x = sen  0 = 0 e y — cos  0=1.  Logo, 

= (0  + 3)(2  cos  0)  + (0  4-  0)(— senO)  = 6 

t—0  Q 

A derivada  no  Exemplo  1 pode  ser  interpretada  como  a taxa  de  variagao  de  z com 
relagao  a t quando  o ponto  (x,  y)  se  move  ao  longo  da  curva  C com  equacoes  parametricas 
x = sen  2 1,  y = cos  t.  (Veja  a Figura  L)  Em  particular,  quando  t = 0,  o ponto  (x,  y)  e (0, 
1 ),  e dz/dt  — 6 e sua  taxa  de  crescimento  quando  nos  movemos  ao  longo  da  curva  C pas* 
sando  por  (0,  1).  Se,  por  exemplo,  2 = T(x,  y)  — x2y  + 3xy4  representa  a temperature  no 
ponto  (x,  y),  entao  a fungao  composta  z = J'(sen  2 1,  cos  t)  representa  a temperature  dos 
pontos  da  curva  C e sua  derivada  dzf dt  corresponde  a taxa  de  varia^ao  de  temperature  ao 
longo  da  curva  C. 

EXEIVIPL0  2 □ A pressao  P (em  quilopascals),  o volume  V (em  litres)  e a temperature  T 
(ern  kelvins)  de  um  mol  de  um  gas  ideal  estao  reiacionados  por  meio  da  formula 
PV  — 8,31  T.  Determine  a taxa  de  variacao  da  pressao  quando  a temperature  e de  300  K 
e esta  aumentando  com  a taxa  de  0,1  K/s  e o volume  e de  100  L e esta  aumentando  com 
a taxa  de  0,2  L/s. 

S0LUQA0  Se  t representa  o tempo  decorrido,  medido  em  segundos,  entao  em  um  dado 
instante  temos  T — 300,  dT/dt  = 0,1,  V = 100,  dV/dt  = 0,2.  Como 


pela  Regra  da  Cadeia 


dz_ 

dt 


dP  _ BP  dT  dP  dV  8,31  dT  8,31  T dV 

dt  dT  dt  dV  dt  V dt  V 2 dt 


8,31 

100 


(0,1) 


8,31(300) 

1002 


(0,2)  = -“0,04155 


A pressao  esta  decrescendo  com  a taxa  de  0,042  kPa/s.  Q 

Vamos  considerar  agora  a situayao  onde  z ~ /(x,  y),  mas  x e y sao  funfoes  de  outras 
duas  variaveis  s e t:  x = g(s , /),  y — h(s,  t).  Entao  z e uma  fun^ao  indireta  de  s e t e dese- 
jamos  determinar  dz/ds  e dz/dt.  Lembremo-nos  de  que  para  calcular  dz/dt  mantemos  r 
fixo  e calculamos  a derivada  ordinaria  de  z em  reia^ao  a t.  Portanto,  aplicando  o Teorema 
2,  ob temos 

dz  __  dz  dx  dz  dy 

dt  dx  dt  dy  dt 


Argumento  analogo  serve  para  dz/ds  e provamos  a seguinte  versao  da  Regra  da  Cadeia. 

OQ  Regra  da  Cadeia  fCaso  2)  Suponha  que  z = f(x,  y)  seja  uma  fun^ao  diferenciivel 
de  x e y,  onde  x = g(s,  t ) e y = h(s,  t)  sao  fungoes  diferenciaveis  de  s e de  t.  Entao 

dz  __  dz  dx  ^ dz  ay 
ds  dx  ds  dy  ds 

dz  ___  dz  dx  ^ dz  dy 
dt  dx  dt  dy  dt 
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EXEMPLG  3 □ Se  z — ex  sen  v,  onde  x ~ st2  e y — s~t , determine  dz/dr  e dz/dr. 
SOLUQAO  Aplicando  o Caso  2 da  Regra  da  Cadeia,  obtemos 


dz 

ds 


dz  dx  dz  By  . . , ,,  w 

— ___  ^ — = (exsen  y)(r)  + (e'cos  v)(2st) 

dx  ds  By  ds  V ' ' 


= t2esr  sen(s2t)  + 2 ste51  co$(s2t) 

dz  dz  dx  dZ  dy  . , . . , 

^ + = Sen  y)(2jf)  +■  (elcos  y)U) 

dr  dx  dr  dy  or 


2stesr  sen(s2f)  + rV"  cos(r2/) 


O Caso  2 da  Regra  da  Cadeia  contem  tres  tipos  de  variaveis:  s e r,  que  sao  variaveis 
independentes;  a e y,  chamadas  variaveis  intermediarias;  e z,  que  e a variavel  depen- 
dente. Note  que  o Teorema  3 tem  um  termo  para  cada  variavel  intermediaria  e que  cada 
um  desses  termos  se  assemelha  a Regra  da  Cadeia  de  uma  dimensao  da  Equayao  1. 

Para  lembrar  da  Regra  da  Cadeia  e util  desenhar  o grafo  da  arvore  da  Figura  2. 
Desenhamos  os  ramos  da  arvore  saindo  da  variavel  dependente  z para  as  variaveis  inter- 
mediarias a e y a fim  de  indicar  que  z e uma  funcao  de  x e y,  Entao  desenhamos  os  ramos 
saindo  de  jc  e y para  as  variaveis  independentes  set.  Em  cada  ramo  indicamos  a derivada 
parcial  correspondente.  Para  achar  dz/ds  determinamos  o produto  das  derivadas  parciais 
ao  longo  de  cada  caminho  de  z a 5 e somamos  esses  produtos: 


dz  dz  dx  dz  dy 

ds  dx  ds  dy  ds 

Da  mesma  forma,  para  determinar  dz/ dt  usamos  os  caminhos  de  z a r . 

Consideremos  agora  uma  situa^ao  mais  geral  na  qual  a variavel  dependente  u e uma  funcao 
de  n variaveis  intermediarias  xt, . . . , x„,  cada  uma  das  quais,  por  seu  tumo,  e funcao  de  m 
variaveis  independentes  t\, ...  ,tm.  Note  que  existem  n termos,  um  para  cada  variavel  inter- 
mediaria. A prova  e semelhante  a do  Caso  1 . 


/ \ / \ / \ t \ 

U V U V U V U V 

FIGURA  3 


[Ti  Begta  da  Cadeia  (Versao  Gera!)  Suponha  que  u seja  uma  fun9&o  diferenciavel 
de  n variaveis  x\,x2, ... , x„,  onde  cada  xj  e uma  funcao  diferenciavel  de  m 
varidveis  tu  t2, . . . , tm.  Entao  u e uma  fungao  de  tu  t2,  . . . , tm  e 

du  du  dxi  du  dx2  ^ ^ du  dxn 

dti  dx-.  dti  dx2  dt,  dxn  dt: 

para  cada  i = 1,2, ...  ,m. 


EXEMPLO  4 □ Escreva  a Regra  da  Cadeia  para  o caso  onde  w = fix,  y,  z,  t)  e x = x(u,  v), 
y — y{u,  v),  z — z(u , v)  e t — t(u,  v). 

SOLUQAO  Aplicamos  o Teorema  4 com  n = 4 e m = 2.  A Figura  3 mostra  o grafo 
correspondente.  Apesar  de  nao  termos  escrito  as  derivadas  nos  ramos,  entendemos  que 
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em  um  ramo  que  liga  as  folhas  y a u a derivada  parcial  omitida  e dy/du.  Com  a ajuda  do 
grafo  da  arvore,  podemos  escrever  as  expressoes  pedidas: 


dw 

dtr 

dx 

4- 

dw 

dy 

drr 

dz 

dw 

dt 

= 

= — 

4-  _L_ 

+ 

dn 

dx 

dw 

dy 

du 

dz 

du 

d t 

du 

dw 

dw 

dx 

dw 

dy 

dm 

dz 

dw 

dt 

— ~ 

- 

-4~ 

~4~ 

4- 

dr 

dx 

dr 

dy 

dr 

dz 

dv 

dt 

dv 

EXEWIPLO  5 c Se  « - x4y 

4~  y“ 

z ’,  onde  x 

= rse 

y = 

- r.r 

x “ 

1 e 2 

t 5- 

o valor  de  dw/ ds  quando  r 

= 2, 

s = 

i, 

t — 

0. 

r ~s  sen  t,  determine 


du  dy  du  dz 

dv  ds  dz  c is 


SOLUQAO  Com  o auxflio  do  grafo  da  arvore  da  Figura  4,  obtemos 

du  du  dx 

ds  dx  ds 

“ (4x3y)(ret)  4-  (x4  4-  2yz:')(2rse"')  4-  (3y2z2)(r2  sen  /) 
Quando  r — 2,  s = 1 e t — 0,  temos  x — 2,  y — 2 e z — 0.  Portanto 
du 


ds 


(64)(2)  + (16)(4)  4-  (0)(0)  - 192 


EXEMPLG  8 
equacao 


SOLUgAO  Sejax 
nos  fornece 


Portanto 


. d9  , 

t r S 

ds 


'5,  t) 

-/(* 

2 ~ t2, 

J1' 

“ s2 

) e / e 

t 

dg 

4_  y 

dg_  = 

t 

ds 

dt 

?2~ 

t2  e y 

= t2  ■ 

2 

- S~ 

. Entao  g(s 

% 

= J/ 

dx 

df 

dy 

ds 

dx 

ds 

dy 

ds 

dx 

dg  . 

= y 

dx 

i_ 

df 

dy 

_ V, 

dr 

dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

s 

I 

<4y| 

v? 

^ CN 

II 

- 1st  — 

} + I 

dr 

\ 

dx 

dy 

/ v 

(2s)  4-  -~(-2, s) 

dy 

(~2t)  4-  (2t) 

dy 


df  df 

1st F 2 St 

dx  dy 


EXEMPLO  7 □ Se  z — fix.  y)  tern  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  contmuas  e 
x = r2  4-  s2  ey  = 2 rs,  determine  (a)  dz/dr  e (b)  d2z(dr2. 

SQLUQAO 

(a)  A Regra  da  Cadeia  fornece 


dz 

dr 


dz  dx  dz  dy  dz  dz  . 

TxTr+^Tr^Tx{2r)+^{2s) 


(b)  Aplicando  a Regra  do  Produto  na  expressao  da  parte  (a),  obtemos 


d2z 

dr2 


d / dz  dz 

— | 2r F 2s1  — 

dr  \ dx  dy 


dz 


_ dz  d ■ 

2 1-  2 r — I - — j 4-  2j 

dx  dr  \ dx  / dr  \ dy 


dz 
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Mas,  usando  a Regra  da  Cadeia  novamente,  temos 


d / dz  \ __  d I dz  \ dx  d f dz\  dy 

dr  \dx  J dx\dxj  dr  dy  \ dx  J dr 


d^z 

dx2 


(2r) 


dlz 


dy  dx 


(2,) 


d / dz  \ d ( dz  \ dx  d I dz  \ dy 

dr  \ dy  ) dx  \ dy  J dr  dy  \ d y / dr 


d~z  d2z 

TT  (2r)  + —j  (2s) 
dx  dy  dy  “ 


Colocando  essas  expressoes  na  Equagao  5 e usando  a igualdade  das  derivadas  parciais 
mistas  de  segunda  ordem,  obtemos 


d2z  dz 

dr2  dx 


+ 2 r 


2 r 


d~z 

dx2 


+ 2s 


d2z 
dx  dy 


dz  , d^z  n d'z  , d'z 

2 (-  4 r — r + 8 rs -F  As~  — 7 

dx  dx2  dxdy  dy2 


Derivagao  Implicita 


A Regra  da  Cadeia  pode  ser  usada  para  uma  descrigao  do  processo  de  diferenciagao 
implicita  introduzida  nas  Segoes  3.6  (Volume  I)  e 14.3.  Suponhamos  que  a equagao  da 
forma  F(x,  y)  = 0 defina  y implicitamente  como  uma  fungao  diferenciavel  de  x,  ou  seja, 
y ~f(x),  onde  F(x,f(x))  = 0 para  todo  x no  dominio  de/.  Se  F e diferenciavel,  podemos 
aplicar  o Caso  1 da  Regra  de  Cadeia  para  diferenciar  ambos  os  lados  da  equagao 
F(x,  j)  = 0 com  relagao  a x.  Como  x e y sao  ambas  fungoes  de  x,  obtemos 


dF  dx  3F  dy_  __ 

dx  dx  dy  dx 

No  entanto,  dx/dx  = 1;  entao,  se  dF/dy  # 0,  resol vemos  para  dyjdx  e obtemos 


dF 

_fl 

dF_  ~ Fy 
dy 


Para  derivar  essa  equagao  assumimos  que  F(; c,  y)  — 0 define  y implicitamente  em 
fungao  de  a:.  O Teorema  da  Fungao  Implicita,  provado  em  calculo  avangado,  fomece 
condigoes  segundo  as  quais  essa  hipdtese  6 vdlida.  Podemos  estabelecer  que  se  F e 
definida  em  uma  bola  aberta  contendo  (a,  b),  onde  F(a,  b)  = 0,  Fy(a,  b)  ^ 0 e Fxe  Fy  sao 
fungoes  contfnuas  nessa  bola,  entao  a equagao  F(x,  y)  = 0 define  y como  uma  fungao  de 
-x  perto  do  ponto  (a,  b ),  e a derivada  dessa  fungao  e dada  pela  Equagao  6. 

EXEMP10  8 □ Determine  y'  se  *3  + y3  — 6xy. 
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□ A soiugao  do  Exemplo  8 deve  ser 
comparada  com  a do  Exemplo  2 da 
Segao  3.6  do  Volume  i. 


SQLUQAG  A equa^ao  dada  pode  ser  escrlta  como 

F(x,  y)  — a'3  4-  v3  - 6xy  ~ 0 

e,  dessa  forma,  a Equagao  6 nos  da 

dy  _ F^  _ 3a  ~ — 6y  a2  — 2 y 

dx  Fy  3 v2  — 6a  y2  ~ 2x 


Suponha  agora  que  2 seja  dado  impiicitamente  como  uma  fun^ao  z—f(  x,  y)  por  uma 
equa£ao  da  forma  F(x,  y,  z ) = 0.  Isso  e o mesmo  que  F( a,  >’,/( x,  >’))  = 0 para  todo  (a,  y) 
no  domfnio  de/.  Se  F e/forem  diferenciaveis,  utilizamos  a Regra  da  Cadeia  para  diferen- 
ciar  a equa^ao  F(x,  y,  z)  — 0 como  se  segue: 

dF  Ga  dF  dy  dF  dz 

dx  dx  dy  dx  dz  dx 

Mas  — ■ (a)  = 1 e ~~~  ( v)  = 0 

dx  dx 

portanto,  essa  equa^ao  se  escreve 

SF  ^ dF  dz 

dx  dz  dx 

Se  dF/dz  4 0,  resolvemos  para  dz/dx  e obtemos  a primeira  formula  das  Equagoes  7.  A 
formula  para  dzj dy  e obtida  de  modo  semelhante. 


dF 

dF 

dz 

dx 

dz 

by 

dx 

dF 

dy 

dF 

dz 

dz 

Novamente,  uma  versao  do  Teorema  da  Fungao  Implicita  nos  da  as  condigoes  sob  as 
quais  nossa  hipotese  e valida.  Se  F e definida  dentro  de  uma  esfera  contendo  (a,  b,  c ),  onde 
F(a,  b,  c ) — 0,  F*(a,  b , c)  # 0,  e Fx,  Fy  e Fz  sao  contmuas  dentro  da  esfera,  entao  a equagao 
Fix,  y,  z)  — 0 define  z como  uma  fungao  de  x e y perto  do  ponto  (a,  b),  e as  derivadas  par- 
ciais  dessa  fungao  sao  dadas  por  (7). 

dz  dz 

EXEMPLO  9 □ Determine  — e — se  a3  4 y3  4 z3  4 6avz  — 1. 

5a  dy 

S0LU£A0  Seja  F(x,  y,  z)  — a3  4 y 3 4 zJ  4 6a yz  ~~  1.  Entao,  das  Equagoes  7,  temos 


dz 

F x _ 

3a 2 4 6yz 

x 1 4 2 yz 

□ A soiugao  do  Exemplo  9 deve  ser 
comparada  com  a do  Exemplo  4 na 

dx 

Fz 

3z2  4 6xy 

z 2 4 2xv 

Segao  14.3. 

dz  _ 

Fy  _ 

3y~  4 6a z 

j2  4 2az 

dy 

Fz 

3z2  4 6 xy 

z2  4 2a y 
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Exercicios 


1-6  o Use  a Regra  da  Cadeia  para  determinar  dzjdt  ou  dw/dt. 

1.  z = x2y  + xy2,  x = 2 + r4,  y = 1 — t ' 

2.  z = y'x2  + y2,  x = <?2f,  >’  = e”'? 

3.  z ~ sen  x cos  v , a-  — rrt,  y ~ y t 

4.  z ==  x In  (a  4-  2 y),  x = sen  f,  y = cos  / 

1 5.  to  = xev\  x — v . y — } — t,  z — 14-  2; 

6.  to  — xy  + yz2,  x — C,  y = C sen  t,  z = ef  cos  t 

1-12  u Utilize  a Regra  da  Cadeia  para  determinar  dz/ds  e dz/dt. 

7.  z — x~  4-  xy  + y 2,  x — s + t,  y — st 

8.  z = x/y,  x ~ se1,  y — 1 + se~' 

9.  z = arctg(2x  4-  y),  x = 5 2/,  y ~ s In  t 

10.  z — tg  y,  x = 5 + 2t,  y — j/f 

HH  z — e'  cos  6,  r — st<  6 — -Js2  + t 2 

12.  2 — sen  a tg  /3 , a *=  3s  + f,  fi  ~ s ~ t 

13.  Se  z — /(a,  v),  onde  f e diferenciavel  a — g(r),  y = Mfh 

ff(3)  - 2.  g’{ 3)  - 5,  M3)  - 7,  ft'(3)  = -4,  /,(2,  7)  - 6,  e 
/v(2,  7}  = — 8,  determine  dz/dt  quando  t — 3. 

14.  Seja  W($,  t)  = F(u(s,  t),  v(s , /)),  onde  F,  u,  e sao  diferencia- 

veis,  m(1,  0)  = 2,  u,(l,  0)  *=  ”2,  «,(1,  0)  — 6,  p(1,  0)  = 3, 

*0,  0)  ~ 5,  *7,(1. 0)  - 4,  Fu( 2,  3)  - -1  e F,(: 2,  3)  - 10. 
Determine  W)(l,  0)  e Wf(l,  0). 

15.  Suponha  que  / seja  uma  fun§ao  diferenciavel  de  a e y,  e 
g(u,  v ) = f{ea  + senv,  e“  + cos  j/).  Use  a tabela  de  valores 
para  calcular  g„{ 0,  0)  e ^(0,  0). 


/ 

9 

f* 

fy 

(0,  0) 

3 

6 

4 

8 

0,2) 

6 

3 

2 

5 

16.  Suponha  que  / seja  uma  fun?ao  diferenciavel  de  a e y,  e 
g(r , s)  =/(2r  - s,  s2  — 4r).  Use  a tabela  de  valores  do 
Exercicio  15  para  calcular  gr(  1,  2)  e gs(  1,  2). 

17-29  □ Utilize  o grafo  da  arvore  para  escrever  a Regra  da  Cadeia 
para  o caso  dado.  Assuma  que  todas  as  fun9oes  sejam  diferenciavel  $. 

Ill  ti  — fix,  y),  onde  x — x(r,  s,  t),  y — y(r,  s,  t) 

18.  w ==/( a.  y,  z),  onde  a = x{r,  m),  y = yO,  u),  z = z(/,  u) 

19.  r = /(p,  <?,  r),  onde  p = p(x,  y,  z),  g = ^(a,  y,  z), 
r = r(x,  y,  z) 

20.  « = /(s,  /),  onde  s — s(w,  x,  y,  z),  r — /(«>,  a,  y,  z) 


21-26  □ Utilize  a Regra  da  Cadeia  para  determinar  as  derivadas 
parciais  indicadas. 

21.  z — a2  + xy y x — + it’3,  y — u + ye®; 


gz  dz  dz 
du  ’ flt'  ’ dw 
22.  u — -Jr2  + s1 
du  du  du 
dx  dy  c it 


quando  u — 2,  v — 1,  w — 0 
r = y + a cos  t,  s ~ x + y sen  t ; 
quando  x ~ 1 , y — 2,  t ~ 0 


23. 

R = 

ln(y2 

4-  v 4-  tu"),  u ~ 

= X 

4-  2y,  v — 

2x  — y, 

w = 

2xy ; 

BR 

dR 

dx  ’ 

dy 

quando  x = y = 

1 

24. 

M = 

z xey~* 

’ , A — 2 UV,  V = 

- u 

— v,  z — u + v\ 

BM 

BM 

du 

' Bv 

quando  u — 3,  v 

-l 

25. 

u — 

A2  4- 

yz , a = pr  cos  d, 

y 

— pr  sen  0, 

z ~ p 4-  r ; 

du 

du 

du 

Bp  ' 

dr  ’ 

quando  p = 

2, ) 

■=3,0  = 0 

26. 

K = 

w ^ 

' t(uv ),  «-f  + i 

f. 

v ~ s + t. 

tv  = t 4-  r; 

dY 

ay 

ar 

1,  s 

dr  ' 

ds ' 

quando  r ~ 

dt  n 

= 0,  t = 1 

27-38  u Utilize  a Equa^ao  6 para  deteiminar  dy/dx. 

27.  sfxy  ~ 1 + x2y  28.  y5  + a2v3  = 1 4-  ye^’ 

29,  cos(a  — y)  — xe>!  30.  sen  a 4-  cos  y — sen  x cos  y 

31-34  □ Utilize  as  Equa^oes  7 para  detenninar  dz/dx  e dz/dy. 

31.  A2  4-  y2  4-  z2  = 3xyz  xyz  = CO$(x  4-  y + z) 

33.  a — z = arctg  (yz)  34.  yz  = ln(x  4-  z) 


135.;  A temperatura  em  urn  ponto  (a,  y)  e TTx,  y),  medida  em  graus 
Celsius.  Um  inseto  rasteja  de  modo  que  sua  posi^ao  depois  de  t 
segundos  seja  dada  por  x ~ Vl  +~t,  y = 2 4-  y r,  onde  x e y 
sao  medidas  em  centimetros.  A funcao  temperatura  satisfaz 
2’x(2,  3)  = 4 e Ty( 2,  3)  — 3.  Quao  rapido  a temperatura 
aumenta  no  caminho  do  inseto  depois  de  tres  segundos? 

36.  A produgao  de  trigo  em  um  determinado  ano  W depende  da 
temperatura  media  T e da  quantidade  anual  de  chuva  R. 

Cientistas  estimam  que  a temperatura  media  anual  esta  crescendo 
a taxa  de  0,15  °C/ano,  e a quantidade  anual  de  chuva  esta 
decrescendo  a taxa  de  0, 1 cm/ano.  Eles  tambem  estimam  que,  no 
corrente  nivel  de  producao,  dW/dT  — —2  e dW/3R  ==  8. 

(a)  Qual  e o significado  do  sinal  dessas  derivadas  parciais? 

(b)  Estime  a taxa  de  variagao  corrente  da  producao  de  trigo 
dW/dt. 

37.  A rapidez  da  propaga9ao  do  som  atraves  do  oceano  com 
salinidade  de  35  partes  por  milhar  foi  modelada  pela  equa9ao 

C = 1449,2  + 4,6 T ~ 0,055 T2  4-  0,00029T3  + 0,016D 

onde  Cea  rapidez  do  som  (em  metros  por  segundo),  Ti  a 
temperatura  (em  graus  Celsius)  qD€  a profundidade  abaixo 


'-  Mmm  life.  : 
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do  nivel  do  mar  (em  metros).  Um  mergulhador  comega  um 
mergulho  tranqiiiio  nas  aguas  oceanicas,  e a profundidade  do 
merguiho  e a temperatura  da  agua  ao  redor  sao  anotadas  (veja  o 
grafico).  Estime  a taxa  de  varia^ao  (com  rela^ao  ao  tempo)  da 
rapidez  do  som  atraves  do  oceano  experimentada  pelo 
mergulhador  20  minutos  depois  do  mergulho.  Quais 
sao  as  unidades? 


38.  O raio  de  um  cone  circular  reto  aumenta  a uma  taxa  de  1,8  pol/s, 
ao  passo  que  sua  altura  esta  decrescendo  a taxa  de  2,5  pol/s.  A 
que  taxa  o volume  do  cone  esta  mudando  quando  o raio  vale 
120  pol  e a altura  140  pol? 

39.  O comprimento  i,  a largura  we  a altura  h de  uma  caixa  variant 
com  o tempo.  A certo  instante  as  dimensoes  da  caixa  sao 

€ = Imew  — h^lm,  e£ew  estao  aumentando  a uma  taxa 
de  2 m/s,  ao  passo  que  h esta  diminuindo  a taxa  de  3 m/s. 
Nesse  instante,  determine  as  taxas  nas  quais  as  seguintes 
quantidades  estao  variando. 

(a)  O volume  (b)  A area  da  superffcie 

(c)  O comprimento  da  diagonal 

40.  A voltagem  V em  um  circuito  eletrico  simples  esta  decrescendo 
devagar  a medida  que  a bateria  se  descarrega.  A resistencia  R 
esta  aumentando  devagar  com  o aumento  de  calor  do  resistor. 
Use  a Lei  de  Ohm,  V ~ IR,  para  achar  como  a corrente  / esta 
variando  no  raomento  em  que  R = 400  O,  / = 0,08  A, 

dV/dt  = -0>01  V/s  e dR/dt  = 0,03  O/s. 

41.  A pressao  de  um  mol  de  um  gas  ideal  e aumentada  a taxa  de 
0,05  kPa/s,  e a temperatura  e elevada  a taxa  de  0,15  K/s. 

Utilize  a equa§ao  do  Exemplo  2 para  achar  a taxa  de  varia§ao 
do  volume  quando  a pressao  e 20  kPa  e a temperatura  e 320  K. 

42.  Um  carro  A esta  viajando  para  none  na  rodovia  16,  e um  carro 
B esta  viajando  para  oeste  na  rodovia  83.  Os  dois  carros  se 
aproximam  da  interse§ao  dessas  rodovias.  Em  um  certo 
momento,  o carro  A esta  a 0,3  km  da  intersegao  viajando  a 90 
km/h,  ao  passo  que  o carro  B est&  a 0,4  km  da  interse^ao 
viajando  a 80  km/h.  Qual  a taxa  de  variacao  da  distancia  entre 
os  carros  nesse  instante? 


43-46  □ Assuma  que  todas  as  fun^oes  dadas  sao  diferenciaveis. 

Bl  Se  z = fix,  y),  onde  x = rcos  6 e y = r sen0,  (a)  determine 
dz/dr  e dz/d6e  (b)  mostre  que 


44.  Se  it  = f(x,  >j,  onde  x ~ es  cos  tty  ~ c*  sen  t,  mostre  que 


_ r/  , dz  dz 

45.  Se  z — f {x  - y),  mostre  que  — 4 — 0. 

dx  dy 

46.  Se  z ~ fix,  y),  onde  x ~ s + / e y = s — f,  mostre  que 

/ dr  V / dz  V dz  dz 

\ dx  J \ dy  J ds  dt 


47-53  □ Assuma  que  todas  as  funcoes  dadas  tenham  derivadas 
parciais  de  segunda  ordem  contfnuas. 

47.  Mostre  que  qualquer  funqao  da  forma 

z ~ f(x  -P  at)  + g(x  — at) 

& uma  solu£ao  da  equa^ao  de  onda 


d2z 

d^ 


d'Z 


dx2 

[Dica:  Seja  u — x + at,  v ~ x — at. ] 
48.  Se  u — f{x,  v),  onde  x ~ es  cos  / e y - 

d2u 


d~u  d*u 

+ ““T" 


dx' 


ay 


ds"  dt' 


es sent,  mostre  que 
d2u 


2 rs,  determine  drzjdr  ds. 


49.  Se  z = f(x,  y),  onde  x ~ r2  + s2,  y 
(Compare  com  o Exemplo  7.) 

50.  Se  z — f(x,  y),  onde  x — rcos  $,  y — rsen  9,  determine  (a) 
dz/dr,  (b)  dz/dBt  (c)  d2z/dr  dd. 

51.  Se  z —f(x,  y),  onde  x ~ r cos  6 , y'=  rsen  6,  mostre  que 

d2z  d2z  ___  d2z  1 dh  1 dz 

dx2  dy 2 dr2  r 2 d$2  r dr 

52.  Suponha  z —f(x,  yj,  onde  x ™ g(s,  t)  e y = h(s,  t). 

(a)  Mostre  que 

\ 2 


d^Z 

~dF 


d'Z 
dX 2 


, d~z  dx  dy  d z 

+ 2 ; f 

dx  dv  dt  dt 


dy' 


dz  drir  dz  d2y 

dx  dt 2 dy  ~dt 2 


(b)  Detennine  uma  formula  semelhante  para  d2z/ds  dt. 


53.  Uma  fun?ao/6  dita  homogenea  de  grau  n se  satisfaz  a equa^ao 
f(tx , ty)  ~ tfix,  y)  para  todo  valor  de  t,  onde  n e um  inteiro 
positivo  e / tern  as  segundas  derivadas  parciais  contfnuas. 

(a)  Verifique  que  fix,  y)  — x2y  + 2xy2  + 5y3  6 homogenea 
de  grau  3. 

(b)  Mostre  que,  s ef  6 homogSnea  de  grau  n,  entao 

*/  + df  ft  \ 
x r y — — n f (x,  y) 

dx  J dy 

[Dica:  Utilize  a Regra  da  Cadeia  para  derivar  f{tx,  ty)  com 
relayao  a t.} 

54.  S e/e  homogenea  de  grau  n,  mostre  que 

2 d2f  df  td2f 

x — z + 2xy~~—  + y —r  — n(n  — 1 )f(x,y) 
dx  ^ dx  dy  ' dy 2 
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55.  Se ft  homogenea  de  grau  n,  mostre  que 

fAtx,  ty ) - r~lfx(x,  y ) 

58.  Suponha  que  a equagao  F(x,  y,  z)  — 0 defina  implicitamente 
cada  uma  das  tres  variaveis  x,  y e z como  fungao  das  outras 
duas: 


z — fix,  y),  y — g{x,  z),  x = h(y,  z).  Se  F for  diferenciavel  e F.„ 
Fy  e Ft  forem  todas  nao-nulas,  mostre  que 

dz  dx  dy 
dx  dy  dz 


Derivadas  Direcionais  e o Vetor  Gradiente 


FIGURA  1 


O mapa  meteorologico  dos  estados  da  California  e Nevada,  apresentado  na  Figura  1 , mostra 
os  contomos  da  fungao  temperatura  T\x,  y)  as  15  horas  de  um  dia  de  outubro.  As  curvas  de 
rnvel  ou  isotermicas  ligam  localidades  que  apresentam  a mesma  temperatura.  A derivada  par- 
cial  Tx  erti  um  ponto,  como  o Reno,  da  a taxa  de  variagao  da  temperatura  era  reiagao  a 
distancia  se  viajarmos  de  Reno  para  leste;  Ty  e a taxa  de  variagao  da  temperatura  se  via- 
jarmos  para  o norte.  Mas  o que  acontece  se  desejarmos  conhecer  a taxa  de  variagao  da 
temperatura  quando  viajamos  para  sudeste  (indo  para  Las  Vegas)  ou  em  outra  dire9§o 
qualquer?  Nesta  segao  introduzimos  um  tipo  de  derivada,  chamada  derivada  direcional , 
que  nos  permite  determinar  a taxa  de  variagao  de  uma  fungao  de  duas  ou  mais  variaveis 
em  qualquer  diregao. 


y 


ol  * 

I 

FIGURA  2 

Um  vetor  unitario 

u = {a,  b)  — (cos  6 , sen  $} 


Derivadas  Direcionais 


Lembremo-nos  de  que,  se  z = fix,  y),  as  derivadas  parciais  fx  e fy  sao  definidas  como 


m 


fx(x 0,  Jo)  = lim 
h^O 


fix o + K y0)  - /(.xq,  y0) 
h 


fyixo*  yo)  = lim 

/i  — >0 


fix 0,  y0  + h)  - fix o,  y0) 
h 


e representam  as  taxas  de  variagao  de  z na  diregao  positiva  dos  eixos  x e y,  ou  seja,  nas 
diregSes  e sentidos  dos  versores  i e j. 

Suponha  que  queiramos  determinar  a taxa  de  variagao  de  z no  ponto  Uo,  yo)  na  diregao 
e sentido  de  um  vetor  unitario  arbitrario  a = (a,  b).  (Veja  a Figura  2.)  Para  faze-lo  deve- 
mos  considerar  a superficie  S com  equagao  z ~ fix,  y)  (grafico  de/)  e tomar  z0  = fix o,  yo)* 
O ponto  P(xo,  yo,  zo)  pertence  a 5.  O piano  vertical  que  passa  por  P na  diregao  de  u intercepta 
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S em  uma  curva  C (veja  a Figura  3).  A inclina^ao  da  ret  a tangente  T a C era  P e a taxa  de 
variacao  de  z na  direcao  e sentido  de  u. 


FIGURA  3 


Se  Q(x,  >>,  z)  e outro  ponto  sobre  C e P\  Q’  sao  as  proje?oes  de  P,  Q sobre  o piano  xy, 
entao  o vetor  P'Q’  e paralelo  a u,  e portanto 

F&  =hu=  (ha,  hb) 


para  algum  valor  do  escalar  h.  Dessa  forma,  x ~ x0  = ha,  y - y0  = hb,  logo  x = x0  + ha, 
y = >’o  + hb,  e 


Az  _ _£ Zo  __  /(-Vo  + ha,  Vo  + hb)  — /(x o,  >’o) 

h h h 

Se  tomarmos  o limite  quando  h > 0,  obteremos  a taxa  de  variacao  de  z (era  relayao  a distancia) 
na  direcao  e sentido  de  u,  que  e charaada  derivada  direcional  de  f na  direcao  e sentido  de  u. 


{U  Definite  A derivada  direcional  de/era  (x0,  yQ)  na  direcao  e sentido  do 
vetor  unitario  u = (a,  b)  e 

£>„/(*>,  >.„)  = Mm  /Po  + 

h->0  h 

se  esse  limite  existir. 


Comparando  a Defini?ao  2 com  (1),  vemos  que,  se  u = i = (1,0),  entao  A/  = /ese 
u _ j __  (0,  1 ),  entao  D:f  — fy,  Bra  outras  palavras,  as  derivadas  parciais  de  f com  rela- 
te a x e y sao  casos  particulars  da  derivada  direcional. 
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F1GURA  4 


EXEMFIO  1 □ Utilize  o mapa  meteorologico  da  Figura  1 para  estimar  o valor  da 
derivada  direcional  da  fun^ao  teraperatura  em  Reno  na  dire^ao  sudeste. 

SOLUfAO  O versor  na  dire^ao  sudeste  e dado  por  u =*  (i  - j)/\/2,  mas  nao  necessitaremos 
dessa  expressao.  Em  vez  disso,  inicialmente  tra^amos  uma  reta  que  passa  por  Reno  na 
direqao  sudeste.  (Veja  a Figura  4.) 


Aproximamos  a derivada  direcional  Du  T pela  taxa  media  de  variagao  de 
temperatura  entre  os  pontos  onde  a reta  traqada  intercepta  isotermicas  T = 50  e T = 60. 
A temperatura  no  ponto  a sudeste  de  Reno  e T **=  60  °F,  e a temperatura  no  ponto  a 
noroeste  de  Reno  e T = 50  °F.  A distancia  aproximada  desses  pontos  e de  75  milhas. 
Logo  a taxa  de  variacao  da  temperatura  na  dire^ao  sudeste  e 


DUT 


60  - 50 
75 


_10 

75 


0, 13  °F/mi 


Quando  computamos  a derivada  direcional  de  uma  funqao  definida  por  uma  formula, 
geralmente  usamos  o seguinte  teorema. 


|~3]  Teorema  Se  / e uma  fun^ao  diferenciavel  em  x e >’,  entao  / tern  derivada 
direcional  na  direcao  e sentido  de  qualquer  versor  u = {a,  b)  e 

IX  fix,  y)  = ffx,  y)a  + fix,  y)b 


Prova  Se  definirmos  uma  funqao  g de  uma  unica  variavel  h por 

g(h)  ~f(x o + ha,  y0  + hb ) 

entao,  pela  definicao  de  derivada  direcional,  temos 

gih)  - 0(0)  fix  0 + ha,  yo  + hb)  - fix^y o) 

m fl'(0)  = lim  = lim : 

L-J  v «— *o  h h^o  h 


= Du fix o,  yo) 
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□ A derivada  directional  D„f(h  2) 
no  Exemplo  2 representa  a taxa  de 
variagao  ds  z na  airegao  de  u.  Isto  e a 
inclinagao  da  reta  tangente  a curva 
obtida  pela  intersegao  da  superffcle 
2 = Xs  - 3xy  + 4y2  e o piano  vertical 
que  passa  por  {1,  2,  0)  na  diregao  de  u 
mostrado  na  Figura  5. 


Por  outro  lado,  podemos  escrever  gih)  — fix,  v),  onde  x — Xo  + ha,  y = jo  + hb , e pela 
Regra  da  Cadeia  (Teorema  14.5.2),  vem 


9’(h ) 


df  dx  ^ of  dy 


• \ Jt 


■ fix,  y)a  + fix,  y)b 


Se  tomarmos  h = 0,  entao  x — xq,  v — >?o,  e 


[5] 


g'( 0)  = fix o,  yo)a  + fy(xQ,  yfb 


Comparando  as  Equagdes  4 e 5,  vemos  que 

Ou/(*o,  >’o)  =/v(  A'o,  yo)a  + fix  o,  >’o  )b 


Se  o versor  u faz  um  angulo  6 com  o eixo  x positive*  (pomo  na  Figura  2),  entao  podemos 
escrever  u = (cos  0,  send)  e a formula  do  Teorema  3 fica 

[f]  D»  fix , y)  ™ fix,  y)  cos  0 + fy(x,  y)  sen  6 

EXEMPLO  2 g Determine  a derivada  direcional  Duf(x , >)  se 

fix,  y)  “X3  — 3x>’  + 4 j2 

eueo  versor  dado  pelo  angulo  6 — 7r/6-  Qual  sera  Du/(  1,  2)? 

S0LUQA0  A Formula  6 nos  da 

7 7 7T 

DJ'{x,  y)  = fix,  y)  cos  — + fix,  y)  sen-- 
o o 

/3 

= (3x2  - 3y)  — + (— 3x  + 8j)|- 
- |[3 y3x2  - 3x  + (8  - 3j3)y] 


Portanto 

D.f(  1,  2)  - IpvW2  - 3(1)  + (8  - 3 v/3)(2)]  - B y*—  0 

J Vetor  Gradiente 

Note  no  Teorema  3 que  a derivada  direcional  pode  ser  escrita  como  o produto  escalar  de 
dois  vetores: 


0 Daf(x,  y)  = fix,  y)a  + f(x,  y)b 


“ >’),/>■  U, }'))  * {a,  b) 

= (f(x,y),f(x,y))  • u 

O primeiro  vetor  no  produto  escalar  ocorre  nao  somente  no  computo  da  derivada  dire- 
cional, mas  tambem  em  muitas  outras  situagoes.  Assim  daremos  a ele  um  nome  especial 
(o  gradiente  de  f e uma  notagao  especial  (grad/ou  V/,  que  lemos  “del  /”). 
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□ O vetor  gradiente  V/(2,  — I)  do 
Exempto  4 e mostrado  na  Figura  6 
com  ponto  inicial  (2,  - 1).  Tambem  e 
mostrado  o vetor  v,  que  da  a diregao  e 
sentido  da  derivada  direcional.  Ambos 
os  vetores  estao  sobrepostos  ao  mapa 
de  contornos  do  grafico  de  f. 


FiGURA  6 


1 8]  DeflnicSe  S e / e uma  fun9ao  de  duas  variaveis  xty,  o gradiente  de / e a 
fungao  vetorial  V/  defmida  por 

V/(*,>’)  = (fx(x,y),fy(x,y))  = ~ i + ~j 

OX  fJV 


EXEMPLO  3 □ Se  f(x,  y)  — sen  x + exy,  entao 

V/(x,  >')  = </„/,.)  = (cos  a-  + ye”',  xe") 

e V/(0,l)  = <2,0>  O 

Com  a notagao  de  vetor  gradiente,  podemos  reescrever  a expressao  (7)  para  a derivada 
direcional  como 


HI 


D.f(x.y)  = Vf(x,y)  ■ a 


que  expressa  a derivada  direcional  na  diregao  e sentido  de  u como  a projet^ao  escalar  do 
vetor  gradiente  sobre  u. 

EXEMPLO  4 □ Determine  a derivada  direcional  da  fun^ao  f(x,  y)  = x2y3  — 4 y no  ponto 
(2,  —1)  na  diret^ao  do  vetor  v — 2i  + 5j. 

S01UQA0  Primeiramente,  vamos  calcular  o gradiente  de/ no  ponto  (2,  - 1): 

Vf(x,y)  = 2xyH  + (3x2y2  - 4)j 
V/( 2,  -1)  = — 4i  + 8j 

Note  que  v nao  e um  vetor  unitario,  mas,  como  | v j = y29,  o vetor  unitario  na  diregao  e 
sentido  de  v e 


u 


5 

“759  J 


Portanto,  pela  Equacao  9,  temos 


Du/(2, -1)  = V/(2,  ~1)  • u = (-41  + 8j)  • 


5 

-v/29 


-4-2  + 80 


32 
V2 9 


Fun^oes  de  Tres  Variaveis 


Para  as  fungdes  de  tres  variaveis  podemos  definir  derivadas  direcionais  de  modo  seme- 
lhante.  Novamente  Duf(x,  y,  z ) pode  ser  interpretado  como  a taxa  de  variagao  da  fungao 
na  diregao  e sentido  de  um  versor  u. 
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ffoj  Defini?ao  A derivada  direciona!  de  uma  funcao /em  (xo,ya,  zQ)  na  dire^ao  e 
sentido  do  vetor  unitario  u ~ (a,  b,c)  e 

^ v fUa  + ha,yQ  + hb,  z0  + he)  - f(xQ,y0,  z0) 

Daf{xlh  Vo,  z0)  = lira : 

0 h 

se  o limite  existir. 


Se  usaraios  a nota9§o  vetorial,  poderemos  escrever  tan  to  a defini^ao  (2)  quanto  a (10) 
da  derivada  direcional  na  forma  compacta 


Du/(xo)  = lira 


/(Xp  + ku)  ~/(Xq) 

h 


onde  x0  = (xo,yo)  se  n = 2 e Xo  = (x0,  Vo,  zf)  se  n — 3.  Isso  era  esperado,  porque  a 
equa9ao  vetorial  da  reta  que  passa  por  xo  na  dire9§o  do  vetor  u e dada  por  x = xo  + tu 
(Equa9ao  12.5.1),  e portanto  /(x0  + hu)  representa  o valor  de/ em  um  ponto  dessa  reta. 

Se  f(x,  y,  z)  for  diferenciavel  e u — ( a , b , c),  entao  o mesmo  metodo  usado  na  prova 
do  Teorema  3 pode  ser  usado  para  mostrar  que 

m Du  fix,  y,  z)  = fx(x,  v,  z)a  + fy(x,  y,  z)b  + fz(x,  y,  z)c 

Para  uma  fun9ao/  de  tres  variaveis,  o vetor  gradiente,  denotado  por  V/  ou  grad  / e 
V/(x,  y,  z)  = (fx(x,  y,  z),fy(x,  y,  z),/(x,  y,  z)) 

ou,  simplificando, 

03] 


Entao,  como  para  as  fu^oes  de  duas  variaveis,  a Formula  12  para  a derivada  direcional 
pode  ser  reescrita  como 


fix,  y,  z)  = Vf(x,  y,  z) 


EXEMPLO  5 □ Se  f(x , y,  z)  — x sen  yz,  (a)  determine  o gradiente  de/ e (b)  estabele9a  a 
derivada  direcional  de / no  ponto  (1,3,  0)  na  dire9ao  e sentido  de  v — i + 2j  — k. 

$0LU£A0 

(a)  O gradiente  de/e 


V/(x,  v,  z)  = {fix,  y,  z)Jy{x,  y,  z),/(x,  y,  z)> 


— ( sen  yz,  xz  cos  yz,  xy  cos  yz) 


■m  »*, 


«s? 
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FiGURA  7 

□ No  ponto  (2,  0)  a fungao  do  Exempio  6 
aumenta  mais  rapidamente  na  diregao  e 
sentido  do  gradiente  V/(2, 0)  ~ (1,2). 
Na  Figura  7 note  que  esse  vetor  parece 
ser  perpendicular  a curva  de  mvei  que 
passa  por  {2,  0).  A Figura  8 mostra  o 
grafico  de  f e o vetor  gradiente. 


(b)  No  ponto  (1,  3,  0)  temos  V/(l,  3,  0)  — (0,  0,  3).  O vetor  unitario  na  diregao  e 
sentido  de  v ~ i + 2j  ~ k e 

u“7si  + ^j~76k 

Portanto,  da  Equagao  14,  vem 

Daf(  1,3,  0)  « V/(  1,3,0)  * u 


Maximizando  a Derivada  Direcional 


Suponha  uma  fungao  / de  duas  ou  tres  variaveis  e considere  todas  as  possiveis  derivadas 
direcionais  de / em  urn  ponto  dado.  Isso  nos  dara  a taxa  de  variacao  da  fungao  em  todas  as  di- 
regdes  possiveis.  Podemos  entao  perguntar:  em  qual  dessas  direcoes  / vaiia  mais  rapido  e 
qual  a maxima  taxa  de  variagao?  A resposta  a essas  perguntas  e dada  pelo  seguinte  teorema. 


[15]  Teorema  Suponha  que / seja  uma  fungao  difereneiavel  de  duas  ou  tres 
variaveis.  O valor  maximo  da  derivada  direcional  Duf(x)  e | V/(x)  | e ocorre 
quando  u tem  a mesma  diregao  e sentido  que  o vetor  gradiente  V/(x). 


Prove  Da  Equacao  9 ou  14,  temos 

Duf  = V/  ■ u = | V/ 1 1 u | cos  6 ~ | V/ 1 cos  6 

onde  6 e o angulo  entre  V/  e u.  O valor  maximo  de  cos  0 e 1,  e isso  ocorre  quando 
6 = 0.  Portanto  o valor  mdximo  de  Daf  e | V/ 1 e ocorre  quando  0 = 0,  ou  seja,  quando 
u tem  a mesma  diregao  e sentido  que  V/.  U 

EXEMPIO  6 □ 

(a)  Se  f(x,  y)  = xey.  determine  a taxa  de  variagao  de  /no  ponto  P(  2,  0)  na  direcao  de  P 

a Q(l  2). 

(b)  Em  que  diregao/ tem  a maxima  taxa  de  variacao?  Qual  e a maxima  taxa  de  variacao? 
S0LUQAQ 

(a)  Prime  iro  calcularemos  o vetor  gradiente: 

V/(x,  y)  = (./,/:)  = (ey\xey) 

V/( 2,0)-  <l,-2) 

O versor  da  direcao  PQ  — (“1.5;  2)  d u = (~f,  f),  logo  a taxa  de  variacao  de/ na 
direcao  que  vai  de  P a Q e 

D.f( 2,  0)  = V/( 2,  0)  • u = <1,  2)  • {-I,  i) 

= l(-|)  + 2(f)  =1 
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FfGURA  8 


(b)  De  acordo  com  o Teorema  15, /aumenta  mais  depressa  na  direcao  e sentido  do 
gradiente  V/(2,  0)  = { 1,  2).  A.  maxima  taxa  de  variafao  e 


V/( 2,  0) 


0,2)|  =05 


EXEMPLO  7 □ Suponha  que  a temperatura  em  um  ponto  (x,  y,  z)  do  espaijo  seja  dada  por 
T(x,  v,  z)  = 80/(1  + x2  + 2v2  + 3 z2),  onde  7'e  medida  em  graus  Celsius  ex,  y,  z em 
metros.  Em  que  direcao  no  ponto  (1,1,  -2)  a temperatura  aumenta  mais  rapidamente? 
Qual  e a taxa  maxima  de  aumento? 

S0LUQA0  O gradiente  de  T e 
r dT  dT  . dT  t 

f~  , + — » + — k 
dx  dy  dz 


(1  + x~  + 2>>2  + 3 z'Y  (1  + x2  + 2>;2  + 3 z2)2  * (1  + x2  + 2 y2  + 3 z1)2 

160  , 

(1  + X2  + 2 V 2 + 3z2)2  ( Xt  2yi  ~ 3zk) 

No  ponto  (1,  1,  — 2),  o vetor  gradiente  e 

VT(1,  1,  ~2)  = Iff  (~~i  — 2j  + 6k)  ~ |(-i  ~ 2j  + 6k) 

Pelo  Teorema  15  a temperatura  aumenta  mais  rapidamente  na  direcao  e sentido  do 
gradiente  V7  ( 1,  1,  2)  — |( — i — 2j  + 6 k)  ou,  de  modo  equivalente,  na  direcao  e 

sentido  de  -i  - 2j  + 6k  ou  ainda  de  seu  versor  (— i - 2 j + 6k)/%/4l.  A taxa  maxima 
de  aumento  e o modulo  do  vetor  gradiente 


VT(l,  1,-2) 


-i  — 2j  + 6k  I 


Portanto  a taxa  maxima  de  aumento  da  temperatura  e 5 041/8  4 °C/m.  S 

Q Plano  Tangente  as  Superficies  de  Nivel 

Suponha  que  S seja  uma  superficie  com  equa^ao  F(x,  y,  z)  = k,  ou  seja,  uma  superficie  de 
nivel  da  fungao  F de  tres  variaveis,  e seja  P(xo,v0,  zo)  um  ponto  sobre  S.  Seja  C uma  curva 
qualquer  contida  na  superficie  S que  passe  pelo  ponto  P.  Lembre-se  de  que,  da  Se^ao  13.1, 
a curva  C e descrita  por  uma  fun?ao  vetorial  continua  r(r)  = (x(t),  y(t),  z(t) ) . Seja  to  o 
valor  do  parametro  correspondente  ao  ponto  P,  ou  seja,  r(f0)  = (x0,  yo,  z0>.  Como  C per- 
tence  a S,  qualquer  ponto  (x(t),  >*(/),  zit))  precisa  satisfazer  a equa?ao  de  S,  ou  seja, 

M F(x(t),  y(t),  z{t))  — k 

Se  x,  y e z sao  diferenciaveis  como  funcao  de  r e F tambem  e diferencidvel,  podemos  usar 
a Regra  da  Cadeia  para  diferenciar  ambos  os  lados  da  Equacao  16,  como  se  segue: 

gTj  + 

dx  dt  dy  dt  dz  dt 

Mas,  como  VF  = (Fx,  Fy,  F,)  e r '(t)  = y'(t),  z'(t)),  a Equacao  17  pode  ser  escrita 

em  termos  do  produto  escalar  como 

VF  • r f(t)  - 0 
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Em  particular,  quando  t — to.  temos  r(r0)  — (xo,  jo,  Zo),  e assim 

TO  VFOo,  Vo,  z0)  • r '(/())  - 0 

A Equa^ao  18  nos  diz  que  o vetor  gradients  em  P,  VF(xo,  yo,  z0 )5  e perpendicular  ao 
vetor  tangente  r'(to)  a qualquer  curva  C em  S que  passe  por  P (veja  a Figura  9).  Se 
VF(x o,  jo,  zo)  # 0,  e natural  definir  o piano  tangente  a superficie  de  mvel  F(x,  j,  z)  — k 
em  P(xo,  jo,  zo)  como  o piano  que  passa  por  P e tern  vetor  normal  VF(xo,  jo,  z<}). 
Utilizando  a equa^ao  geral  do  piano  (Equa£ao  12.5.7)  podemos  escrever  a equafao  do 
piano  tangente  como 


FxU'o,  Jo,  Zo)(x  - x0)  + Fy(x(),  jo,  z0)(j  ~ Jo)  + Fz(x0,  j0,  z0)(z  - z0)  “ 0 


A reta  normal  a S em  P e a reta  que  passa  por  Pee  perpendicular  ao  piano  tangente. 
A diregao  da  reta  normal  e,  portanto,  dada  pelo  vetor  gradiente  VF(xo,  jo,  zo)  e,  assim,  pela 
Equa5ao  12.5.3,  suas  equates  na  forma  simetrica  sao 


[20] 


Ao 


V ~ Vo 


Zo 


Fx  (x0,  Jo,  Zo ) Fy (x0,  Jo,  Zo ) F,(x 0,  Jo,  z0 ) 


No  caso  especial  em  que  a equa9§o  de  lima  superficie  S 6 da  forma  z — fix,  j)  (ou  seja. 
Si  o grafico  da  funqao/de  duas  variaveis),  podemos  reescrever  a equa^ao  como 

F(x,  y,  z)  = /(x,  j)  - z = 0 

e entender  S como  uma  superficie  de  mvel  (com  k — 0)  de  F.  Entao 

Fx(xq,  jo,  Zo)  = fx(x o,  Jo) 

Fv(x0,  Jo,  Zo)  **  fy(x 0,  Jo) 

F,(x0,  jo,  z0)  — ~1 

logo  a Equa^ao  19  se  toma 

fx(x o,  Jo)(x  - x0)  + fy(xo,  j0)(j  ~~  Jo)  - (z  - zo)  — 0 

que  e equivalente  ik  Equaqao  14.4.2.  Entao,  nossa  nova,  mais  geral,  defini?ao  de  piano 
tangente  e consistente  com  a defini^ao  que  foi  dada  no  caso  especial  da  Se^ao  14.4. 

EXEMPL0  8 □ Determine  as  equates  do  piano  tangente  e reta  normal  no  ponto 
(-2,  1,  —3)  ao  elipsoide 


x~  , . z* 

+ y 

4 


S01UQA0  O elipsoide  e a superficie  de  mvel  (com  k = 3)  da  fun^ao 

F(x,  y,  z)  = + j2  + 
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u A Figura  1 0 mostra  o elipsoide, 
piano  tangente  e reta  normal 
do  Exemplo  8. 


FIGURA  10 


Portanto,  temos 


FJx,  y,  z ) 


Fy{ x,  y,  z)  — 2 y 


Ffx,  y,  z) 


2 z 


FA-2,  1,  —3)  = — l FA-2,  {,  -3)  - 2 Fz(- 2,  1,  -3)  = 

Entao,  da  Equagao  19,  temos  a equa^ao  do  piano  tangente  no  ponto  (-2,  1,  -3),  como 

— 1 (x  + 2}  + 2 (y  - 1)  - f(z  + 3)  = 0 

que  pode  set  simplificada  para  3x  — 6y  + 2z  + 18  — 0. 

Pela  Equagao  20,  as  equapoes  simetricas  da  reta  normal  sao 


x + 2 


1 


+ 3 

2 

3 


Importancia  do  Vetor  Gradiente 


Vamos  resumir  agora  os  lugares  onde  o vetor  gradiente  tern  presenga  importante. 
Inicialmente  consideraremos  uma  fun^ao  / de  tres  variaveis  e um  ponto  P(x0,  y(h  z0)  em 
seu  dommio.  Por  um  lado,  sabemos  do  Teorema  15  que  o vetor  gradiente  V /Go,  Vo,  z(l) 
indica  a dire^ao  e sentido  de  maior  crescimento  da  fun^ao  /.  Por  outro,  sabemos  que 
Vf(x o,  >’o,  Zq  ) e ortogonal  as  superficies  de  nivel  S de  /em  P (veja  a Figura  9).  Essas  duas 
propriedades  sao  compativeis  intuitivamente  porque,  quando  nos  movemos  de  P em  uma 
superficie  de  nivel  S,  o valor  da  fun9ao  / nao  se  altera.  Parece  razoavel  que,  se  nos  move- 
mos em  uma  direpao  perpendicular,  obtemos  o maior  aumento. 

Da  mesma  maneira  podemos  considerar  uma  funyao  de  duas  variaveis  / e um  ponto 
P(x0,  _vo)  em  seu  domi'nio.  Novamente  o vetor  gradiente  V/( jc0,  >o)  da  a dire^ao  e sentido  de 
maior  crescimento  de  /.  Tambem,  por  considera^oes  semelhantes  a nossa  discussao  sobre  o 
piano  tangente,  podemos  mostrar  que  V /(xq,  Vo)  e perpendicular  a curva  de  mvel  fix,  y)  — k 
que  passa  por  P.  Mais  uma  vez,  isso  e plausfvel  intuitivamente,  visto  que  os  valores  de  /se 
mantem  constantes  quando  nos  movemos  ao  longo  da  curva  de  mvel.  (Veja  a Figura  1 1.) 


Se  considerarmos  um  mapa  topografico  de  um  morro  e se  / (x,  y)  representar  a altura 
acima  do  nivel  do  mar  do  ponto  de  coordenadas  ( x , v),  entao  a curva  de  maior  crescimento 
pode  ser  desenhada  como  na  Figura  12,  fazendo-a  perpendicular  a todas  as  curvas  de  con- 
tomo.  Esse  fenomeno  pode  ser  notado  na  Figura  12  na  Se9ao  14.1,  onde  o Riacho 
Lonesome  segue  a curva  de  maior  decrescimento. 
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Um  sistema  algebrico  computacional  tern  comandos  que  plotam  alguns  vetores 
gradientes.  Cada  vetor  gradiente  V/(a,  b ) e piotado  partindo-se  de  um  ponto  (a,  b ).  A 
Figura  13  mostra  como  fica  um  desses  desenhos  (chamados  campos  de  vetores  gradientes ) 
para  a fumjao  f(x,  >')  = x2  - y2  sobreposto  a um  mapa  de  contomos  de/.  Como  esperado, 
os  vetores  gradientes  apontam  na  direpao  e sentido  de  "subida  de  morro"  e sao  perpendi- 
culares  &s  curvas  de  rnvel. 


FtGURA  13 


Exercicios 


SB  E dado  o mapa  de  contomos  mostrando  a pressao  barometrica 
(em  milimetros)  as  7:00  horas  da  manha  do  dia  12  de  setembro 
de  1960,  quando  o Furacao  Donna  estava  ativo.  Estime  o 
valor  da  fun^ao  pressao  em  Raleigh,  na  Carolina  do  Norte, 
em  diretjao  ao  olho  do  furacao.  Quais  sao  as  unidades  da 
derivada  direcional? 


2.  O mapa  de  contomo  mostra  a precipitajao  media  de  neve  (em 
polegadas)  perto  do  Lago  Michigan.  Estime  o valor  da 


derivada  direcional  da  fun^ao  da  precipita^ao  de  neve  em 
Muskegon,  Michigan,  na  dire^ao  de  Ludington.  Quais  sao 
as  unidades? 


3.  A tabela  de  valores  do  rndice  sensagao  termica  W — f(T,  v)  6 
dada  no  Exercfcio  3 da  Se$ao  14.3.  Use-a  para  estimar  o valor  de 
Z)u/(- 20,  30),  onde  u - (I  + j)/v  2. 

4-6  □ Determine  a derivada  direcional  de/ no  ponto  dado  e a dire$ao  e 
sentido  indicada  pelo  angulo  6. 

4.  f(x.y ) «=  x2y3  - y4,  (2,  1),  0 = tt/4 

5.  fix,  >>)  — y/5x  - 4y,  (4,  1),  0 — — it/ 6 

6.  fix,  y)  = x sen(xy),  (2,  0),  0 = rr/3 


(a)  Determine  o gradiente  de/. 

(b)  Calcule  o gradiente  no  ponto  P. 

(c)  Determine  a taxa  de  variacao  de  ft  m P na  dire^ao  e sentido  do 
vetor  u. 

7.  f{x , y)  = 5x>’2  - 4x3v,  5(1,  2),  u - <&,  jf) 

B,  /(x,  y)  — v lnx,  5(1,  -3),  u — f) 

9.  f(x,y,  z)  — xe ' Vv",  PIS,  0,  2),  u = (j,  — f,  j) 

10.  f(x,y,  z)  = yx  + >’7  5(1,  3,  1),  u = (I,  7,  |) 

15-77  Determine  a derivada  direcional  da  funcao  no  ponto  dado 
na  dire^ao  e sentido  do  vetor  v. 

It.  fix,  y)  - 1 + 2x  y/y,  (3.4),  v » (4,  -3) 

12.  fix,  y)  = In(x2  + V"),  (2,  1),  v — { — 12) 

13.  g(s,  t ) = s2e!,sm  2,  0),  v — i + j 

14.  g(r,  6)  — e~r sin  6,  (0,  tt/3),  v = 3i  — 2j 

15.  f{x,  v,  z)  — -fx1  + y:  + z2,  (i,  2.  — 2), 

v = ( —6,  6,  —3) 

16.  f{x,  y,  z)  — xfiy  + z),  (4.  1,  1),  v — { i,  2,  3) 

17.  g(x,  y,  z)  — (x  + 2 y + 3z)  1 2,  (1,  1,  2),  v — 2 j — k 

18.  Use  a figura  para  estimar  Du  f( 2,  2). 


SJH  Determine  a derivada  direcional  de  /(x,  y)  = v'xy  em  5(2,  8) 
na  dire5ao  de  <2(5,  4). 

20.  Estipule  a derivada  direcional  de  f(x,  y,  z)  = x3  + y2  + z2  em 
5(2,  I,  3)  em  dire^ao  a origem. 

21-26  □ Determine  a taxa  de  variacao  maxima  de  /no  ponto  dado 

e a dire^ao  e sentido  em  que  isso  ocorre. 

21.  f(x,  y)  - y 2/x,  (2,4) 

22.  fip,  q)  = qe~p  + pe~q,  (0,  0) 

HHl  / (-*>  y)  — sen(xv),  (1,0) 

24.  fix,y,z)=xYz\  (I,  1,  1) 

25.  f{x,  y,  z)  = In(xyV’),  (1,  — 2,  — 3) 

26.  f(x,y,  z ) — tg  (x  + 2v  + 3z),  (—5,  1,  1) 

§|f§  (a)  Mostre  que  uma  funyao  diferenciavel/decresce  mais 
depressa  em  x na  dire^ao  e sentido  oposto  a do  vetor 
gradiente,  ou  seja,  na  dire^ao  -V/(x). 

(b)  Utilize  a parte  (a)  para  determinar  a dire^ao  e sentido 
onde  /(x,y)  = x4v  — x2yJ  decresce  mats  rapido  no  ponto 
(2,-3). 
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28.  Determine  as  direcoes  e sentidos  em  que  a derivada  direcional 
de  fix,  v)  — x2  + sen  xy  no  ponto  (1.0)  tern  valor  1. 

UK  Determine  todos  os  pontos  nos  quais  a direcao  e sentido  de  maior 
variacao  da  funcao  fix,  y)  — x2  + y2  — 2x  — 4y  e i + j. 

30.  Nas  proximidades  de  uma  boia,  a profundidade  de  am  lago  em  um 
ponto  com  coordenadas  (x,  y)  e z = 200  + 0,02x2  - 0,00 1 y3, 
onde  x,  y,  e z sao  medidos  em  metros.  Um  pescador  que  esta  em 
um  pequeno  barco  parte  do  ponto  (80,  60)  em  dire9ao  a boia,  que 
esta  localizada  no  ponto  (0,  0).  A agua  sob  o barco  esta  ficando 
mais  profunda  ou  mais  rasa  quando  ele  come^a  a se  mover? 
Explique. 

31  A temperatura  T em  uma  boia  de  metal  e inversamente 

proporcional  it  distancia  do  centro  da  boia,  que  tomamos  como 
sendo  a origem.  A temperatura  no  ponto  (1,  2,  2)  e de  120°. 

(a)  Determine  a taxa  de  variacao  de  Tern  (1,  2,  2)  em  direcao 
ao  ponto  (2,  1 , 3). 

(b)  Mostre  que  em  qualquer  ponto  da  boia  a direfao  de  maior 
crescimento  na  temperatura  e dada  pelo  vetor  que  aponta 
para  a origem. 

32.  A temperatura  em  um  ponto  (x,  y,  z)  e dada  por 

T(x,y,z)  - 200e“-r,_Jj'J"9z3 
onde  T e medido  em  °C  e x,  y , z em  metros. 

(a)  Determine  a taxa  de  variacao  da  temperatura  no  ponto 
Pi 2,  ~ 1, 2)  em  dire9ao  ao  ponto  (3,  —3,  3). 

(b)  Qual  6 a direcao  e sentido  de  maior  crescimento  da 
temperatura  em  PI 

(c)  Encontre  a taxa  m&xima  de  crescimento  em  P. 

?3JL:  Suponha  que  em  uma  certa  regiao  do  espa^o  o potencial 
eletrico  V seja  dado  por  V(x,  y,  z)  = 5x2  — 3xy  + xyz. 

(a)  Determine  a taxa  de  varia9ao  do  potencial  em  P( 3,  4,  5)  na 
direcao  do  vetor  v ~ i + j — k. 

(b)  Em  que  direijao  e sentido  e sentido  V varia  mais 
rapidamente  em  PI 

(c)  Qual  a taxa  maxima  de  variacao  em  PI 

34.  Suponha  que  voce  esteja  escalando  um  morro  eujo  fomiato  e 
dado  pela  equacao  z = 1000  — 0,0  lx 2 — 0,02y2  ondex,  y, 
e z sao  medidos  em  metros,  e voce  esteja  em  pe  no  ponto  de 
coordenadas  (50,  80,  847).  O eixo  positivo  dos  x aponta  para 
o Leste  e o eixo  positivo  dos  y aponta  para  o Norte. 

(a)  Se  voce  andar  exatamente  para  o Sul,  voce  comecara  a 
subir  ou  a descer?  Com  que  taxa? 

(b)  Se  voce  caminhar  em  direcao  ao  Noroeste,  voce 
comeqara  a subir  ou  a descer?  Com  que  taxa? 

(c)  Em  que  direcao  e sentido  a inclina^ao  e maior?  Qual  e a 
taxa  de  eleva^ao  nessa  direcao?  Qual  6 o angulo  que  o 
irncio  desse  caminho  faz  em  relacao  a horizontal? 

35.  Seja / uma  funcao  de  duas  variaveis  que  tenha  derivadas 
parciais  conti'nuas  e considere  os  pontos  A(l,  3),  5(3,  3), 

C(l,  7)  e D(  6,  15  fA  derivada  direcional  em  A na  direcao  e 
sentido  do  vetor  AB  e 3,  e a derivada  direcional  em  A na 
dire9§o  e sentido  AC  e 26.  Determine  a derivada  direcional  de 
ft  m A na  dire9ao  e sentido  do  vetor  AD. 
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38.  Para  o mapa  de  contorno  dado,  desenhe  as  curvas  de  maior 
. crescimento  em  P e ern  Q. 


47.  Se  f(x,  v)  = x2  -f  4y2,  determine  o vetor  gradiente  V ’/( 2,  1)  e 
use~o  para  determinar  a reta  tangente  a curva  de  ni'vel  da 
fungao  f(x,  y)  — 8 no  ponto  (2,  1).  Esboce  as  curvas  de  ni'vel, 
reta  tangente  e vetor  gradiente. 

48.  Se  g(x , y)  — x — y2,  determine  o vetor  gradiente  Vg(3,  — 1)  e 
use-o  para  achar  a reta  tangente  a curva  de  mvei  g(x,  y)  — 2 no 
ponto  (3.  — 1).  Esboce  a curva  de  mvei,  a reta  tangente  e o 
vetor  gradiente. 

49.  Mostre  que  a equagao  do  piano  tangente  ao  eiipsoide 
x2/a2  + y2/b2  + z2/c 2 = i no  ponto  (x0,  Vo,  2o)  pode  ser 
escrita  como 


37.  Mostre  que  a operagao  de  caicuiar  o gradiente  de  uraa  fungao 
tern  a propriedade  fomecida.  Suponha  que  « e v sejam  fungoes 
de  x e y,  diferenciaveis,  e a e b sejam  constantes. 

(a)  V(au  + bv)  ~ a Vu  + bVv  (b)  Viuv)  — u Vv  + v Vu 

(d)  V«"  - nu n~l  Vu 

38.  Esboce  o desenho  do  vetor  gradiente  V/( 4,  6)  para  a fungao  / 
cujas  curvas  de  ni'vel  sao  mostradas.  Explique  como  voce 
escolheu  a diregao  e sentido  e o comprimento  desse  vetor. 


(c)  V 


vVu  ~~  uVv 


33-44  □ Determine  equagoes  de  (a)  piano  tangente  e (b)  reta 
normal  a uma  superficie  dada  no  ponto  especificado. 

39.  x2  + 2y2  + 3z2  = 21,  (4,  -1,  1) 

46.  x — y2  + z1  — 2,  (—1,1,0) 

41.  x2  - 2y2  + z2  + yz  = 2,  (2,  1,  -1) 

42.  x - z — 4 arctg(yz),  (1  + rr,  1,  1) 

Hit  z + l=  xey  cos  z,  (1,  0,  0) 

44.  yz  — ln(x  + z),  (0,  0, 1) 

Si  45-46  □ Utilize  o computador  para  tragar  o grafico  da  superficie, 
piano  tangente  e reta  normal  na  mesma  tela.  Escolha  o tamanho 
da  janela  de  inspegao  com  cuidado  para  evitar  pianos  verticals 
estranhos.  Escolha  o ponto  de  vista  de  modo  que  voce  possa  ver 
bem  os  tres  objefos. 

45.  xy  + yz  + zx  = 3,  (1,  1,  1)  46.  xyz  = 6,  (1,  2,  3) 


ax0  yy0 


4- 


i 


50.  Determine  a equagao  do  piano  tangente  ao  hiperboloide 
x2/a2  4-  y2fb2  — z2jc 2 — 1 em  (x0,  >’o,  e expresse-a  de 
fonna  semelhante  a do  Exercfcio  49. 


51.  Mostre  que  a equagao  do  piano  tangente  ao  paraboioide 
eh'ptico  zfc.  — x2/a  + y2jb 3 no  ponto  (xo,  >’o,  Zq)  pode  ser 
escrita  como 


2xx0  2yy0  _ z + Zq 

a 2 b2  c 

52.  Determine  os  pontos  sobre  o eiipsoide  x2  + 2y2  + 3z2  — 1 
onde  o piano  tangente  e paralelo  ao  piano  3x  — y + 3z  = 1 . 

53.  Determine  os  pontos  no  hiperboloide  x2  ~~  y2  + 2 z2  — 1 onde 
a reta  normal  6 paralela  a reta  que  une  os  pontos  (3,  — 1 , 0)  e 
(5,3,6). 

54.  Mostre  que  o eiipsoide  3x2  + 2y2  + z2  — 9 e a esfera 

x2  + y2  + z1  - 8x  — 6y  - 8z  + 24  = 0 se  tangenciam  no 
ponto  (I,  1,2).  (Isso  significa  que  eles  t6m  uma  tangente 
comum  nesse  ponto.) 

55.  Mostre  que  todo  piano  que  e tangente  ao  cone  x2  + y2  — z2 
passa  pela  origem. 

56.  Mostre  que  a reta  normal  a esfera  x2  + y2  + z1  — r2  passa 
pelo  centro  da  esfera. 

W&.  Mostre  que  a soma  das  intersegoes  com  os  eixos  x,  y e z de 
qualquer  piano  tangente  a superficie  V x + %/y  + -Jz  = yfc  e 
uma  constante. 


58.  Mostre  que  o produto  das  intersegoes  com  os  eixos  x,  y e z 
de  qualquer  piano  tangente  a superficie  xyz  = cJ  e uma 
constante. 


59.  Determine  as  equagoes  parametricas  da  reta  tangente  a curva 
formada  pela  intersegao  do  paraboldide  z = x2  + y2  com  o 
elips6ide  4x2  + y2  + z1  — 9 no  ponto  (—1,  1,  2). 

SO.  (a)  O piano  y + z — 3 intercepta  o cilindro  x2  + y2  ==  5 em 
uma  elipse.  Determine  as  equagoes  parametricas  da  reta 
tangente  a essa  elipse  no  ponto  (1,2,  1). 

(b)  Desenhe  o cilindro,  o piano  e a reta  tangente  na  mesma  tela. 

61,  (a)  Duas  superficies  sao  ditas  ortogonais  em  um  ponto  de 
intersegao  se  suas  normais  sao  petpendiculares  nesse 


■&:S& 
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ponto.  Mostre  que  superficies  com  equagao  F(x,  y,  z)  — 0 
e G(x,  y,  z)  ~ 0 sao  ortogonais  em  um  ponto  P onde 
VF  # Oe  VG  0 se  e somente  se,  em  P, 

FXGX  + FyGy  + F/F  - 0. 

(b)  Use  a parte  (a)  para  mostrar  que  as  superficies  z2  ~ x2  + y2 
ejf2  + >’2  + j2  = r sao  ortogonais  em  todo  ponto  de 
intersegao.  Voce  pode  ver  isso  sem  fazer  os  calculos? 

62.  (a)  Mostre  que  a fungao  fix,  y)  — fxy  e contfnua  e suas 

derivadas  parciais  / e fy  existem  na  origem  mas  as  derivadas 
direcionais  em  todas  as  outras  diregoes  nao  existem. 


| (b)  Trace  o grafico  de  / perto  da  origem  e comente  como  e!e 

confirma  a parte  (a). 

Suponha  que  as  derivadas  direcionais  de  fix,  y)  sejam 
conhecidas  em  um  determinado  ponto  em  duas  di redoes  nao 
paralelas  dadas  por  seiis  versores  u e v.  6 possfvel  determinar 
V/  nesse  ponto?  Se  sim,  como  faze-lo? 

64.  Mostre  que,  se  z =/(x,  y)  for  diferenciavel  em  x0  — (jco,  y0), 
entao 

/(x)  -/(x0)  - V/(x0)  • (x  - Xo) 

iim . : — 0 

3t^I»  jx-Xo| 

[Dica:  Use  a Definigao  14.4.7  diretamente.] 


Valores  Maximo  e Minimo 


Como  vimos  no  Capi'tulo  4 do  Volume  I,  um  dos  principals  usos  da  derivada  ordinaria  e na 
determinagao  dos  valores  maximo  e minimo.  Nesta  segao  veremos  como  usar  as  derivadas 
parciais  para  localizar  os  pontos  de  maximo  e minimo  de  uma  fungao  de  duas  variaveis. 
Em  particular,  no  Exemplo  6 veremos  como  maximizar  o volume  de  uma  caixa  sem  tampa 
se  tivermos  uma  quantidade  fixa  de  cartolina  para  trabalhar. 


FIGURA  1 


i 1 j Definite  Uma  fungao  de  duas  variaveis  tem  um  maximo  local  em  ( a , b ) se 
/(*,  y)  f(a,  b ) quando  (x,  y)  esta  proximo  de  ( a , b).  [Isso  significa  que 

fix,  y)  f(a,  b)  para  todo  ponto  (x,  y)  em  alguma  bola  aberta  com  centro  em  (a, 
b).}  O numero / ( a , b ) e chamado  valor  maximo  local.  Se  fix,  y)  > f(a,  b)  quando 
(x.  y)  estd  proximo  de  (a,  b),  entao / (a,  b)  e um  valor  minimo  local. 

Se  as  inequagoes  da  Definigao  1 valerem  para  todos  os  pontos  (x,  y)  do  dominio  de  f 
entao/  tern  um  maximo  absoluto  (ou  minimo  absoluto)  em  (a,  b ). 

O grafico  da  fungao  com  muitos  mdximos  e minimos  locais  6 mostrado  na  Figura  1. 
Voce  pode  pensar  nos  maximos  locais  como  picos  de  montanhas  e nos  minimos  locais 
como  o fundo  dos  vales. 

| jj]  Teorema  Se  uma  fungao / tem  um  maximo  ou  minimo  locais  em  (a,  b)  e as 
| derivadas  parciais  de  priraeira  ordem  de  / existem  nesses  pontos,  entao  /(a,  b)  — 0 | 

| e f{a,  b)  = 0.  | 


Frova  Seja  g(x ) — fix,  b).  Se/ tem  um  maximo  (ou  minimo)  local  em  (a,  b),  entao  g 
tem  um  maximo  (ou  minimo)  local  em  a,  de  modo  que  g’(a)  = 0 pelo  Teorema  de 
Fermat  (veja  o Teorema  4.1.4  no  Volume  I).  Mas  g\a)  = f .fa,  b)  (veja  a Equagao 
r Note  que  a conciusao  do  14.3.1),  e assim  ffa,  b)  ~ 0.  Da  mesma  forma,  pela  aplicagao  do  Teorema  de  Fermat  a 

Teorema  2 pode  ser  colocada  em  funcao  G(y)  — fid,  y),  obtemos  fy(a,  b)  0. 

tormos  do  gradiente  como  . 

Vf(a,  b)  = 0.  Se  itnpusermos  fx(a,  b)  — 0 e fy(a,  b)  = 0 na  equagao  do  piano  tangente  (Equagao 

14.4.2),  obteremos  z — z0.  Assim,  a interpretagao  geometrica  do  Teorema  2 e que,  se  o gra- 
fico de  / tem  um  piano  tangente  em  um  ponto  de  maximo  ou  minimo  locais,  esse  piano 
precisa  ser  horizontal. 

Um  ponto  (a,  b)  e dito  ser  um  ponto  critico  (ou  ponto  estaciondrio)  de/ se  fja,  b)  = 0 
e fy(a,  b)  = 0,  ou  se  uma  das  derivadas  parciais  nao  existir.  O Teorema  2 diz  que,  se/tem 
um  maximo  ou  minimo  locais  em  (a,  b),  entao  (a,  h)  e um  ponto  critico  de/  Entretanto, 
como  no  calculo  de  uma  unica  variavel,  nem  todos  os  pontos  criticos  correspondem  a um 
maximo  ou  minimo,  Em  um  ponto  critico,  a fungao  pode  ter  um  maximo  local  ou  um  mi- 
nimo local,  ou  ainda  nenhum  dos  dois. 
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FIGURA  2 

Z = x2  + v2  ~ 2x  — 6 y + 14 


EXWiO  1 □ Seja  /(x,y)  - x2  + y2  - 2x  - 6y  + 14.  Entao 

f,(; c,  y)  = 2x  - 2 /(x,  y)  - 2y  - 6 

Essas  derivadas  parciais  sao  nulas  quando  x = 1 e y = 3,  portanto  o unico  ponto  critico 
e (1,  3).  Completando  os  quadrados,  acharaos 

fix,  y)  — 4 + (x  ~ i)2  + (y  — 3)2 

Como  (x  - 1 / ^ Oe  (y  — 3)2  A-  0,  temos  fix,  y)  5=  4 para  todos  os  valores  de  x e y. 
Logo,  /(l  , 3)  = 4 e um  mfnimo  local,  e de  fato  e um  mmimo  absoluto  de/.  Isso  pode 
ser  confirmado  geometricamente  do  grafico  de  f,  que  e um  paraboloide  eliptico  com 
vertice  (1,3,  4),  mostrado  na  Figura  2. 

EXEMPLS  2 :::  Determine  os  valores  extremos  de  /(x,  y)  — y2  — x2. 

S0LUQA0  Como  fx  = —2x  e fy  — 2y,  o unico  ponto  critico  e (0,  0).  Note  que,  para  os 
pontos  sobre  o eixo  x,  temos  y = 0,  de  modo  que  /(x,  y)  — —x2  < 0 (se  x 0). 
Entretanto,  para  os  pontos  sobre  o eixo  y temos  x ~ 0,  e entao  f(x,  y)  = y2  > 0 (se 
y ^ 0).  Logo,  todo  disco  com  centro  (0,  0)  contem  pontos  onde  a fun^ao/tem  valores 
positivos,  assim  como  pontos  onde  / tern  valores  negativos.  Por  conseguinle,  /( 0,  0)  — 0 
nao  pode  ser  um  valor  extremo  de  /,  e / nao  tem  valor  extreme.  O 


O Exemplo  2 ilustra  o fato  de  que  uma  fun^ao  pode  nao  ter  nem  maximo  nem  mmimo 
em  um  ponto  critico.  A Figura  3 mostra  como  isso  e posstvel.  O grafico  de/e  o 
paraboloide  hiperbolico  z = y 2 — x2,  que  tem  piano  horizontal  tangente  (z  — 0)  na 
origem.  Voce  pode  ver  que  /( 0,  0)  = 0 e um  maximo  na  dire^ao  do  eixo  x,  mas  um  mi- 
nimo  na  dire^ao  do  eixo  y.  Perto  da  origem  o grafico  tem  o formato  de  uma  sela,  e por  isso 
(0,  0)  e chamado  ponto  de  sela  de/. 

Precisamos  ser  capazes  de  determinar  se  uma  funqao  tem  um  valor  extremo  em  um 
ponto  critico.  O teste  que  se  segue,  que  sera  provado  no  final  desta  sefao,  e analogo  ao 
Teste  da  Segunda  Derivada  para  as  funcoes  de  uma  unica  variavel. 

FIGURA  3 


I jTj  Teste  da  Ssgunda  Deriwada  Suponha  que  as  segundas  derivadas  parciais  de / 
| sejam  contmuas  em  uma  bola  aberta  com  centro  em  (a,  b ),  e suponha  que 
| fx(a , b)  — 0 e fy(a,  b)  — 0 [ou  seja,  (a,  b ) e um  ponto  critico  de/J.  Seja 

D = D(a,  b ) = Ua,  b)f„{a . b ) - [, f,,(a , b )]2 

| 

| (a)  Se  D > 0 e /ur(a,  b } > 0,  entao  f(a , b)  e um  mfnimo  local. 

; (b)  Se  D > 0 e b ) < 0,  entao  fia,  b ) e um  maximo  local. 

\ (c)  Se  D < 0,  entao  f(a , b)  nao  e mfnimo  local  nem  maximo  local. 


NQTA  1 o No  caso  (c)  o ponto  ( a , b)  e chamado  ponto  de  sela  de/  e o grafico  de/ atra- 
vessa  seu  piano  tangente  em  (a,  b). 

NOTA  2 o Se  £>  — 0,  o teste  nao  fornece  informa^ao :/  pode  ter  um  maximo  local  ou 
mfnimo  local  em  (a,  b),  ou  (a,  b)  pode  ser  um  ponto  de  sela  de/ 

NOTA  3 a Para  lembrar  a formula  de  D 6 util  escreve-la  como  um  detenninante: 


D = 


foe  fy 
fyx  fyy 


Ufyy  - (fyf 
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EXEMPLO  3 □ Determine  os  vaJores  de  maximo  e mfnimo  locais  e os  pontos  de  sela  de 
fix,  y)  = x4  + v4  - 4 xy  + 1. 

SOLUQAO  Vamos  inicialmente  localizar  os  pontos  crfticos: 

fx  = 4* 3 - 4 y f,  = 4 y3  - Ax 

igualando  essas  derivadas  pareiais  a zero,  obtemos  as  equates 

x3  ~ y = 0 e y3  — x — 0 

Para  resolve-las,  substitufmos  y = x3  da  primeira  cquagao  na  segunda.  Isso  da 

0 = x9  - x - x(x8  - 1)  - x(x4  - l)(x4  + 1)  = x(x2  - l)(x2  + l)(x4  + 1) 

e existem  tres  raizes  reais:  x — 0,  1,  -1.  Os  tres  pontos  criticos  sao  (0,  0),  (1.  1)  e 

Agora  vamos  calcuiar  as  segundas  derivadas  pareiais  e D(x,  y): 

fxx  = 12x2  fxy  = -4  12 y2 

D(x,y)  —fxxfyy  — (fxy)2  = 144x2y2  - 16 

Como  D(0,  0)  = — 16  < 0,  segue  do  caso  (c)  do  Teste  da  Segunda  Derivada  que  a 
origem  e um  ponto  de  sela;  ou  seja,  / nao  tem  nem  maximo  local  nem  mfnimo  local  em 
(0,  0).  Como  Z>(1,  1)  = 128  > 0 e /*(  1,  1)  — 12  > 0,  vemos  do  caso  (a)  do  teste  que 
/( 1,  1)  = ”1  e um  mfnimo  local.  Da  mesma  forma,  temos  D(~l,  — 1)  = 128  > 0 e 
fxx(~  1,  —1)  = 12  > 0,  e entao  /(—  1,  — 1)  — — 1 e tambem  um  mfnimo  local. 

O grafico  de/e  mostrado  na  Figura  4.  % 

□ Um  mapa  de  contorno  da  fungao  f 
do  Exemplo  3 e mostrado  na  Figura  5. 

As  curvas  de  nivel  perto  de  (1,  1)  e 
{— 1,  -1)  tem  forma  oval  e indicam 
que,  quando  nos  movemos  para  longe 
de  (1,  1}  ou  (-1,  -1}  em  quaiquer 
diregao,  os  valores  de  f crescem.  As 
curvas  de  nivel  perto  de  (0,  0),  por 
outro  lado,  parecem  hiperboles.  Eias 
revelam  que,  quando  nos  movemos 
para  longe  da  origem  {onde  o valor  de  f 
e 1),  os 

valores  de  f decrescem  em  algumas 
diregdes,  mas  crescem  em  outras. 

Portanto  o mapa  de  contornos  sugere 
a presenga  dos  minimos  e do  ponto  de 
sela  que  encontramos  no  Exemplo  3. 

FIGURA  5 

EXEMPLO  4 c Determine  e classiftque  os  pontos  criticos  da  funcao 
f(x,y)  ~ 10x2y  - 5.v:  - 4y  2 - x4  - 2y4 
Determine  tambem  o ponto  mats  alto  do  grafico  de/. 


* Sfe. jfcb. ; . :m  sfe  •••  • W&  *, 


FIGURA  4 

Z = x1  4-  y4  - 4xy  + 1 
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SOLUQAO  As  primeiras  derivadas  parciais  sao 

fx  — 20  xy  — 1 Ox  — 4x ' fy  = lOx2  — 8y  — 8 y 3 
Para  achar  os  pontos  end  cos  precisamos  resolver  as  equa9oes 

2x(  1 0 y - 5 - 2x2)  = 0 
5x2  - 4y  ~ 4y3  - 0 

Da  Equagao  4,  vemos  que 

x = 0 ou  lOy  — 5 ~ 2x2  — 0 

No  primeiro  caso  (x  = 0),  a Equa^ao  5 fica  —4y(l  + y2)  = 0,  assim  y =0e  teinos 
um  ponto  crftico  (0,  0). 

No  segundo  caso  (lOy  — 5 — lx1  = 0),  temos 

SJ  A'2  - 5y  - 2,5 

e,  substituindo  na  Equa9§o  5,  temos  25y  — 12,5  — 4y  — 4y3  — 0.  Logo,  temos  de 
resolver  a equa9ao  cubica 

[7]  4y3  - 21y  + 12,5  - 0 


B 

ID 


Utilizando  uma  calculadora  grafica  ou  um  computador  para  tra9ar  o grafico  da  fun9ao 


F1GURA  6 


g(y)  ~ 4 y3  — 21y  + 12,5 

como  na  Figura  6,  vemos  que  a Equa9ao  7 tern  tres  raizes  reais.  Dando  um  zoom 
podemos  achar  as  raizes  com  quatro  decimals: 

y **  “2,5452 
y « 0,6468 
y **  1,8984 


(Como  aitemativa,  podemos  usar  o metodo  de  Newton  ou  um  programa  para  localizar  as 
raizes  para  determina-las.)  Da  Equacao  6,  os  valores  de  x correspondentes  sao  dados  por 

x ==  ±y/5 y - 2,5 


Se  y ~ -2,5452,  entao  x nao  tern  valor  real  correspondente.  Se  y ~ 0,6468,  logo, 
x **  ±0,8567.  Se  y «=  1,8984,  entao  x « ±2,6442.  Assim  temos  o total  de  cinco  pontos 
criticos,  que  sao  analisados  na  tabela  que  se  segue.  Todos  os  valores  estao  arredondados 
para  duas  casas  decimals. 


Ponto  crftico 

Valor  de/ 

fx. 

D 

Conciusoes 

(0,  0) 

0,00 

-10,00 

80,00 

maximo  local  j 

(±2,64,  1,90) 

8,50 

-55,93 

2,488,71 

maximo  local 

(±0,86,  0,65) 

-1,48 

-5,87 

-187,64 

ponto  de  sela  | 
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As  Figuras  7 e 8 mostram  o grafico  de  / sob  dois  pontos  de  vista  diferentes,  e vemos 
que  a superficie  abre  para  baixo.  [Isso  pode  ser  visto  da  expressao  de/ (x,  y );  os  termos 
doniinantes  sao  ~x2  ~ 2y4  quando  \x  | e | v | sao  grandes.j  Comparando  os  valores  de / 
nos  maximos  locais,  vemos  que  o maximo  absoiuto  de/e  /{±2,64,  1,90)  « 8,50.  Em 
outras  palavras,  os  pontos  mais  altos  do  grafico  de / sao  (±2,64,  1,90,  8,50). 


□ Os  cinco  pontos  crfticos  da  fungao  1 
do  Exemplo  4 sao  mostrados  no  mapa 
de  contorno  de  /na  Figura  9. 


FIGURA  9 


EXEMPLO  5 □ Determine  a distancia  mais  eurta  entre  o ponto  (1,0,  — 2)  e o piano 
x + 2 y + z = 4. 

S0LUQA0  A distancia  entre  urn  ponto  qualquer  ( x , y,  z)  e o ponto  (1, 0,  —2)  e 

d = Vu  - I)2  + y2  + (z  + 2)2 

mas,  se  (x,  y,  z)  pertenee  ao  piano  x + 2 y + z = 4,  entao  z — 4 - x - 2y,  e assim 

temos  d — s/(x  — l)2  + y2  + (6  — x ~ 2y)2.  Podemos  minimizar  d mimmizando  a 

expressao  mais  simples 

d 1 =f(x,  y)  = (*  — l)2  + y2  + (6  — x ~ 2 y)2 
Resolvendo  as  equates 

ft  ~ 2{x  — 1)  — 2(6  — x - 2 y)  ==  4x  4-  4y  — 14  = 0 

fy  - 2y  - 4(6  - * - 2y)  = Ax  + 10y  -24-0 

achamos  que  o tinico  ponto  cntico  e (y»  f ).  Como  /**  — 4,  fxy  ~ 4 e fyy  — 10,  temos 
D(x,  y)  — fxxfyy  - ifXy)2  = 24  > 0 e /„  > 0.  Portanto,  pelo  Teste  da  Segunda  Derivada, 
/ tern  um  mmimo  local  em  (j>  f ).  Intuitivamente  podemos  ver  que  esse  mfnimo  local  6, 


«fe,. 
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□ O Exemplo  5 poderia  ser  resoivido 
utilizando-se  vetores.  Compare  com  os 
metodos  da  Sepao  12.5. 


v 


FtGURA  10 


na  verdade,  um  minimo  absoluto,  porque  precisa  haver  um  ponto  no  piano  dado  que 
esteja  mais  proximo  de  (1,  0,  -"2).  Se  x = j e y = f,  entao 

d = v (x  - 1 )•' + f -+•  (6  - .v  - 2v)2  = v7©2  + (02  + ®2  = “““ 

o 

A distancia  mais  curta  de  (1,  0,  —2)  ao  piano  a:  + 2y  + z — 4 e 5^6/6. 

EXEIWPLO  6 c Uma  caixa  retangular  sem  tampa  deve  ser  feita  com  12  m2  de  papelao. 
Determine  o volume  maximo  de  tal  caixa. 

S0LUQA0  Seja  o comprimento,  a largura  e a altura  da  caixa  (em  metros)  x,  >’  e z,  como 
mostrado  na  Figura  10.  O volume  dessa  caixa  e 

V = xyz 

Podemos  expressar  V como  fun^ao  so  de  x e y usando  o fato  de  que  a area  dos  quatro 
lados  e do  fundo  da  caixa  e 


2xz  + 2>'z  + xy  ~ 12 

Resol vendo  essa  equafao  para  z,  obtemos  z = (12  — xy)/\_ 2(x  + >>)],  e V fica 

__  _ 12  — xy  _ 12xt  ~ A"2}’2 

^ 2(x  + y)  2(x  + y) 

Se  calcularmos  as  derivadas  parciais: 

dV  >>2(  12  - 2x7  - x2)  dV  x2(12  - 2 xy  - y2) 

dx  2(x  + y)~  dy  2(x  + y)2 

Se  V e um  maximo,  entao  dVjdx  = dV/dy  = 0,  mas  x ==  0 ou  y — 0 fomecem  V’  = 0, 
dessa  forma,  precisamos  resolver  as  equa?oes 

12  — 2 xy  — x2  — 0 12  — 2x>>  — y2  = 0 

Isso  leva  a x2  = j2  e portanto  x — y.  (Note  que  x e y precisam  ser  positivos  no 
problema.)  Se  substituirmos  x — y em  uma  das  equagoes,  obteremos  12  — 3x2  — 0,  que 
da  x ^ 2,  y = 2 e z = (12  — 2 * 2)/[2(2  + 2)]  — 1. 

Podemos  usar  o Teste  da  Segunda  Derivada  para  mostrar  que  o ponto  obtido  e um 
maximo  local  de  V,  ou  podemos  argumentar  que  a natureza  fisica  do  problema  exige  a 
existencia  de  um  maximo  absoluto  e que,  portanto,  esse  mdximo  ocorre  quando  x = 2, 
y = 2,  z = 1 . Assim,  V =2  ♦ 2 * 1=4,  e o volume  maximo  da  caixa  e 4 m’ . Q 


Valores  Maximo  e Minimo  Absolutos 


Para  uma  fun^ao/de  uma  varidvel,  o Teorema  do  Valor  Extreme  diz  que,  se  / e contfnua 
em  um  intervalo  fechado  [a,  b],  entao/tem  um  valor  minimo  absoluto  e um  valor  maximo 
absoluto.  De  acordo  com  o Metodo  dos  Intervales  Fechados  da  Segao  4. 1 do  Volume  I, 
achamos  esses  valores  calculando  / nao  somente  nos  pontos  criticos,  mas  tambdm  nos 
extremos  do  intervalo  a e b. 
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(a)  Conjuntos  fechados 


/ ■ ' 
V-/ 


Wm 


(b)  Conjuntos  nao  fechados 
FIGURA  11 


Para  as  fungoes  de  duas  variaveis  a situaijao  e semelhante.  Como  para  os  intervales 
fechados  os  extremos  do  intervalo  estao  contidos  no  intervalo,  um  conjunto  feehado  de 
U 2 contem  todos  os  seus  pontos  da  fronteira.  [Um  ponto  da  fronteira  de  D e um  ponto  (a, 
b)  tal  que  qualquer  bola  aberta  centro  em  (a,  b)  content  pontos  de  D e pontos  nao  perten- 
centes  a D .]  Por  exemplo,  o disco 

D = {(x,  y)|*2  + y 2 1} 

constituido  de  todos  os  pontos  sobre  e dentro  da  circunferencia  x2  + y2  — 1,  e um  con- 
junto  feehado  porque  contem  todos  os  seus  pontos  da  fronteira  (que  sao  os  pontos  sobre  a 
circunferencia  x2  + y2  — 1).  Mas  mesmo  que  um  unico  ponto  da  fronteira  seja  omitido,  o 
conjunto  deixa  de  ser  feehado  (veja  a Figura  11). 

Um  conjunto  limitado  em  K2  e aquele  que  esta  contido  em  algum  disco.  Em  outras 
palavras,  ele  e finito  em  extensao.  Entao,  em  termos  de  conjuntos  fechados  e limitados, 
podemos  estabelecer  o correspondente  ao  Teorema  do  Valor  Extremo  para  as  duas  dimensoes. 

[ 8]  Teorema  do  Valor  Extremo  para  as  Funcoes  de  Duas  Variaveis  Se / for  continua 
em  um  conjunto  feehado  e limitado  D de  R2,  entao / atinge  um  valor  maximo 
absoluto  f(xu  Ji)  e um  valor  mfnimo  absoluto  f(x2,  }>2)  em  alguns  pontos  (jcj,  >q)  e 
(x2,  y?)  de  D,  

Para  achar  os  pontos  extremos  cuja  existencia  e garantida  pelo  Teorema  8.  notamos  que. 
pelo  Teorema  2,  se / tem  um  valor  extremo  em  (xi,  >’i),  entao  (xi,  >»,)  ou  e um  ponto  critico 
de  / ou  um  ponto  da  fronteira  de  D.  Portanto  temos  a seguinte  extensao  do  Metodo  dos 
Intervales  Fechados. 

fsTj  Para  determinar  um  maximo  ou  mfnimo  absolutos  de  uma  fungao  continua/ 
em  um  conjunto  feehado  e limitado  D : 

1.  Determine  os  valores  de  / nos  pontos  cnticos  de  / no  interior  de  D. 

2.  Estabele^a  os  valores  extremos  de  / na  fronteira  de  D. 

3.  O maior  dos  valores  dos  passos  1 e 2 6 o valor  maximo  absoluto;  o menor 
desses  valores  e o valor  mfnimo  absoluto. 


yt 

(0,2) 

L3  (2, 2) 

(3,2) 

. 

L 

■pi 

l2 

(0,0) 

L\  (3,0)  x 

EXEMPLO  7 □ Determine  os  valores  maximo  e mfnimo  absolutos  da  fun^ao 
f(x,  y)  = x~  ~~  2 xy  + 2y  no  retangulo  D = {(x,  y)  1 0 =s=  x «£  3, 0 ^ y *£  2}. 

SOLUQAO  Como /e  um  polinomio,  e continua  no  retangulo  feehado  e limitado  D , e, 
portanto,  o Teorema  8 nos  diz  que  existem  tanto  o maximo  absoluto  quanto  o minimo 
absoluto.  De  acordo  com  o passo  I de  (9),  inicialmente  devemos  calcular  os  pontos 
cnticos.  Eles  ocorrem  quando 

f,  = 2x  ~ 2y  = 0 /.  - ~2x  + 2-0 

e,  assim,  o unico  ponto  cntico  existente  e (1,  1),  no  qual  temos  /(l,  1)  — 1. 

No  passo  2 olhamos  para  os  valores  de/na  fronteira  de  D,  que  e constituido  por 
quatro  segmentos  de  reta  Lu  L2,  L3  e L4  mostrados  na  Figura  12.  Em  Lu  temos  y - 0 e 

fix,  0)  = x2  0 *£  x «£  3 

Isso  corresponde  a uma  fun^ao  crescente  de  x,  que  tem  valor  mfnimo  /( 0,  0)  = 0 e ma- 
ximo /( 3,  0)  = 9.  Sobre  L2.  temos  x — 3 e 


FIGURA  12 


/(3,  y)  — 9 — 4y 


0 ^ y *£  2 
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Essa  e uma  fun^ao  decrescente  de  y,  portanto  seu  mdximo  e /( 3,  0)  = 9 e seu  mini  mo  e 
/( 3,  2)  — 1.  Sobre  temos  y = 2 e 

/(x,  2)  = x2  --  4x  + 4 0 sS  jc  3 

Pelos  metodos  do  Capltulo  4 do  Volume  I,  ou  simplesmente  observando  que 

/(x.  2)  — (x  - 2)2,  vemos  que  o mmimo  valor  dessa  fun?ao  e /{ 2,  2)  — 0,  e seu  valor 

maximo  e /( 0,  2)  = 4.  Finalmente,  sobre  L4,  temos  x = 0 e 

/(0,y)~2y  2 

com  valor  maximo  /( 0,  2)  “ 4 e valor  minimo  /(0, 0)  — 0.  Portanto,  na  fronteira,  o 
valor  minimo  de/e  0 e o maximo,  9. 

No  passo  3 comparamos  esses  valores  com  o valor  /(l,  1)  = 1 no  ponto  critico  e 
conclufmos  que  o valor  maximo  absoluto  de /emDe  /( 3,  0)  = 9,  e o valor  minimo 
absoluto  e /( 0,  0)  = /(: 2,  2)  = 0.  A Figura  13  mostra  o grdfico  de/ 


Fechamos  esta  se<jao  com  a prova  da  primeira  parte  do  Teste  da  Segunda  Derivada.  As 
partes  (b)  e (c)  tem  provas  semelhantes. 

Prova  da  Parts  {a}  do  Teorema  3 Vamos  calcular  a segunda  derivada  direcional  de  /na 
diregao  de  u = (h,  k).  A derivada  de  primeira  ordem  e dada  pelo  Teorema  14.6.3; 

Daf  = fxh  + fyk 

Aplieando  esse  teorema  uma  segunda  vez,  temos 

fj  0 

Dif=  Du(Duf)  = — (P.f)h  + — (D.f)k 

dx  ay 

= (fah  + fyxk)h  + (f„h  + f„k)k 

~ fx*h2  ~r  2 fxyhk  + /•■/ 2 (pelo  Teorema  de  Clairaut) 

Se  completarmos  os  quadrados  na  expressao,  obteremos 

01  Dlf=flh  + JL'C)  +jr  (/»/»■-/(,) 
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Temos  que  fJKa,  b)  > 0 e D(a,  b)  > 0.  Mas  /„  e D = fxxfyy  - //  sao  funcoes  contmuas, 
logo  existe  uma  bola  aberta  B com  centra  (a,  b ) e raio  S > 0 tal  que  fu(x , y)  > 0 e 
D(x,y)  > 0 sempre  que  (x,  y)  pertencer  a B.  Portanto,  olhando  a Equa^ao  10,  vemos  que 
Dlfix,  y)  > 0 sempre  que  (x, y)  pertencer  a B.  Isso  implica  que,  seCe  uma  curva  obtida 
pela  intersecao  do  grafico  de /com  o piano  vertical  que  passa  por  P(a,  b,f(a,  b))  na 
direijao  de  u,  entao  C tem  concavidade  para  cima  no  intervalo  de  comprimento  2 8.  isso  e 
verdadeiro  na  direyao  de  todo  vetor  u;  portanto,  se  restringirmos  (x,  >!)  a B,o  grafico  de/ 
permanecera  acima  do  piano  horizontal  tangente  a/em  P.  Logo,  f(x,y)  3s  f(a,  b) 
sempre  que  (x,  v)  estiver  em  B.  Isso  mostra  que  f(a,  b)  e um  minimo  local.  Q 


mmm,  Exercicios 

WMi  Suponha  que  ( 1 , 1 ) seja  um  ponto  crftico  de / com  derivadas  de 
segunda  ordem  contmuas.  Em  cada  caso,  o que  se  pode  dizer 
sobre  /? 

(a)  /«(1, 1)  - 4,  /,( //I,  l)-2 

(b)  Ml,  0 “=  4,  Ml,  1}  - 3,  Ml,  1)  - 2 

2.  Suponha  que  (0,  2)  seja  um  ponto  critico  de  g com  derivadas 
de  segunda  ordem  contmuas.  Em  cada  caso,  o que  se  pode 
dizer  sobre  g'l 

(a)  gU 0,  2)  =====  — 1,  gxy( 0,  2)  « 6,  gJO,  2)  = 1 

(b)  ^(0,  2)  — — 1,  gjfi,  2)  - 2,  g>7( 0,  2)  = -8 

(c)  gU 0,  2)  - 4,  gxy( 0,  2)  = 6,  g„,( 0,  2)  - 9 

3-4  □ Utilize  as  curvas  de  nivel  da  figura  para  predizer  a 
localiza^ao  dos  pontos  criticos  de/e  se/ tem  um  ponto  de  sela  ou 
um  maximo  ou  minimo  locals  em  cada  um  desses  pontos.  Explique 
seu  raciocinio.  Em  seguida  empregue  o Teste  da  Segunda  Derivada 
para  confirmar  suas  predi^oes. 


4.  f(x,  >!)  — 3x  — x ’ — 2 y2  + y4 


>'* 


5-180  Determine  os  valores  maximos  e minimos  locals  e pontos 
de  seta  da  fun^ao.  Se  voc6  tiver  um  programa  para  tra^ar  graficos 
tridimensionais  no  computador,  utiiize-o  com  a janela  de  inspegao 
e o ponto  de  vista  que  mostre  os  aspectos  importantes  da  fungao. 

5-  fix,  y)  — 9 - 2x  + 4y  — x2  — 4 y2 
8.  f(x,y)  — x3y  + I2x2  - 8)’ 

7.  fix,  y)  = x4  + y4  - 4xy  + 2 

8.  f(x,y)  — e4y~x*~y~ 

8,  f(x,  y)  — (1  + xy)(x  + y) 

10.  f(x,  y)  — 2x3  + xy2  + 5x2  + y2 

11.  f(x,y ) = 1 -f  2xy  — x2  — y2 


960  o CAICULG 


Editors  Thomson 


12.  fix,  y)  = xy{  l ~ x ~ y) 

Ri  /{*,  y)  = cos  y 

, , i 

14.  f(x,  v)  = X"  + y~  + "-'j  "2 

15.  f(x,y)=x  seny 

16.  f[x,  y)  * (2x  - xz)(2y  - y2) 

17.  f{x,  y)  - Or2  + yV’"'3 

18.  /(!,>')  = xV" 

||  18-22  □ Utilize  o grafico  e/ou  curvas  de  ntvel  para  estimar  os 
valores  maximos  e minimos  locais  e pontos  de  sela  da  fun^ao.  Em 
seguida  use  o calculo  para  achar  esses  valores  precisamente. 

19.  f(x,y ) ~ 3x2y  + y3  — 3x"  — 3y2  + 2 

20.  fix,  y)  = xye~x~~yl 

21.  fix,  y)  — sen  x + seny  + sen(x  + y), 

0 ^ x 2 it,  0 y 2i t 

72.  f(x,  y)  - sen  x + seny  + cos(x  + y), 

0 tt/4,  0 y *£  tt/4 

||  23-26  □ Utilize  um  dispositivo  grafico  como  no  Exemplo  4 (ou 
Metodo  de  Newton  ou  um  detenninador  de  raizes)  para  estabelecer 
os  pontos  crfticos  de/ com  arredondamento  na  terceira  casa  decimal. 
Em  seguida  classifique  o ponto  critico  e determine  o valor  mais 
alto  e o mais  baixo  do  grafico. 

23.  f{x,  y)  = x4  — 5.U  + E + 3x  + 2 

24.  fix,  y)  = 5 - lOxy  - 4x2  + 3y  - y4 

25.  f(x,y)  ~ 2x  + 4x2  - y2  + 2xy2  - x4  - y4 

26.  fix,  y)  = e*  + y4  — x3  + 4 cos  y 

27-34  □ Determine  os  valores  maximo  e mmimo  absolutos  de/no 
conjunto  D. 

27.  fix,  y)  = 1 + 4x  — 5y,  D 6 a regiao  triangular  fechada 
com  vertices  (0,  0),  (2,  0),  e (0,  3) 

28.  f{x,  y)  — 3 + xy  - x - 2 y,  D 6 a regiao  triangular  fechada 
com  vertices  (1,  0),  (5,  0),  e (1,  4) 

m f(x » >’)  = x2  + y2  + x2y  + 4, 

D = {(x, y) | |x|  « l,  |y|  *s  1} 

30.  fix,  y)  — 4x  + 6y  — x2  — y2, 

D “ {(x,  y)  | 0 « x 4, 0 *£  y 5} 

31.  /(x,  y)  - x4  + v4  - 4xy  + 2, 

D - {(x,  y)  | 0 « jc  « 3,  0 « y « 2} 

32.  /(x,  y)  — xy2,  £>  — {(x,  y)  j x 2*  0,  y 2*  0,  x2  4-  y2  'X  3} 

33.  /(x,  y)  - 2x3  + y4,  D - {(x,  y)  | x2  + y2  « 1} 

34.  /(x,  y)  = x3  - 3x  - y3  + 12v,  Deo  quadrilatero  cujos 

vertices  sao  (—2,  3),  (2,  3),  (2,  2),  e (—2,  —2). 


||  35.  Para  as  fun^oes  de  uma  variavel,  e impossivel  uma  funcao 

contfnua  ter  dois  pontos  de  maximo  local  e nenhum  de  mfnimo 
local.  Para  as  funcoes  de  duas  variaveis,  esse  caso  existe. 
Mostre  que  a funcao 

fix,  >’)  = (x2  - l)2  ~ (x2y  - x ~ l)2 

so  tern  dois  pontos  criticos,  ambos  de  maximo  local.  Em 
seguida  utilize  um  computador  para  desenhar  o grafico  com 
uma  escolha  cuidadosa  de  tamanho  de  janela  de  inspe^ao  e de 
ponto  de  vista  para  ver  como  isso  e possfvel. 

§5  36.  Se  uma  funcao  de  uma  variavel  e continua  em  um  intervalo  e 
tem  um  unico  ponto  critico,  entao  um  maximo  local  tern  de  ser 
um  maximo  absoluto.  Mas  isso  nao  e verdadeiro  para  as 
fumjbes  de  duas  variaveis.  Mostre  que  a funcao 
fix,  y)  = 3xe-v  — xi  — e2y 

tem  exatamente  um  ponto  critico,  onde/tem  um  maximo, 
local,  porem  este  nao  e um  maximo  absolute.  Em  seguida 
utilize  um  computador  com  uma  escolha  conveniente  de  janela 
de  inspe§ao  e ponto  de  vista  para  ver  como  isso  6 possfvel. 

37.  Determine  a distancia  mais  curta  entre  o ponto  (2,  1,  — 1)  e o 
piano  x + y — 2 = 1 . 

38.  Determine  o ponto  do  piano  x — y + z — 4 que  esta  mais 
proximo  do  ponto  (1,  2,  3). 

m Detennine  os  pontos  da  superffcie  z2  = xy  + 1 que  estao  mais 
proxinios  da  origem. 

40.  Determine  os  pontos  da  superffcie  x2y2z  *=  1 que  estao  mais 
proximos  da  origem. 

UM  Determine  tres  mimeros  positivos  cuja  soma  e 100  e cujo 
produto  e maximo. 

42.  Determine  tres  nfimeros  positivos  x,  y e z cuja  soma  e 100  tal 
que  xny  V seja  maximo. 

43.  Determine  0 volume  da  maior  caixa  retangular  com  arestas 
paralelas  aos  eixos  e que  pode  ser  inscrita  no  elipsoide 

9x2  + 36y2  + 4z2  - 36 

44.  Resol va  o problems  do  Exercfcio  43  para  um  elipsoide 
generico 


45.  Detennine  o volume  da  maior  caixa  retangular  no  primeiro 
octante  com  tres  faces  nos  pianos  coordenados  e com  um 
vertice  no  piano  x + 2y  + 3z  — 6. 

46.  Detennine  as  dimensoes  da  caixa  retangular  de  maior  volume 
se  sua  superffcie  total  e dada  como  64  cm2 . 

47.  Detennine  as  dimensoes  de  uma  caixa  retangular  de  volume 
maximo  tal  que  a soma  dos  comprimentos  de  suas  12  arestas 
seja  uma  constante  c. 

48.  A base  de  um  aquatic  com  volume  V e feita  de  ardosia  e os 
lados  sao  de  vidro.  Se  o preco  da  ardosia  (por  unidade  de  area) 
equivale  a cinco  vezes  o pre^o  do  vidro,  determine  as 
dimensoes  do  aquario  para  minimizar  o custo  do  material. 
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49.  Uma  caixa  de  papelao  sem  tampa  deve  ter  um  volume  de 
32,000  cm3.  Determine  as  dimensoes  que  minimi zem  a 
quantidade  de  papelao  utilizado. 

50.  Um  predio  retangular  esta  sendo  projetado  para  minimizar  a 
perda  de  calor.  As  paredes  leste  e oeste  perdem  calor  a uma 
taxa  de  10  units/ m2  por  dia,  as  paredes  norte  e sul,  a uma  taxa 
de  8 units/m2  por  dia,  o piso,  a uma  taxa  de  1 unit/m2  por  dia  e 
o terra50,  a uma  taxa  de  5 units/ nr1  por  dia.  Cada  parede  deve 
ter,  pelo  menos,  30  m de  comprimento,  a altura,  no  minimo,  4 
m,  e o volume  exatamente  4.000  m3. 

(a)  Determine  e esboce  o dominio  da  perda  de  calor  como  uma 
fungao  dos  comprimentos  dos  seus  lados. 

(b)  Ache  as  dimensoes  que  minimizam  a perda  de  calor. 
(Analise  tanto  os  pontos  criticos  como  os  pontos  sobre  a 
fronteira  do  domi'nio.) 

(c)  Voce  poderia  projetar  um  predio  com  precisamente  a 
mesma  perda  de  calor  se  as  restri§oes  sobre  os 
comprimentos  dos  lados  fossem  removidas? 

51.  Se  o comprimento  da  diagonal  de  uma  caixa  retangular  deve 
ser  L,  qual  e o maior  volume  possivel? 

52.  Tres  alelos  (versoes  altemativas  de  um  gene)  A,  B e O 
determinant  os  quatro  tipos  de  sangue:  A (AA  ou  AO),  B 
(BB  ou  BO),  O (OO)  e AB.  A Lei  de  Hardy-Weinberg 
estabelece  que  a propor?ao  de  individuos  em  uma  populagao 
que  carregam  dois  alelos  diferentes  e 

P — 2 pq  + 2 pr  + 2 rq 

onde  p,  q e r sao  proposes  de  A,  B e O na  popula^ao.  Use  o 
fato  de  que  p + q + r — \ para  mostrar  que  P 6 no  maximo  §. 


53.  Suponha  que  um  cientista  tenha  razoes  para  acreditar  que  duas 
quantidades  x e y sejam  reiacionadas  linearmente,  ou  seja, 
y — mx  + b,  pelo  menos  aproximadamente,  para  algum  valor  de 
mtb.O  cientista  realiza  um  experimento  e coleta  os  dados  na 
forma  de  pontos  (xi,  yf),  (x2,  y2),  . . . , (x,f,  y„),  e entao  plota-os. 
Os  pontos  nao  estao  todos  alinhados,  de  modo  que  o cientista 
quer  determinar  as  constantes  me  b para  que  a reta  y — mx  + b 
“se  aproxime”  dos  pontos  tanto  quanto  possivel  (veja  a figura). 


Seja  d,  = >’j  — (mx,  + b)  o desvio  vertical  do  ponto  (x„  _>>,)  da 
reta.  O inetodo  dos  mmimos  quadra  dos  determina  me  b de 
modo  a minimizar  d},  a soma  dos  quadrados  dos  desvios. 
Moslre  que,  de  acordo  com  esse  metodo,  a reta  que  melhor 
aproxima  e obtida  quando 

« n n n n 

m 2 x,  + bn  = X >'i  m^xf  + x,  - X xy, 

f“i  i-i  /»i  i-«s 

Assim,  a reta  e detenninada  resolvendo  esse  sistema  linear  de 
duas  equates  nas  incognitas  me  b.  (Veja  a Se^ao  1.2  do  Volume 
I para  mais  aplica^oes  do  metodo  dos  minimos  quadrados.) 

54.  Determine  uma  equacao  do  piano  que  passe  pelo  ponto  (1,  2,  3) 
que  corte  o menor  volume  do  primeiro  octante. 


iplTlP 


. . 


laminado 


S V ^ 
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A aproxima^ao  por  polinomio  de  Taylor  de  uma  fumjao  de  uma  variavel  discutida  no  Capftulo  11 
pode  ser  estendida  para  as  fungoes  de  duas  ou  mais  variaveis.  Estudaremos  aqui  a aproxima^ao 
quadratica  para  as  fun^oes  de  duas  varidveis  e usaremos  esse  estudo  para  melhor  entender  o Teste 
da  Segunda  Derivada  para  classificar  pontos  criticos. 

Na  Se^ao  14.4  discutimos  a linearizacao  de  uma  fun^ao /de  duas  variaveis  em  um  ponto  (a,  b): 


Lembre-se  de  que  o grdfico  de  L e o piano  tangente  da  superficie  z — fix,  y)  em  (a,  b,f(a,  b)) 
a aproximaf^ao  linear  correspondente  e f(x,  >’)  ~ L(x,  y).  A lineariza^ao  L e tambem  chamada 

polinomio  de  Taylor  de  primeiro  grau  d of  em  (a,  b). 

1.  Se/tiver  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  contmuas  em  (a,  b),  entao  o polinomio  de 
Taylor  de  segundo  grau  de  /em  (a,  b)  € 


e a aproxima^ao  / (x,  y)  **  Q(x,  y)  e denominada  de  aproxinia^ao  quadratica  de/em  (a,  b). 
Verifique  que  Q tern  as  m ex  mas  derivadas  parciais  de  primeira  e segunda  ordens  que  / em  (a,  b). 

2.  (a)  Determine  os  jpolinomios  de  Taylor  de  primeiro  e segundo  graus  L e Q para 

fix,  y)  ~ e x yl  em  (0,  0). 

(b)  Trace  o grafico  de/,  L e Q.  Comente  quao  boas  sao  essas  aproximacoes. 

3.  (a)  Estabele^a  os  polinomios  de  Taylor  de  primeiro  e segundo  graus  LeQ  para  fix,  y)  — xe- 

em  (1,0). 

(b)  Compare  os  yalores  de  L,  ge/em (0,9, 0,1). 

(c)  Trace  o grdfico  de/  L e Q.  Comente  quao  boas  sao  cssas  aproximacoes. 
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Multiplicadores  de  Lagrange 

No  Exemplo  6 da  Se^ao  14.7  maximizamos  a fun^ao  volume  V — xyz  sujeita  h restri^ao 
2 xz  + 2 yz  + xv  — 12,  que  expressa  a condi^ao  da  area  da  superficie  ser  de  12  m2.  Nesta 
se^ao  apresentaremos  o metodo  de  Lagrange  para  maximizar  uma  fun9ao  generica 
fix,  y,  z)  sujeita  a uma  restrigao  (ou  condi?ao)  da  forma  g(x , y,  z)  ~ k . 

E facil  explicar  a base  geometrica  do  metodo  de  Lagrange  para  as  funcoes  de  duas 
variaveis.  Entao  vamos  come9ar  tentando  determinar  os  valores  extremos  de  / (x,  v) 
sujeita  a restricao  da  forma  g(x,  y)  = k . Em  outras  palavras,  queremos  achar  os  valores 
extremos  de /(x,  y)  quando  o ponto  (x,  y)  perteneer  a eurva  de  nivel  g(x.  y ) — k . A Figura 
1 mostra  essa  curva  juntamente  com  varias  outras  curvas  de  nivel  da  funcao/.  Essas  cur- 
vas  de  nivel  tern  equa9ao  f(x,  y)  = c,  onde  c — 7,  8,  9,  10,  11.  Maximizar/ (x,  y)  sujeita 
a g(x , y)  = k e achar  qual  o maior  valor  de  c tal  que  a curva  de  nivel  /(x,  y)  ~ c inter- 
cepte  g(x,y)  — k.  Parece,  da  Figura  L que  isso  acontece  quando  essas  curvas  se  tocam, 
ou  seja,  quando  essas  curvas  tern  uma  reta  tangente  em  comum.  (Caso  contr^rio, 
poderiamos  aumentar  o valor  de  c.)  Isso  significa  que  as  retas  normais  ao  ponto  (x0,yo) 
onde  as  duas  curvas  se  tocam  devem  ser  as  mesmas.  Logo  os  vetores  gradientes  sao  para- 
lelos:  ou  seja,  V/(x o,  >’o)  — A Vg(x o,  >!o)  para  algum  escalar  A. 


g(x,y)  = k 


FIGURA  1 


■fix,  y)  = 1 1 
■fix,  y)=10 
fix,  y)  = 9 
'fix,  y)  = 8 
fix,  y)  = 7 


Esse  argumento  tambem  se  aplica  ao  problema  de  achar  os  valores  extremos  de 
fix,  y,  z)  sujeita  h restricao  g(x,  y,  z)  — k.  Assim,  o ponto  (x,  y,  z)  esta  restrito  a perteneer 
a superficie  S com  equa9ao  g(x,  y,  z)  = k.  Em  vez  das  curvas  de  nivel  da  Figura  1,  deve- 
mos  considerar  as  superficies  de  nivel  /(x, y, z)  = ce  argumentar  que,  se  o valor  maximo 
de/e  f(x o,  yo,  zf)  — c,  entao  a superficie  de  nivel  fix,  y,  z)  = c e tangente  a superficie  de 
nivel  g(x,  y,  z)  = k,  e entao  os  correspondentes  gradientes  sao  paralelos. 

Esse  argumento  intuitivo  pode  ser  colocado  de  fonna  precisa  como  se  segue.  Suponha 
que  uma  fun9§o / tenha  um  valor  extremo  no  ponto  P(xo,  yo,  zo)  sobre  a superficie  S e seja 
C a curva  com  equa9ao  vetorial  r(t)  = <x(t),  y(t),  z(f))  que  perten9a  a S e passe  pelo  ponto 
P.  Se  to  6 o valor  do  parSmetro  correspondente  ao  ponto  P , entao  r(t0)  = (xo,  yo,  zo)-  A 
fun9ao  composta  hit)  =f{x(t),  y(t),  z(t ))  fomece  os  valores  de/ sobre  a curva  C.  Como / 
tern  um  valor  extremo  em  (x0,  yo,  z0),  segue  que  h tem  um  valor  extremo  em  t0,  e,  portanto, 
h’itf)  = 0.  Porem,  se/for  diferenciavel,  usando  a Regra  da  Cadeia  podemos  escrever 


0 = h%)  — fix  o,  yo,  zo)x'(to)  + /-(x0,  yo,  z0)/(fo)  + /(x0,  y0,  z0)z'(/o) 

= V fix o,  y0,  zo)  * r;(>0) 

Isso  mostra  que  o vetor  gradiente  V/(x0,yo,  zo)  e ortogonal  ao  vetor  tangente  r'/o)  para 
toda  curva  C assim  obtida.  Mas  ja  vimos  na  Se9ao  14.6  que  o vetor  gradiente  de  g, 
Vg(x0,  y0,  zo),  tambem  e ortogonal  a r'/o)  (veja  a Equa9ao  14.6.18).  Isso  significa 
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que  os  vetores  V/(x0,  j0,  z0)  e Vg(xlh  y0,  zo)  precisam  ser  paralelos.  Portanto,  se 
Vg(xQ,  y0,  z0)  # 0,  existe  urn  numero  A tal  que 


□ Multiplicadores  de  Lagrange  tern 
esse  nome  em  homenagem  ao 
matematico  franco-itaiiano  Joseph- 
Louis  Lagrange  (1736-1813).  Veja  no 
Volume  I,  a pagina  292,  uma  pequena 
biografia  de  Lagrange. 


0 


V/(xo,  Jo,  Z0)  = A Vg(x0,  Vo,  Zq) 


O numero  A na  Equagao  1 e chamado  multiplicador  de  Lagrange.  O procedimento 
baseado  na  Equa^ao  1 e o seguinte: 


□ Ao  derivar  o Metodo  de  Lagrange, 
supusemos  que  Vg  # 0.  Em  cada  um 
de  nossos  exemplos  voce  pode 
vertficar  que  ^ 0 em  todos  os 
pontos  onde  g{x,  y,  z)  = k. 


Metodo  dos  Multipiicadores  de  Lagrange  Para  determinar  os  valores  maximo  e 
mmimo  de  /(x,  v,  z)  sujeita  a g(x , y,  z)  = k [supondo  que  esses  valores  extremos 
existam  e que  Vg  0 sobre  a superficie  g(x,  y,  z)  ~ k\. 

(a)  Determine  todos  os  valores  de  x,  y,  z e A tal  que 

Vf(x,  y,  z)  = A Vg(x,  v,  z) 
e g(x,  y,  z)  ~ k 

(b)  Calcule / em  todos  os  pontos  (x,  y,  z)  que  resultaram  do  passo  (a).  O maior 
desses  valores  sera  o valor  maximo  de/,  e o menor  sera  o valor  mmimo  de  f 


Se  escrevennos  a equajao  vetorial  V/  = A Vg  em  termos  de  seus  componentes,  a 
equa^ao  do  passo  (a)  fieara 

f — A gx  fy  = kgy  fz  = A gz  g(x,  y,  z)  — k 

Isto  e,  um  sistema  de  quatro  equates  a quatro  incognitas  x,  y,  z e A.  Mas  nao  e necessario 
calcular  de  modo  explfcito  valores  para  A. 

Para  as  fun^oes  de  duas  variaveis,  o metodo  de  Lagrange  e semelhante  aquele  que 
acabamos  de  descrever.  Para  achar  os  valores  extremos  de  / (x,  j)  sujeita  a restrisao 
g(x,  >*)  = k , olhamos  para  todos  os  valores  de  x,  y e A tais  que 

V/(x,  j)  — A Vg(x,  y)  e fay)-k 

Isso  leva  a solu^ao  de  um  sistema  de  tres  equates  a tres  incognitas: 

f = A gx  fy  = A gy  g(x,  y)  = k 

Nosso  primeiro  exemplo  de  metodo  de  Lagrange  € reconsiderar  o problema  dado  no 
Exemplo  6 da  Se^ao  14.7. 

EXEMPLO  1 □ Uma  caixa  retangular  sem  tampa  e feita  de  12  in2  de  papelao.  Determine 
o volume  maximo  dessa  caixa. 

S0LUQA0  Como  no  Exemplo  6 da  Se^-ao  14.7,  sejam  x,  y e z o comprimento,  a largura  e 
a altura,  respectivamente,  da  caixa  em  metros.  Queremos  maximizar 

V = xyz 


sujeita  a restri^ao 


mb. 


i-ife.i-  ' 1*;- 


g(x,  y,  z)  = 2xz  + 2yz  + xy  =12 
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Utilizando  o metodo  dos  multiplicadores  de  Lagrange,  olhamos  para  os  valores  de  x,  y,  z, 
e A tal  que  VV  = A Vg  e g{x,  y,  z)  — 12.  Isso  gera  as  equates 


II 

> 

Vy  - Xg,  Vz  = A g2 

ou  seja: 

HJ 

yz  = A(2z  + v) 

H3 

xz  = A(2z  +•  x) 

s 

xy  = A(2x  4-  2y) 

E 

2 xz  + 2yz  4-  xy  = 

Nao  ha  regras  gerais  de  como  resolver  esse  sistema  de  equates.  Algumas  vezes 
precisaraos  de  certa  engenhosidade.  No  presente  caso  voce  pode  notar  que,  se 
multipliearmos  (2)  por  x,  (3)  por  y e (4)  por  z,  os  lados  esquerdos  dessas  equagoes  ficam 
identicos.  Fazendo  isso,  temos 


E 

xyz  = 

A (2  xz  + xy) 

G Outro  metodo  de  resolver  o sistema 

0 

xyz  = 

A(2yz  4-  xy) 

de  equagoes  {2-5}  e resolver  cada  uma 
das  equagoes  2,  3 e 4 para  depois 

E 

xyz  — 

A(2xz  + 2yz) 

equacionar  as  expressoes  resultantes. 

Observaraos  que  A 5^  0 porque  A = 0 implicaria  yz  — xz  = xy  = 0 de  (2),  (3)  e (4),  e 
isso  contradiz  (5).  Logo,  de  (6)  e (7),  temos 


2xz  4-  xy  = 2 yz  + xy 

que  da  xz  ~ yz.  Mas  z r 0 (uma  vez  que  z — 0 daria  V = 0),  portanto  x — y.  De  (7)  e 
(8),  obtemos 

2yz  + xy  — 2xz  + 2yz 


□ Em  termos  geometricos,  o Exemplo 
2 pede  os  pontos  mais  altos  e os 
pontos  mais  baixos  da  curva  C da 
Figura  2 que  pertence  ao  paraboloide 
z = x2  + 2y2  e cuja  projegao  seja  o 
cfrculo  de  restrigao  x2  + y2  = 1. 


z = x‘+  2 y2 


x2+y2=  1 


FIGURA  2 


que  da  2xz  = xy  e,  assim,  (como  x # 0)  y = 2z.  Se  colocarmos  x = y ~ 2z  em  (5), 
obteremos 

4z2  4-  4z2  4-  4z2  = 12 

Como  x,  y e z sao  todos  positivos,  temos  que  z~  l,x  = 2ey“2  como  antes.  Q 

EXEIV1PL0  2 □ Determine  os  valores  extremos  da  funqao  /(x,  y)  — x2  + 2 yz  no  cfrculo 
x”  + y — L 

SOLUQAO  Foi-nos  pedido  para  determinar  os  valores  extremos  de /sujeita  a restrigao 
g(x,  y)  = x2  + y2  — 1.  Usando  os  multiplicadores  de  Lagrange,  resolvemos  as  equagoes 
V/  — A Wg,  g(x,  y)  — 1,  que  podem  ser  escritas  como 

fx  = *9*  fy  = XcJy  9^  j)  “ 1 


ou  como 

a 

2x  = 2xA 

[M3 

< 

cu' 

11 

4P 

□D 

* 

v: 

II 
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De  (9),  temos  x = 0 ou  A = 1.  Se  x = 0,  entao  (11)  leva  a y ~ ± 1.  Se  A — 1,  entao 
v = 0 de  (10),  e assim  (1 1)  fomece  x — ± 1.  Dessa  forma,  os  valores  extremes  possfveis 
de/sao  os  pontos  (0,  1),  (0,  — 1),  (1,  0)  e (—  1,  0).  Calculando/ nesses  quatro  pontos, 
achamos 

/( 0,  1)  - 2 /( 0,  -1)  = 2 /(l,  0)  - 1 /(-l,  0)  - 1 

Portanto,  o valor  maximo  de/no  circulo  r2  t / = 1 e /( 0,  ±1)  - 2,  e o valor  mmimo 
e /( ± 1 , 0)  — 1.  Verificando  na  Figura  2,  vemos  que  esses  valores  sao  razoaveis.  0 

EXEMPLO  3 u Estabeleqa  os  valores  extremos  de  f (x,  v)  ~ x~  -F  2v~  no  disco 
a-2  + y2  1. 

S0LUQA0  De  acordo  com  o procedimento  em  (14.7.9),  comparamos  os  valores  de / nos 
pontos  cnticos  com  os  pontos  na  fronteira.  Como  fx  — 2x  e /.,  — 4y,  o unico  ponto 
critico  e (0,  0).  Comparamos  o valor  de  / nesse  ponto  com  os  valores  extremos  de/  na 
fronteira  obtidos  no  Exemplo  2: 

/( 0,  0)  = 0 f{±  1,  0)  = 1 /( 0,  ±1)  = 2 

FIGURA  3 Assim,  o valor  maximo  de/ no  disco  x2  + y3  as  1 e /( 0,  ± 1)  = 2 e o valor  minimo  e 

/(M)  = 0.  ’ o 

EXEMPLO  4 lj  Determine  os  pontos  da  esfera  x"  + y + i2  = 4 que  estao  mais  proxi- 
mos  e mais  distantes  do  ponto  (3,  1,  — 1). 

S0LUQA0  A distancia  de  urn  ponto  (x,  y,  z)  ao  ponto  (3,  1,  — 1)  e 
d — \f(x  — 3)2  + (y  — l)2  + (2  + l)2 

mas  a algebra  fica  mais  simples  se  maximizarmos  e minimizarmos  o quadrado  dessa 
distancia: 

d2  —fix,  y,  2)  = (x  - 3)2  + (y  - l)2  + (z  + l)2 
A restiiqao  e que  o ponto  (x,  y,  z)  pertenqa  a esfera,  ou  seja, 

g(x,  y,  z)  ~ x2  + y2  + z2  = 4 

De  acordo  com  o metodo  dos  multiplicadores  de  Lagrange,  resolvemos  V/=  A Vg, 
g ~ 4,  o que  nos  leva  a: 

2(x  - 3)  = 2xA 
2(y  - 1)  = 2yA 
2 (z  + 1)  = 2zA 
X~  + y“  + z2  — 4 

O modo  mais  simples  de  resolver  essas  equates  e determinar  x,  yez  em  termos  de  A de 
(12),  (13)  e (14),  e substituir  esses  valores  em  (15).  De  (12),  temos 

3 

x - 3 = x\  ou  a(1  — A)  = 3 ou  v = 

1 - A 


01 

03 

03 


□ A geometria  por  tras  do  uso  de 
multiplicadores  de  Lagrange  no 
Exemplo  2 6 mostrada  na  Figura  3.  Os 
valores  extremos  de  f{x,  y)  — x2  + 2y 2 
correspondem  as  curvas  de  nsvel 
que  encostam  na  circunferencia 
x2  + y2  - 1. 
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□ A geometria  por  tras  do  uso  de 
muitiplicadores  de  Lagrange  no 
Exemplo  2 e mostrada  na  Figura  3.  Os 
valores  extremos  de  f(x,  >!)  — x2  + 2 y- 
correspondem  as  curvas  de  ntvel 
que  encostam  na  circunferencia 
x2  + >’2  = ! . 


De  (9).  temos  x ~ 0 ou  A = 1.  Se  x = Q,  entao  (1 1)  leva  a y = ±1.  Se  A = 1,  entao 
v = 0 de  (10),  e assim  (11)  fomece  x = ± 1.  Dessa  forma,  os  valores  extremos  possiveis 
de / sao  os  pontos  (0,  1),  (0,  — 1),  (1,0)  e (—1,  0).  Calculando / nesses  quatro  pontos, 
achamos 

/( 0,1)  = 2 /( 0,-1)  = 2 /(l,  0)  = 1 /(~1,  0)  — 1 


Portanto,  o valor  maximo  de / no  circulo  x2  + y2  — 1 e /( 0,  ±1)  =2,eo  valor  minimo 
e /(±1,  0)  — 1.  Verificando  na  Figura  2,  vemos  que  esses  valores  sao  razoaveis.  O 

EXEMPLO  3 □ Estabeleca  os  valores  extremos  de  f(x,  y)  = x1  4 2v2  no  disco 

x~  + y"  1. 

S0LUQA0  De  acordo  com  o procedimento  era  (14.7.9),  comparamos  os  valores  de / nos 
pontos  crfticos  com  os  pontos  na  fronteira.  Como  fx  = 2x  e fy  — 4 y,  o unico  ponto 
critico  e (0,  0).  Comparamos  o valor  de / nesse  ponto  com  os  valores  extremos  de/ na 
fronteira  obtidos  no  Exemplo  2: 

/(0,  0)  = 0 f(±  1,  0)  — 1 /(O,  ±1)  = 2 

Assim,  o valor  maximo  de /no  disco  x2  + y2  ^ 1 e /( 0,  ±1)  =2,eo  valor  minimo  e 
/( 0,  0)  = 0.  □ 


EXEMPLO  4 □ Determine  os  pontos  da  esfera  x2  4-  y2  + z2  = 4 que  estao  mais  proxi- 
mos  e mais  distantes  do  ponto  (3,  1,  — 1). 

S0LUQA0  A distancia  de  urn  ponto  (x,  y,  z)  ao  ponto  (3,  1,  — 1)  e 
d ~ \J(x  — 3)'  + (y  — 1)-  4 (z  + l)2 

mas  a algebra  fica  mais  simples  se  maximizarmos  e minimizarmos  o quadrado  dessa 
distancia: 

d2  -f{xy  y , z)  = (x  ~ 3)2  4 (y  - l)2  4 (z  4 l)2 
A restrigao  e que  o ponto  (x,  y,  z)  pertenqa  a esfera,  ou  seja, 

g(x,  y,  z)  = x2  4 y2  4 z2  = 4 

De  acordo  com  o metodo  dos  muitiplicadores  de  Lagrange,  resolvemos  Vf  = A Vg, 
g — 4,  o que  nos  leva  a: 


2(x  — 3)  — 2xA 
2 (y  “ 1)  - 2>’A 
2(z  4 1)  — 2zX 
x2  4 }4  4 z2  — 4 

O modo  mais  simples  de  resolver  essas  equa?oes  e determinar  x,  y e z em  termos  de  A de 
(12),  (13)  e (14),  e substituir  esses  valores  em  (15).  De  (12),  temos 

3 

x ~ 3 = xA  ou  x{l  — A)  — 3 ou  x = 

1 - A 


m s>  ii»- 


-v«  *ak,s. 
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□ A Figura  4 mostra  a esfera  e o ponto 
mais  proximo  P do  Exempio  4.  Voce 
pode  pensar  em  um  modo  de  caicular 
as  coordenadas  de  P sem  usar  o 
calculo? 


[Note  que  I - A ^ 0 porque,  de  (12),  A = 1 e impossivel.j  De  forma  semelhante,  (13)  e 
(14)  fomecem 


Portanto,  de  (15)  temos 

32  l2  (-1)2 

^L.  

(1  - A)2  (1  - A)2  (1  - A)2 

que  nos  da  (1  - A)2  = 1 — A — ±vTT/2.  Logo 


Esses  valores  de  A entao  fornecem  os  pontos  correspondentes  (x,  y,  z): 


±-  -1 e 

vii  Vir  yn; 


6 2 2 \ 
VTT’  yTT’  v'TT  / 


FIGURA  4 

E facil  ver  que  / tem  valor  menor  no  primeiro  desses  pontos;  dessa  forma,  o ponto  mais 
proximo  e (6/ VTT,  2/VTT,  —2/y/fi)  e o mais  distante  e (-6/v/II,  -2/ VTT,  2/VlT).  Q 


Duas  Restri^oes 


Suponha  agora  que  queiramos  determinar  os  valores  maximo  e nunimo  de  f(x,y,z) 
sujeita  a duas  restates  (condiqoes  laterals)  da  forma  g{x,y,z)  = k e h(x,y,z)  — c. 
Geometricamente,  isso  significa  que  estamos  procurando  pelos  valores  extremos  de  / 
quando  ( x , y,  z)  esta  restrita  a pertencer  a curva  C,  obtida  pela  intersegao  das  superficies 
de  nivel  g(x,  y,  z)  — ke  h(x,  y,  z)  = c.  (Veja  a Figura  5.)  Suponha  que  / tenha  um  tal  valor 
extremo  no  ponto  P(xo,  y0,  A>)-  Sabemos,  do  comedo  desta  se^ao,  que  V/  € ortogonal  a C 
la.  Mas  nos  tambem  sabemos  que  Vg  e ortogonal  a g(x,  y,  z)  ~ k e que  V/i  e ortogonal  a 
h(x,  y,  z)  = c,  portanto  Vg  e Vh  sao  ambos  ortogonais  a C.  Isso  significa  que  o vetor  gra- 
diente  V/(x0,  >o,  z0)  pertence  ao  piano  determinado  por  Vg(xQ,y0,  zQ)  e Vh(x0,y0,  z0). 
(Estamos  supondo  que  esses  vetores  gradientes  nao  sao  paralelos  nem  nulos.)  Logo,  exis- 
tem  numeros  Aeg  (chamados  multiplicadores  de  Lagrange),  tais  que 


V/(xo,  Jo,  Zo)  = A Vg(x0,  Jo,  ZQ)  + y,  Vh(x0l  j0,  z0) 


Nesse  caso  o metodo  de  Lagrange  nos  leva  a procurar  os  valores  extremos  resolvendo  as  cinco 
equacoes  nas  cinco  incognitas  x,  j,  z,Aeg.  Essas  equagoes  podem  ser  obtidas  escrevendo-se 
a Equacao  (16)  em  termos  dos  componentes  e usando  as  equa9oes  das  restrifoes: 

fx  kgx  "F  i±hx 

fy  = kgy  + jlhy 

fz  = kg,  4-  fih, 
g(x,  j,  z)  = k 
h(x,  y,  z)  ~ c 


-S sfe  % 
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□ 0 cilindro  x2  + y1  = l mtercepta  o EXEMPLO  5 □ Determine  o valor  maximo  da  funqao  f(x,  y9  z)  — x + 2 y + 32  na  curva 

piano  x - v + z — 1 em  uma  ehpse  da  jntersecao  do  piano  x — y + z = 1 com  o cilindro  x2  +■  y2  — 1. 

{Figura  6}.  0 Exemplo  5 pergunta  pelo 

valor  maximo  de  fquando  <x,y,  z)  SOLUQAO  Maximizamos  a funyao  f(x,y,  z)  — x + 2v  + 3 z sujeita  as  restriyoes 

pertence  a essa  elipse.  g(x,  y,  z)  — x ~~  y + z = 1 e h(x , y,  z)  — x2  + y2  = 1.  A condiqao  de  Lagrange  e 

V/  = A Vg  + yu.  V/2,  de  modo  que  devemos  resolver  as  equapoes 


y 


FIGURA  6 


fl7|  1 — A + 2 x/x 

[Tsj  2 = -~A  + 2y/x 

[19]  3 ~ A 

US  X - y + z = 1 

003  x2  + j2  = i 

Tomando  A = 3 [de  (19)]  em  (17),  obtemos  2 x/x  — —2,  e entao  x = — 1/ /x.  Analoga- 
mente,  (18)  dd  y ~ 5/(2 /x).  Substituindo  em  (21),  temos 


e tambem  fj?  = /x  — ±V29/2.  Assim  x = -+-2/V29,  y = ±5/V29  e,  de  (20), 
2=1—  x + y = 1 ± 7/V29.  Os  valores  correspondentes  de/ sao 

?j9+2(±i)  + 3(1±i)==3±V^ 

Portanto  o valor  mdximo  de/ na  curva  dada  6 3 + /29. 


Na  figura  estao  mapas  de  contomo  de/e  a curva  de  equa^ao 
g(x,  y)  = 8.  Estime  os  valores  maximo  e mini  mo  de/  sujeita  & 
restri^ao  g(x,  y)  = 8.  Explique  suas  razoes. 


(b)  Utilize  os  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  os 
valores  extremos  de  fix,  y)  = x2  + y sujeita  a restrigao 
x2  + y2  — 1.  Compare  sua  resposta  com  a da  parte  (a). 


la2.(a)  Use  uma  calculadora  grafica  ou  um  computador  para  trafar  o 
circulo  x2  + y2  = 1.  Na  mesma  tela,  trace  diversas 
curvas  da  forma  x 1 + y — c ate  que  voc6  encontre  uma  que 
encoste  no  circulo.  Qua!  o significado  dos  valores  de  c para 
essas  duas  curvas? 


3-1?o  Utilize  os  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  os 
valores  maximo  e minimo  da  fun^ao  sujeita  a(s)  restri9ao(oes) 
dada(s). 

m f(x,y)  “ x2  — >’2;  X2  + y2  = 1 

4,  /(x,y)  = 4x  + 6y;  x2  + y1  — 13 

5.  / (x,  y)  — x2y;  x2  + 2y2  — 6 

S.  f(x,  y)  — x"  + y2;  x4  +/=  1 
7.  f(x,  y,  z)  — 2x  4-  6y  + lOz;  x2  + y2  + z1  = 35 

S.  /(x,  y,  z)  = 8x  ~ 4 z;  x2  -r  IGy2  4-  z2  — 5 

9.  f(x , y,  z)  = xyz;  x2  4-  2y2  + 3z2  = 6 
10.  fix,  y,  z)  = x2y2z2;  x2  + y2  + z2  - 1 
BH  /(x,  y,  z)  = x2  + y2  + z2;  x4  -F  y4  + z4  = 1 

12.  /(x,  y,  z)  = x4  + y4  -F  z4;  x2  -F  y 7 + z2  — 1 
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13.  f(x,  y,  z , /)  = x + V + z T /;  x2  + y2  + z2  H-  t2  — i 

14.  f{x\,xi, . . . , x„)  = x-,  + Xi  + * ■ * + x„; 
x2  + x\  + • • • + xl  — 1 

15.  f(x,  y,  z)  = x + 2 y;  x 4-  y + z — 1,  y2  + z2  — 4 

16.  /(x,  y,  z)  = 3x  — y — 3 z', 

x + y — z ~ 0,  x2  + 2z2  = 1 

17.  fix,  y,  z)  --  vz  + xy;  xy  — 1,  y2  + z2  = 1 

18-13  □ Determine  os  valores  extremos  de /na  regiao  descrita  pela 

desigualdade. 

18.  /(x,  y)  = 2x2  + 3y2  - 4x  - 5,  x2  + y2  ^ 16 

III!  /(x,  y)  — X2  + 4y2  1 

Sg:  20.  (a)  Se  seu  sistema  algebrico  computacional  traca  o grafico  de 
curvas  definidas  implicitamente,  use-o  para  estimar  os 
valores  minimo  e maximo  de  f(x,  y)  = x3  + y3  + 3xy 
sujeita  a (x  — 3)2  + (y  — 3)2  = 9 por  mdtodos  grafieos. 

(b)  Resolva  o problema  da  parte  (a)  com  o auxflio  dos 

multiplicadores  de  Lagrange.  Use  um  CAS  para  resolver  as 
equa?oes  numericamente.  Compare  sua  resposta  com  a da 
parte  (a). 


31.  Exerctcio  43  32.  Exerctcio  44 

UK  Exerctcio  45  34.  Exerctcio  46 

35.  Exerctcio  47  36.  Exerctcio  48 

37.  Exerctcio  5 1 

38.  Determine  os  volumes  maximo  e minimo  da  caixa  retangular 
cuja  superftcie  tern  1.500  cm2  e cuja  soma  dos  comprimentos 
das  arestas  e 200  cm. 

39.  O piano  x + y + 2z  — 2 intercepta  o parabol6ide  z = x2  + y2 
em  uma  elipse.  Determine  os  pontos  dessa  elipse  que  estao  o 
mais  proximo  e o mais  longe  possfvel  da  origem. 

40.  O piano  4x  — 3y  + 8z  = 5 intercepta  o cone  z2  = x2  + y2  em 
uma  elipse. 

(a)  faca  os  gr4ficos  do  cone,  do  piano  e da  elipse. 

(b)  Use  os  multiplicadores  de  Lagrange  para  achar  os  pontos  . 
mais  alto  e mais  baixo  da  elipse. 

S53  41-42  □ Ache  os  valores  de  maximo  e minimo  da  / sujeita  as 
restr^oes  dadas.  Utilize  um  sistema  computacional  algebrico  para 
resolver  o sistema  de  equates  proveniente  do  uso  dos 
multiplicadores  de  Lagrange.  (Se  seu  CAS  acha  somente  uma 
solu^ao,  voce  pode  necessitar  do  uso  de  comandos  adicionais.) 


21.  A produ?ao  total  P de  certo  produto  depende  da 

quantidade  L de  trabalho  empregado  e da  quantidade  K 
de  capital  investido.  Nas  Se$oes  14.1  e 14.3  discutimos  como 
Cobb-Douglas  modelaram  P = bLaKl~a  seguindo  certas 
hipoteses  econdmicas,  onde  b e a sao  constantes  positivas  e 
a < 1.  Se  o custo  por  unidade  de  trabalho  for  me  o custo  por 
unidade  de  capital  for  n,  e uma  companhia  pode  gastar 
somente  uma  quantidade  p de  dinheiro  como  despesa  total, 
maximizar  a produ^ao  P estara  sujeita  a restri§ao 
mL  + nK  — p.  Mostre  que  a produ^ao  maxima  ocorre  quando 


ap 


e 


K (1  ~ a)P 


m n 

22.  Referindo-se  ao  Exerctcio  21,  suponha  agora  que  a produfao 
esteja  fixada  em  bLaKl~a  = Q,  onde  O e uma  constante.  Que 
valores  de  L e K rainimizam  a fun^ao  custo 
C(L,  K)  — mL  + nKl 


Utilize  os  multiplicadores  de  Lagrange  para  provar  que  o 
retangulo  com  4rea  maxima,  e que  tern  um  perfmetro  constante 
p,  6 um  quadrado. 


24.  Use  multiplicadores  de  Lagrange  para  provar  que  o triangulo 
com  drea  maxima,  e que  tern  um  perfmetro  constante  p,  e 
eqiiiMtero.  [Pica:  Utilize  a formula  de  Heron  para  a area: 

A — ys(s  - x)(.t  ~ y)(s  — z),  onde  s — p/2  e x,  y,  z 
sao  os  comprimentos  dos  lados.] 


25-37  □ Utilize  os  multiplicadores  de  Lagrange  para  dar  uma 
soIu§ao  aitemativa  aos  exercfcios  da  Se$ao  14.7  indicados. 


25.  Exerctcio  37 
21.  Exerctcio  39 
29,  Exerctcio  41 


26.  Exerctcio  38 
28.  Exerctcio  40 
30.  Exerctcio  42 


41,  /(x,  y,  z)  — ye*  9x2  + 4y2  + 36z2  — 36,  xy  + yz  = 1 

42.  /(x,  y,  z)  = x + y + z;  x2  — y2  = z,  x2  + z2  — 4 


III  (a)  Determine  o valor  maximo  de 
f(x i,  Xi,  . . . , X«)  — v/.ViX2  • • • x„ 
dado  que  xlt  x2, . . . , x„  sao  numeros  positivos  e 
X\  + xi  + ■ - ■ + xn  = c,  onde  c 6 uma  constante. 

(b)  Deduza  da  parte  (a)  que,  se  xi,  x2, . . . , xn  sao  numeros 
positivos,  entao 


$X\Xz  • * ■ Xn  *£ 


Xl  + Xl  + * . . + Xn 
n 


Essa  desigualdade  diz  que  a media  geometrica  de  n 
ndmeros  nao  pode  ser  maior  que  a media  aritmetica  deles. 
Sob  que  circunstancias  as  duas  medias  sao  iguais? 

44.  (a)  Maximize  xiy,  sujeita  as  resides  x,2~  1 e 
2Uyf=  L 
(b)  Tome 


(2: 


.e. 


b, 

Vs  bf 


e mostre  que 


Jib} 

para  numeros  ai, , an,  b\, . . . , bn.  Essa  desigualdade  6 
conhecida  como  a Desigualdade  de  Cauehy-Schwarz. 


■■Mg 

WSmm 

■. .. 


msoit 


Ciencia  dos  Foguetes 


Muitos  foguetes,  tais  como  o Pegasus  XL,  usado  atualmente  para  o lan^amento  de  satelites,  e o 
Saturno  V,  que  coiocou  o primeiro  homera  na  Lua,  sao  projetados  para  usar  tres  estagios  era  sua 
subida  para  o espaco.  O prinieiro  e major  estagio  impulsiona  o foguete  ate  que  seu  combustivel 
seja  consumido,  quando  esse  estagio  e ejetado  para  diminuir  a massa  do  foguete.  O segundo  e 
terceiro  estagios,  que  sao  menores,  funcionam  da  mesma  forma,  posicionando  a carga  do  foguete 
era  orbita  em  tomo  da  Terra.  (Com  esse  projeto  sao  necessaries  pelo  menos  dois  estagios  para 
que  o foguete  atinja  a veloeidade  necessaria,  e o uso  de  tres  estagios  provou  ser  urn  bom 
compromisso  entre  custo  e desempenho.)  Nosso  objetivo  aqui  e determinar  as  massas  individuais 
dos  tres  estagios  a serem  projetados  de  forma  a minimizar  a massa  total  do  foguete  e ao  mesmo 
tempo  atingir  a veloeidade  desejada. 

Para  urn  foguete  com  urn  unico  estagio  consumindo  combustivel  a uma  (axa  constante,  a varia^ao 
de  veloeidade  resultante  da  aceleracao  do  foguete  foi  modelada  por 


\ P + Mr  / 

onde  Mr  e a massa  do  propulsor  do  foguete,  inciuindo  o combustivel  initial,  P 6 a massa  da 
carga,  S e ofator  estrutural  determinado  pelo  projeto  do  foguete  (especificamente,  e a razao  entre 
a massa  do  foguete  sem  combustivel  e sem  carga  e a massa  do  foguete  com  carga  e combustivel) 
ecea (constante) rapidez de exaustao relativa do  foguete* 

Considere  agora  urn  foguete  de  tres  estagios  e carga  de  massa  A.  Vamos  considerar  as  formas 
extemas  despreziveis  e supor  que  ce  S permane^am  constantes  em  cada  estigio.  Se  M,  e a massa 
do  /-esimo  estagio,  podemos  inicialmente  considerar  que  o propulsor  do  foguete  tenha  massa  Mj 
e sua  carga  tenha  massa  M2  + M3 .+  A;  o segundo  e terceiro  estagios  podem  ser  tratados  da 
mesma  forma. 

1,  Mostre  que  a veloeidade  atingida  depois  que  os  tres  estagios  sao  ejetados  e dada  por 

f / M,  + M2  + M3  + A\  \ ( M2  + Mj  -b  A \ ; , / Mj  + A \1  ' , 
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4.  Determine  uma  expressao  para  o valor  mi'nimo  de  M como  fun^ao  de  vf. 

5.  Se  desejarmos  colocar  urn  foguete  de  tres  estagios  em  uma  orbita  100  milhas  acima  da 
superftcie  terrestre,  a velocidade  final  necessaria  e de  aproximadamente  17.500  mi/h.  Suponha 
que  cada  estagio  seja  construido  com  um  fator  estrutural  S — 0,2  e que  a rapidez  de  exaustao 
seja  c = 6.000  mi/h. 

(a)  Determine  a massa  total  minima  M do  propulsor  do  foguete  como  funpao  de  A. 

(b)  Estabeiepa  a massa  de  cada  estagio  como  funqao  de  A:  (Eles  nao  precisam  ter  tamanhos 

: ^ J ;■  Aqp'i  . . /.qM/  ■ 9.  WWi  :||tl  . ' 

6.  O mesmo  foguete  requereria  uma  velocidade  final  de  24.700  mi/lt  aproximadamente  para  escapar 
da  gravidade  terrestre.  Determine  a massa  de  cada  estagio  que  mindmizaria  a massa  total  do 
propulsor  do  foguete  e Ihe  permitiria  carregar  uma  sonda  de  500  lb  para  o espapo.  q 


'Oil 


Otimiza98o  de  uma  Turbina  Hidrauiica 


A Great  Northeen  Paper  Company,  de  Millinocket,  no  estado  de  Maine,  opera  uma  usina 
hidroeletrica  no  rio  Penobscot.  A agua  e bombeada  de  uma  represa  para  a usina  geradora  de 
potencia,  A taxa  na  qua!  a agua  flui  nas  tubulates  varia,  dependendo  de  condipoes  extemas. 

A usina  geradora  de  potencia  tem  tres  turbinas  hidroeletricas  diferentes;  para  cada  uma  delas,  e 
conhecida  a quantidade  de  potencia  eletrica  que  ela  gera  em  funpao  do  fluxo  de  agua  que  chega  a 
turbina  (funqao  de  potencia  da  turbina).  A agua  que  chega  pode  ser  distnbuida  em  quantidades 
diferentes  entre  as  turbinas,  e nosso  objetivo  e determinar  como  programar  essa  distribuipao  de 
agua  para  obter  a prodt^ao  total  maxima,  dada  a taxa  de  vazao  que  entra  na  usina  geradora. 

Usando  dados  expert  mentais  e a equagao  de  Bernoulli , chegou-se  ao  modelo  quadratico  mostrado 
para  a saida  de  potencia  de  cada  turbina,  com  as  seguintes  vazoes  de  opera^ao  permitidas: 

KW,  « (-18,89  + 0, 127701  - 4,08  ■ lOq50j)(17O  - 1,6  • 10*0?) 

KW,  = (-24,51  + 0,135802  - 4,69  • 1O”S0|)(17O  - 1,6  • 10 ~6(£) 

KW,  = (-27,02  + 0,138003  ~ 3,84  • 10^(170  - 1,6  • 1O~«0?) 

250  ^ 0i  ^ 1110,  250  « 02  1 1 10,  250  03  4 1225  7 

onde 


Qi  = fluxo  atraves  da  turbina  / em  pes  cubicos  por  segundo 

KWi  = potencia gerada  pela  turbina / em  qoilowatts  ' ^ 

mmV  --M  A • A''  . . , A ' VaA-,  v / • .m./AyA 

Qt  = fluxo  total  atravds  da  usina  geradora  ein  pes  cdbiqos  por  segundo  A 

k Se  todas  as  ties  turbinas  estiverem  sendo  usadas,  queremos  determinar  o fluxo  Qi  em  cada  rnrbina 
glgg  que  resultara  na  produpao  total  maxima  de  energia.  Nossas  limitacoes  sao  que  o fluxo  total  precisa 
|||Aser  igual  ao  fluxo  que  chega  a usina  c que  para  cada  turbma  oiluxo  esteja  na  faixa  pe^tjda.~M 


fill 


SSI 


A 3. 

MS 


' ;C:  A 


A A ' /A: A : 


Para  uma  vazao  de  entrada  de  2.500  pe’/s,  determine  a distribute  para  as  turbinas  e verifique 
{tentando  algumas  distributes  semelhantes)  que  seu  resultado  corresponde  realmente  a um 

'j> ..'prrl'. 


Ase  agora  supusemos  que.  as  Ires  turbinas  estavam  cm  operaqm.  E possrvel  que  m;ti>  potencia 
possa  set  obtida  usando  somente  uma  turbina  em  algumas  situates?  Fat  a um  grafico  das 
funnies  potencia  e utibze-o  para  deudu  se  uma  yazaode  entrada  de  -LOGO  pPs3/s  devena  ser  | 

A ; : ? A A/A  cq  e q : A v A-_  q q ; :q  v ;q..V  ; _:K 
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distribufda  para  as  tres  turbinas  ou  concenlrada  em  uma  s6.  (Se  voce  concluir  que  s6  uma 
turbina  devera  ser  utilizada,  responda:  qua!  e ela?)  E se  a vazao  for  de  soniente  600  pes/s? 

5.  Talvez  para  alguns  nfveis  de  vazao  seja  vantajoso  usar  duas  turbinas.  Se  a vazao  de  chegada  for  de 
1.500  pes/s,  quais  duas  turbinas  devem  ser  utilizadas?  Use  os  multiplicadores  de  Lagrange  para 
determinar  como  a vazao  deveria  ser  distribufda  entre  as  duas  turbinas  para  maximizar  a energia 
produzida.  Para  essa  vazao,  o uso  de  duas  turbinas  e mais  eficiente  que  o emprego  das  tres? 

6.  Se  a vazao  de  entrada  forde  3.400  pesVs,  o que  voce  recpmendaria  para  a empresa? 


Revisao 


VERIFICACAO  DE  CONCEITOS 


1.  (a)  O que  e uma  fun^ao  de  duas  variaveis? 

(b)  Descreva  tres  metodos  para  visuaiizar  uma  fun^ao  de  duas 
variaveis. 

2.  O que  e uma  fun§ao  de  tres  variaveis?  Como  voce  pode  visuaiizar 
tal  fun?ao? 

3.  O que 

lim  fix,  y)  — L 

(jc,  y ) -•-*(«,  b) 

signiftca?  Como  mostrar  que  esse  liniite  nao  existe? 

4.  (a)  O que  signifiea  dizer  que ft  contfnua  em  ( a , b)l 

(b)  S e/e  contfnua  em  R\  o que  voce  pode  dizer  de  seu  grafico? 

5.  (a)  Escreva  as  expressoes  para  as  derivadas  parciais  ffa,  b)  e 

fy(a,  b)  como  limites. 

(b)  Como  voce  interpreta  ffa,  b)  e ffa,  b)  geometricamente? 
Como  as  interpreta  como  taxas  de  varia$ao? 

(c)  Se  fix , y)  6 dada  por  uma  formula,  como  calcuiar  f e /,? 

6.  O que  o Teorema  de  Clairaut  diz? 

7.  Como  achar  o piano  tangente  a cada  um  dos  seguintes  tipos  de 
superffcie? 

(a)  Um  grafico  de  uma  funcao  de  duas  variaveis,  z — /( x,  y) 

(b)  Uma  superffcie  de  nfvel  de  uma  funcao  de  tres  variaveis, 
F{x,  y,z)  = k 

8.  Defina  a linearizafao  de  ft  m (a,  b ).  Qual  e sua 
correspondente  aproxima^ao  linear?  Qual  6 a interpretacao 
geometrica  da  aproxima^ao  linear? 

8.  (a)  O que  signifiea  dizer  que/ e diferenciavel  em  (a,  b)l 
(b)  Como  usualmente  verificamos  s e/e  diferenciavel? 

ID.  Se  z — f{x,  >’),  o que  sao  os  diferenciais  dx,  dy  e dzl 

11.  Diga  qual  e a Regra  da  Cadeia  para  o caso  em  que  z = fix,  y) 
txty  sao  funcdes  de  uma  unica  variavel.  E se  x e y sao 
fun^oes  de  duas  variaveis? 


12.  Se  z 6 definido  implicitamente  como  uma  funcao  de  x e >’  por 
uma  equa^ao  da  forma  Fix,  y,  z)  ~ 0.  como  determinar  dz/ dx  e 
dz/  dy'} 

13.  (a)  Escreva  uma  expressao  como  limite  para  a derivada 

direcional  de  ft  m (x0,  vo)  na  dire^ao  e sentido  do  vetor 
unitdrio  u ~ (a,  b).  Como  interpreta-lo  como  taxa  de 
variacao?  Como  interpreta-lo  geometricamente? 

(b)  S e/6  diferenciavel,  escreva  uma  expressao  para 
Dufixo,  >’0)  em  termos  de  fx  e fy. 

14.  (a)  Defina  o vetor  gradiente  V / de  uma  funcao /de  duas  ou 

tres  variaveis. 

(b)  Exprima  Daf  em  termos  de  V/. 

(c)  Explique  o significado  geometrico  do  gradiente. 

15.  O que  as  seguintes  senten?as  significam? 

(a)  / tern  um  mdximo  local  em  (a,  b). 

(b)  / tern  um  maximo  absoluto  em  (a,  b ). 

(c)  / tem  um  mfnimo  local  em  (a,  b). 

(d)  / tem  um  mfnimo  absoluto  em  (a,  b). 

(e)  f tem  um  ponto  de  sela  em  (a,  b). 

16.  (a)  Se / tem  um  maximo  local  em  {a,  b ),  o que  voce  pode 

dizer  de  suas  derivadas  parciais  em  (a,  b)l 
(b)  O que  e um  ponto  critico  de/? 

17.  Qual  e o Teste  da  Segunda  Derivada? 

18.  (a)  O que  e um  conjunto  fechado  em  iR2?  O que  e um  conjunto 

limitado? 

(b)  De  o enunciado  do  Teorema  dos  Valores  Extremos  para  as 
fun^oes  de  duas  variaveis. 

(c)  Como  achar  os  valores  que  o Teorema  dos  Valores 
Extremos  garante  existirem? 

19.  Explique  como  o metodo  dos  multiplicadores  de  Lagrange 
funciona  para  determinar  os  valores  extremos  de  f(x,  y,  z) 
sujeita  a restri^ao  g(x,  y,  z)  = k.  E se  tivermos  uma  segunda 
restri^ao  h(x,  y,  z)  — cl 
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TESTES  FALSO-VERDADE1RO 


Determine  se  as  sentengas  sao  falsas  ou  verdadeiras.  Se  verdadeiras,  expiique 
por  que;  se  falsas,  expiique  por  que  ou  de  um  contra-exemplo. 


1.  Se  / tem  um  minimo  local  em  (a,  6)  e/e  diferenciavel  em  (a,  b), 
entao  V f(a,  b)  — 0. 


1.  fy(a,  b)  — lim 


f{a,  y)  - fja,  b) 
v - b 


2.  Existe  uma  fungao /com  derivadas  parciais  de  segunda  ordem 
contmuas  tais  que  fx(  x,  y)  = x + y2  e ffx,  y)  ~x-  y2. 

d2f 

3. 

J y dx  dy 

4.  Dkf(x,  y,  z)  - fix,  y,  z) 

5.  Se  f{x,  y)  — » L quando  (x,  y)  — > (a,  b)  ao  longo  de  toda  reta 
que  passa  por  (a,  b),  entao  lim(jr>>.j....,<0>6)/{x,  y)  = L 

6.  Se  ffa,  b ) e fy(a,  b ) existem,  entao  ft  diferenciavel  em  (a,  b). 


8,  S e/e  uma  fungao,  entao  lim  fix,  y)  ~ /{ 2,  5). 

(*,>■>-»  (2. 5) 

9,  Se  fix,  y)  = Iny,  entao  V/(x,  y)  = 1/y. 

10.  Se  (2,  1 ) e um  ponto  cntico  de/ e 

fJ2,  l)fyy(2,  1)  < [/ry(2,  l)]2 

entao / e um  ponto  de  sela  de / em  (2,  1). 

11.  Se  f(x,  y)  — sen  x 4-  sen  y,  entao  — y2  =£  Daf(x,  y)  y2. 

12.  Se  /(x,  y)  tem  dois  maximos  locais,  entao / tem  um  minimo 
local. 


EXE  RCfCIOS 


1-2  G Determine  e esboce  o dominio  da  fungao. 

1.  f(x , y)  — sen“!x  + tg'y  2.  /(x,  y,  z)  = N/z  - x2  - y2 

3-4  □ Esboce  o grafico  da  fungao. 

3.  f(x,  y)  = l - x2  - y2  4.  f(x,y)  = %/x2  + y2~  1 

5-fi  n Esboce  varias  curvas  de  nfvel  da  fungao. 

5.  f(x,  y)  = e ~{x'*yn  6.  f(x,y ) = x2  + 4y 


"3  Avalie  o iimite  ou  mostre  que  ele  nao  existe. 
2xy 


lim  , , 

u y)-*(i.  i)  x + 2v 


10.  lim 


2 xy 


ix,  y)-+(0,  0)  x 4*  2 y‘ 


11.  Uma  placa  de  metal  esta  situada  no  piano  xy  e ocupa  o 

retangulo  0 =5  x 10,  0 y 8,  onde  x e y sao  medidos  em 
metros.  A temperatura  no  ponto  (x,  y)  do  piano  e T(x,  y),  onde 
T 6 medido  em  graus  Celsius.  Temperaturas  em  pontos 
igualmente  espagados  foram  medidas  e registradas  na  tabela. 


7.  Faga  um  esbogo  de  um  mapa  de  contomo  da  fungao  cujo 
grafico  esta  mostrado. 


8.  Um  mapa  de  contomo  de  uma  fungao  / e apresentado.  Use-o 
para  fazer  um  esbogo  do  grafico  da  /. 


x 

0 

2 

4 

6 

8 

0 

30 

38 

45 

51 

55 

2 

52 

56 

60 

62 

6! 

4 

78 

74 

72 

68 

66 

6 

98 

87 

80 

75 

71 

8 

96 

90 

86 

80 

75 

10 

92 

92 

91 

87 

78 

(a)  Estime  o valor  das  derivadas  parciais  Tx( 6,  4)  e 7y(6,  4). 
Quais  sao  as  unidades? 

(b)  Estime  o valor  de  DUT( 6,  4),  onde  u = (i  + j)/v2. 
Intetprete  o resultado. 

(c)  Estime  o valor  de  7/(6,  4). 

12,  Determine  uma  aproximagao  linear  para  a fungao  temperatura 
T(x,  y)  do  Exercfcio  1 1 perto  do  ponto  (6,  4).  Em  seguida  use-a 
para  estimar  a temperatura  no  ponto  (5;  3,8). 

13-17  □ Determine  as  derivadas  parciais  de  primeira  ordem. 

13.  f(x,  y)  ~ -fix  + y2  14.  u = e''r  sen  20 
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x 

15.  g(u,  ?)  = h t g " v 16.  w ~~ 

17.  T(p,  q , r)  = p ln(g  + C) 

18.  A rapidez  da  propagaqao  da  onda  sonora  no  oceano  e uma 
fun9ao  da  temperatura,  da  salinidade  e da  pressao.  Foi 
modelada  como 

C = 1449,2  + 4,67'  - 0,05572  + 0,000297* 

+ (1,34  - 0,01  T)(S  ~ 35)  + 0,016/) 

onde  C e a rapidez  do  som  (em  metros  por  segundo),  Tea 
temperatura  (em  graus  Celsius),  i'ea  salinidade  (concentra9ao 
de  sal  em  partes  por  milhar,  o que  significa  o numero  de 
gramas  do  solido  dissolvido  por  1000  g de  agua)  e D e a 
profundidade  abaixo  da  superficie  do  oceano  (em  metros). 
Calcule  BC/dT,  BC/dS,  dC/dD  quando  T = 10  °C,  5 = 35 
partes  por  milhar  e D — 100  m.  Explique  o significado  fisico 
dessas  dedvadas  parciais. 

19-22  □ Determine  as  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  de  /. 

19.  f(x , y)  = 4x3  - xy2  20.  z — xe~2y 

21.  fix,  y,  z)  = xVzm  22.  v = rcosQ  + 2r) 

X du  1 du 

23.  Se  « — x\  mostre  que  — — + — — — = 2 u. 

y dx  In  x dy 

24.  Se  p — Vx2  + y~  4-  zf  mostre  que 

d2P  + d2p  + _ 2_ 

dx2  dy 2 dz1  p 


Utilize  differencials  para  estimar  o maximo  erro  no 
calculo  de  (a)  area  do  triangulo  e (b)  comprimento 
da  hipotenusa. 

35.  Se  w ~ y/x  t y2/z,  onde  x = e2’,  y — P + 4/,  e 
z — t2  - 4,  utilize  a Regra  da  Cadeia  para 
determinar  dwfdt, 

36.  Se  z = cos  jcy  + y cos  x,  onde  x ~ u2  + v e y ~ u ~~  v2, 
utilize  a Regra  da  Cadeia  para  determinar  dz/du  e dzjdv. 

37.  Suponha  que  z —f(x,  y),  onde  x **  gis,  t),  y ~ h{s,  t ), 
g(  1 , 2)  « 3,  gf  1,2)  *»  -1,^(1, 2)  -4,  h(l,2)  = 6, 

Ml,  2)  - -”5,  Ml,  2)  - 10,  MX  6)  = 7 e /y(3,  6)  - 8. 
Determine  dzfds  e <3z/dr  quando  s — 1 e t = 2. 

38.  Utilize  o grafo  da  arvore  para  escrever  a Regra  da 
Cadeia  para  o caso  onde  w ~ f{t , «,  t>),  t ~ t{p,  q,  r,  s'), 

« “ «(p,  p,  r,  ^)  e v — v(p,  q , r,  5),  todas  diferenciaveis. 

39.  Se  z — y + /(x‘  — y2),  onde/e  diferenciavel,  mostre  que 

dz  dz 

y q-  ^ 

dx  dy 

40.  O comprimento  x de  urn  iado  de  um  triangulo  e aumenlado 

a taxa  de  3 pol/s,  o comprimento  de  outro  lado  e dtminutdo  a 
taxa  de  2 pol/s,  e o angulo  contido  0 e aumentado  a taxa  de 
0,05  rad/s.  Qual  a rapidez  da  varia^ao  da  area  do  triangulo 
quando  x ~ 40  pol,  y = 50  pol  e 6 ~ tt/61 

41.  Se  z — /(w,  v),  onde  u — xy,  v — y/x  e/ tcm  derivadas  parciais 
de  segunda  ordem  contmuas,  mostre  que 


25-23  □ Encontre  uma  equa^ao  do  (a)  piano  tangente  e (b)  da  reta 

normal  para  superficie  dada  no  ponto  especificado. 

25.  z = 3x2  ~ y2  + 2x,  (1,  -2,  1) 

26.  z ~ ex  cos  y,  (0,0,1) 

27.  x2  + 2y2  - 3z2  - 3,  (2,  - 1,  1) 

28.  xy  + yz  + zx  ~ 3,  (1,1,  1) 

29.  sen(xyz)  = x + 2y  + 3z,  (2,  -1,  0) 

||  30.  Use  um  computador  para  tra9ar  0 grafico  da  superficie 

z — x3  + 2 xy  e de  seu  piano  tangente  e reta  normal  por  (1,  2,  5) 
na  mesma  tela.  Escolha  o domfnio  e ponto  de  vista  para  obter 
uma  boa  visao  dos  tres  objetos. 

31.  Determine  os  pontos  da  esfera  x2  + y2  + zl  - 1 onde  o piano 
tangente  e paraleio  ao  piano  2x  + y — 3z  — 2. 

32.  Determine  dz  se  z = x~  tg  'y. 

33.  Estabele9a  a aproxima9ao  linear  da  fun9§o 

fix , y,  z)  = x3Vy2  + P-  no  ponto  (2,  3,  4)  e use-a  para  estimar 
o numero  (1,98)  VO>01)2  + (3,97)2. 

34.  Os  dots  lados  do  triangulo  retftngulo  medem  5 m e 12  m com 
um  erro  possfvei  nas  medidas  de,  no  maximo,  0,2  cm  em  cada. 


, d2z  , d2z 

d2Z  dz 

X ^ — vw — 

~ 4 uv  + 2v 

dx2  ' By2 

du  dv  8v 

, , , dz  dz 

t x~z  ~ e^\  detemrme  — e — 

dx  dy 

42.  Scyz4 


43.  Determine  o gradiente  da  fun9ao  f(x,  y,  z)  = z2ex 

44.  (a)  Quando  a derivada  direcional  de/e  maxima? 

(b)  Quando  e minima? 

(c)  Quando  e 0? 

(d)  Quando  e a metade  de  seu  valor  maximo? 


45-46  Q Determine  a derivada  direcional  de/ no  ponto  dado  na 

dire9ao  e sentido  indicada. 

45.  f(x,  y)  = 2 *[x  ~ y2,  (1,5),  na  dire9ao  do  ponto  (4,  1) 

46.  f(x,  y,  z)  = x2y  + x/l  + z,  (1,  2,  3),  na  dire^ao  e sentido 
de  v — 2i  + j *-  2k 

47.  Determine  a taxa  maxima  de  varia9ao  de  fix,  y)  = x2y  + -Jy 
no  ponto  (2,  1).  Em  que  dire9ao  e sentido  isso  ocorre? 

48.  Estabele9a  a dire9ao  e sentido  na  qual  fix,  y,  z ) — zexy 
aumenta  mais  rapido  no  ponto  (0,  I,  2).  Qual  6 a taxa  maxima 
de  aumento? 
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49.  O mapa  de  contorno  mostra  a velocidade  do  vento  em  nos 
durante  o furacao  Andrew  em  24  de  agosto  de  1992.  Utilize-o 
para  estimar  o valor  da  derivada  direcional  da  rapidez  do  vento 
em  Homestead,  Florida,  na  dire^ao  do  olho  do  furacao. 


! i 1 

0 10  20  30  40 

(Distancia  em  milhas) 


50.  Determine  as  equates  parametricas  da  reta  tangente  ao  ponto 
(—2,  2, 4)  para  a curva  da  interse?ao  da  superficie 

z = 2x2  — y~  com  o piano  z — 4. 

51-54  D Determine  os  valores  maximo  e mfnimo  locais  e ponto  de 
sela  da  fun^ao.  Se  voce  tiver  um  programa  de  computador  para 
desenhar  em  tres  dimensoes,  trace  o grafico  da  fun?ao  usando  um 
ponto  de  vista  e donnnio  convenience  para  mostrar  os  aspeetos 
importantes  da  fun^ao. 

51.  /( x,  y)  — x2  — xy  + v2  + 9x  — 6 y 4-  10 

52.  f(x,  y } - x?  - 6 xy  + By3 

53.  fix,  v)  — 3 xy  ~~  x2y  - xy2 

54.  fix,  y)  = (x2  + y)ey/2 

55-56  Determine  os  valores  maximo  e mfnimo  absolutos  de / no 
conjunto  D. 

55.  f(x,  j)  = 4 xy2  — x2y2  — xy 3;  flea  regiao  triangular 
fechada  do  piano  xy  com  vertices  (0,  0),  (0,  6)  e (6,  0) 

56'  fix,  y)  — e~x"~y\x2  + 2y2);  Deo  disco  x2  4-  y1  4 

II  57.  Utilize  o grafico  e/ou  curvas  de  ntvel  para  estimar  os  valores 
maximo  e mfnimo  e ponto  de  sela  de 

f(x,  y)  ~ x3  ~ 3x  + y4  — 2y2.  Em  seguida  use  o calculo  para 
determinar  esses  valores  de  modo  precise. 


II  58.  Use  utna  calculadora  grafica  ou  um  computador  (metodo  de 
Newton  ou  programa  de  manipulate  algebrica)  para 
determinar  os  pontos  crfticos  de 

fix,  y)  ~ 12  + lOy  — 2x2  - 8xy  — y4  com  precisao  ate  a 
terceira  casa  decimal.  Em  seguida  classifique  os  pontos  crfticos 
e determine  o ponto  mais  alto  do  grdfico. 

59-68  □ Utilize  os  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  os 
valores  maximo  e mfnimo  de/sujeita  a(s)  restri^aofoes)  dada(s). 

59.  f{x,y)~x1y\  x2  + y1  — { 

, 1 1 I 1 

60.  fix,  y)=  — + — H 7 — 1 

x y x~  y 

61.  f{x,  y,  z)  — xyz;  x2  4-  y2  -f-  z2  — 3 

62.  f(x,y,z ) = x2  + 2y2  4-  3 z2; 

x + y + z ~ 1,  x — y + 2z  — 2 

63.  Determine  os  pontos  da  superficie  xy  V3  ~ 2 que  estao  mais 
proximos  da  origem. 

64.  Um  pacote  com  o formato  de  uma  caixa  retangular  pode  ser 
enviado  pelo  correio  como  encomenda  postal  se  a soma  de  seu 
comprimento  e cintura  (perfmetro  da  secto  ortogonal 

ao  comprimento)  for  de,  no  maximo,  108  pol.  Determine  as 
dimensoes  do  pacote  de  maior  volume  que  pode  ser  enviado 
como  encomenda  postal. 

65.  Um  pentagono  6 formado  colocando-se  um  triangulo  isosceles 
sobre  um  retangulo,  como  mostrado  na  figura.  Se  o pentagono 
tern  pen  metro  P lixo,  determine  os  comprimentos  dos  lados  do 
pentagono  que  maximiza  a area  do  mesmo. 


66.  Uma  partfcula  de  massa  m se  move  sobre  uma  superficie 
z —f(x,  y).  Sejam  x — x(/),  y — y(t)  as  coordenadas  x e y da 
partfcula  no  instante  /. 

(a)  Determine  o vetor  velocidade  v e a energia  cinetica 
K = fm ! v | 2 da  partfcula. 

(b)  Estabeleca  o vetor  acelera^ao  a. 

(c)  Seja  z — x2  + y2  e x(t)  = t cos  t , y(/)  — /sen  t.  Determine 
o vetor  velocidade,  a energia  cinetica  e o vetor  aceiera§ao. 


Problemas  Quentes 

1.  Urn  retangulo  com  comprimento  L e iargura  W e cortado  em  quatro  retangulos  menores  por 
duas  retas  paralelas  aos  I ados.  Determine  os  valores  maximo  e mini  mo  da  soma  dos  quadrados 
das  areas  dos  retangulos  menores. 

2.  Biologistas  marinhos  determinaram  que,  quando  um  tubarao  detecta  a presen9a  de  sangue  na 
agua,  eie  nada  na  dire$ao  e sentido  em  que  a concentra9ao  de  sangue  aumenta  mais 
rapidamente.  Com  base  em  certos  testes  na  agua  do  mar,  sabe-se  que  a concentracao  de 
sangue  (em  partes  por  milhao)  em  um  ponto  P(x,  y)  na  superficie  e de  aproximadamente 

C(x,  y)  = e _<J' 2 +2y  2 u !0" 

onde  x ey  sao  medidos  em  metros  em  coordenadas  cartesianas  com  a fonte  do  sangue  como 
origem. 

(a)  Identifique  as  curvas  de  mvel  da  fun9§o  de  concentracao  e esboce  varios  membros  dessa 
famflia  junto  com  a trajetoria  que  o tubarao  deve  percorrer  para  chegar  a fonte. 

(b)  Suponha  que  urn  tubarao  esteja  no  ponto  (xo,  yo)  quando  detecta  a presen9a  de  sangue  na 
dgua.  Determine  a equa9ao  da  trajetoria  do  tubarao  estabelecendo  e resolvendo  uma 
equa9§o  diferencial. 

3.  Uma  longa  folha  de  metal  galvanizado  de  espessura  w polegadas  deve  ser  dobrada  em  uma 
forma  de  maneira  simetrica  com  tres  lados  retos  para  fazer  uma  calha.  A seccao  transversal  e 
mostrada  na  figura. 

eyT 

A 

w — 2x 

(a)  Determine  as  dimensoes  para  permitir  a maxima  vazao,  ou  seja,  estabele9a  as  dimensoes 
que  fome9am  a maior  irea  da  sec9ao  transversal. 

(b)  Voce  acharia  melhor  dobrar  a folha  de  metal  em  uma  calha  com  sec9§o  transversal 
semicircular  do  que  em  uma  sec9ao  transversal  de  tres  lados? 


4,  Para  que  valores  do  numero  r,  a fun9§o 


fix,  v,  z)  = j 


{x  + y 4-  z)'" 

7 , 2 1 1 

x~  + y + z 


se.  (x,  y,  z)  ¥=■  0 
se  (x,  y,  z)  = 0 


6 contmua  em  RC? 


5.  Suponha  que / seja  uma  fun9ao  diferenciavel  de  uma  variavel.  Mostre  que  todos  os  pianos 
tangentes  a superficie  z — xf(y/x)  se  interceptam  em  um  ponto  comum. 

6.  (a)  O metodo  de  Newton  para  aproximar  a raiz  de  uma  equa9sao  f(x ) — 0 (veja  a Se9ao  4.9  do 

Volume  1)  pode  ser  adaptado  para  aproximar  a solu9ao  de  um  sistema  de  equa9oes 
f(x,  y)  ~ 0 e g(x,  y)  = 0.  As  superficies  z = /(x,  y)  e z — g(x,  y)  se  interceptam  em  uma 
curva  que  intercepta  o piano  xy  em  um  ponto  (r,  5),  que  e a S0IU9S0  do  sistema.  Se  uma 
aproxima9ao  inicial  (xi,  yO  esta  proxima  desse  ponto,  entao  os  pianos  tangentes  as 
superficies  em  (xt,  yi)  se  interceptam  em  uma  Hnha  reta  que  intercepta  o piano  xy  em  um 
ponto  (x2,  >’2),  que  deve  estar  mais  proximo  de  (r,  s).  (Compare  corn  a Figura  2 na  Se9§o 
4.9  do  Volume  L)  Mostre  que 


fd?  ~ fr9 
f*9y  ~ fy9x 


e y2  = yi 


f*9  ~f9x 
f*9y  ~fy9x 


onde/.  g e suas  derivadas  parciais  sao  ealcufadas  em  (xq,  yO.  Se  continuarmos  esse  processo 
obteremos  uma  sequencia  de  aproximagoes  sucessivas  (xH,  y„). 
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(b)  Foi  Thomas  Simpson  (1710-1761)  quern  formuiou  o metodo  de  Newton  como  o 

conhecemos  hoje  e quern  o estendeu  para  as  fun?oes  de  duas  variaveis  como  na  parte  (a) 
(veja  a biografia  de  Simpson  no  Volume  I).  O exemplo  que  ele  deu  para  ilustrar  o metodo 
foi  resolver  o sistema  de  equates 

x*  + yy  = 1000  xy  + y*  = 100 

Em  outras  palavras,  ele  descobriu  os  pontos  de  interse^ao  das  curvas  da  figura.  Utilize  o 
metodo  da  parte  (a)  para  determinar  as  coordenadas  dos  pontos  de  intersecao  com  precisao 
ate  a sexta  casa  decimal. 


7.  (a)  Mostre  que,  quando  a equa§ao  de  Laplace 


d2u 

d2U 

d2u 

+ 

dx2 

dy2 

dz~ 

0 


6 escrita  cm  coordenadas  cilindricas,  ela  fica 

d2u  1 du  1 d2u  d2u 

dr 2 r dr  r2  dd 2 dz2 


(b)  Mostre  que,  quando  a equa$ao  de  Laplace  e escrita  em  coordenadas  esfericas,  ela  fica 

d2u  2 du  cot  <f>  du  1 d~u  1 d2u 

dp"  p dp  p2  d<j>  p 2 dif}"  p-  stn2<f)  d$ 2 

8.  Entre  todos  os  pianos  que  sao  tangentes  A superffcie  xy2z2  = 1,  determine  os  que  estao  mais 
longe  da  origem. 

9.  Se  a elipse  x 2 /a2  + y2/b2  — 1 content  a circunferencia  jc2  + y1  — 2y,  quais  sao  os  valores  de  a 
e b que  minimizam  a Area  da  elipse? 


si iSa. 


Integrals  Multiplas 


Se  aproximarmos  um  solido 
por  colunas  retangulares  e 
aumentarmos  o numero  de 
colunas,  o iimite  da  soma 
dos  volumes  das  colunas  ser, 
o volume  do  solido. 
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Neste  capituio  estendemos  a ideia  de  integrals  definsdas  para  integrals  dupias  etriplas 
de  fungoes  de  duas  ou  tres  variaveis.  Essas  ideias  serao  usadas  para  caicular 
volumes,  areas  de  superficies,  massas,  centre  de  gravidade  de  uma  regiao  mais  geral 
do  que  as  consideradas  nos  Capitulos  6 e 8 (Volume  1),  Usaremos  tambem  as  integrais 
dupias  para  caicular  probabilidades  quando  as  variaveis  envolvidas  forem  aleatorias. 


Integrals  Dupias  sobre  Retangulos 


Na  tentativa  de  resolver  o problema  de  determinar  areas,  chegamos  a defini§ao  de  integral 
definida.  Vamos  apiicar  procedimento  semelhante  para  caicular  o volume  de  um  solido  e, 
no  processo,  chegar  a definigao  de  integral  dupla. 


FiGURA  1 


Revisao  da  Integral  Definida 


Antes  de  tudo,  vamos  reiembrar  os  fatos  basicos  relativos  a integral  definida  de  funyoes  de 
uma  variavel  real.  Se  fix)  e definida  para  a =£  x ^ b,  subdividimos  o intervalo  [a,  b ] em 
n subintervalos  [x^u  jc,]  de  comprimento  igual  Ax  - (b  ~ a)/n  e escolhetnos  pontos  arbi- 
trarios  xf  em  cada  um  desses  subintervalos.  Em  seguida,  formamos  a soma  de  Riemann 

CD  i/W)  Aa- 

i=l 

e tomamos  o limite  dessa  soma  quando  n —>  <*>  para  obter  a integral  definida  de  a ate  b da 
fun§ao  /. 

(V  n 

fix)  dx  = lim  X fix*)  Ax 

a rt  -">  . | 

No  caso  especial  em  que  f(x)  s*  0,  a soma  de  Riemann  pode  ser  inteipretada  como  a soma 
das  areas  dos  retangulos  aproximadores  (da  area)  da  Figura  1,  e dx  representa  a 

area  sob  a curva  y = f(x)  de  a ate  b. 


\ j Volumes  e Integrais  Dupias 

De  modo  semelhante,  vamos  considerar  uma  fun^ao  / de  duas  variaveis  definida  em  um 
retangulo  fechado 

R = [a,  b]  X [c,  d]  = {(jc,  y)  E IR2 1 a ^ b,  c « y d} 

e vamos  inicialmente  supor  fix , y)  Ss  0.  0 grafico  de/e  a superficie  com  equa^ao 
z — fix,  y).  Seja  S o sdlido  que  esta  contido  na  regiao  acima  de  R e abaixo  do  grafico  de 
/,  ou  seja, 

5 = {{x,y,z)  G R3 1 0 z ^ fix,  y),  (*,y)  G R} 

(Veja  a Figura  2.)  Nosso  objetivo  e determinar  o volume  de  S. 


■ i$§d&k*r.. 
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O primeiro  passo  consiste  em  dividir  o retangulo  R em  sub-retangulos.  Faremos  isso 
dividindo  o intervalo  [a,  b j em  m subintervalos  [xvi,  jc,]  de  mesmo  comprimento 
Ax  = {b  — a)/m  e dividindo  o intervalo  [c,  djemn  subintervalos  iguais  [yj-u  >;]  de  com- 
primento Ay  — {d  — c)/n.  Tragando  retas  paralelas  aos  eixos  coordenados,  passando  pelos 
extremos  dos  subintervalos,  como  na  Figura  3,  formamos  os  sub-retangulos 

R,J  = [*<_,,  Xi]  x [yj-u  yj ] = {(x,  y)  I Xi- i *£  X «£  x~i,  yj-1  ^ y y,-} 


FIGURA  3 

Dividindo  R em  sub-retangulos 


cada  um  dos  quais  com  area  AA  = Ax  Ay. 


Se  escolhermos  um  ponto  arbitrario,  que  chamaremos  ponto  amostra,  (x *,  y *)  em 
cada  Rij,  poderemos  aproximar  a parte  de  S que  esta  acima  de  cada  RtJ  por  uma  caixa  retan- 
gular  fina  (ou  “coluna”)  com  base  RtJ  e altura  como  mostrado  na  Figura  4. 

(Compare  com  a Figura  1.)  O volume  dessa  caixa  e dado  pela  sua  altura  vezes  a area  do 
retangulo  da  base: 

f(x* , y*)  AA 


Se  seguirmos  com  esse  procedimento  para  todos  os  retangulos  e somarmos  os  volumes  das 
caixas  correspondentes,  obteremos  uma  aproximacao  do  volume  total  de  S: 


CD 


V 


rn  n 


2 2/(**,y*)  A A 

i-iy-i 


(Veja  a Figura  5.)  Essa  dupla  soma  significa  que,  para  cada  sub-retangulo,  calculamos  o 
valor  de /no  ponto  amostra  escolhido,  multiplicamos  esse  valor  pela  £rea  do  sub-retangulo 
e entao  adicionamos  os  resultados. 
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□ O significado  do  limite  dupio  na 
Equagao  4 e que  podemos  tornar  o 
somatorio  dupio  tao  proximo  quanto 
desejarmos  do  nitmero  V (para 
qualquer  escoiha  (x*,  y*)\  tomando  m e 
n suficientemente  grandes. 


□ Observe  a semelhanga  entre  a 
Definigao  5 e a definigao  de  integral 
simples  na  Equagao  2. 


Nossa  intuigao  diz  que  a aproximagao  dada  em  (3)  melhora  quando  aumentamos  os  va- 
lores  de  m en,e  portanto  devemos  esperar  que 

a V=  limxtif(xly*)\A 

Usamos  a expressao  da  Equacao  4 para  definir  o volume  do  solido  S que  corresponde  a 
regiao  que  esta  abaixo  do  grafico  de/e  acima  do  retangulo  R.  (Pode  ser  mostrado  que  essa 
definigao  corresponde  a nossa  formula  de  volume  da  Segao  6.2  do  Volume  I.) 

Limites  do  tipo  que  aparecem  na  Equagao  4 ocorrem  muito  freqiientemente,  nao 
somente  quando  estamos  determinando  volumes,  como  tambem  em  uma  variedade  de  ou~ 
tras  situagoes  — como  sera  visto  na  Segao  15.5  mesmo/nao  sendo  uma  fungao  posidva. 
Podemos  dar  a seguinte  definicao: 


[5]  Defintgao  A integral  dupla  de/ sobre  o retangulo  R e 

II  fi.x,  V)  </ 1 = lim  Si  f(Xg,yt)AA 

se  esse  limite  existir. 


O significado  preciso  do  limite  da  Definigao  5 e que  para  todo  s > 0 existe  urn  inteiro 
N tal  que 


\\f(x,y)dA  - s 2 /(*.?.  fit)  aa  I <e 


para  todos  inteiros  men  maiores  que  N e para  qualquer  escoiha  de  (x*,  y*)  em  R,j. 

Pode  ser  provado  que  o limite  da  Definicao  5 existe  serapre  que /for  uma  fungao  con- 
tinua.  (Esse  limite  pode  tambem  existir  para  algumas  fungSes  descontinuas  que  sejam 
razoavelmente  “bem  comportadas”.) 

O ponto  amostra  (x*,  y*)  pode  ser  tornado  como  qualquer  portto  no  sub-retangulo  Rtj, 
porem,  se  o escolhermos  como  o canto  superior  direito  de  R,j  [ou  seja,  (x„  yy),  veja  a Figura 
3],  entao  a expressao  da  soma  dupla  ficara  mais  simples: 


1 1 f(x,  v)  dA  - lim  2 E f(xh  yj)  AA 
r } 1 


Comparando  as  Definigoes  4 e 5,  vemos  que  o volume  pode  ser  escrito  como  uma 
integral  dupla: 


Se  f(x,  y)  2s  0,  entao  o volume  V7  do  solido  que  esta  acima  do  retangulo  R e abaixo 
da  superffcie  z = f(x,  y)  6 

v-jf  f(x,y)dA 

S 

A soma  na  Definigao  5 

f 2Ax$,yl})&A 

e chamada  soma  dupla  de  Riemann  e e usada  como  uma  aproximagao  do  valor  da  inte- 
gral dupla.  [Note  a semelhanga  dessa  soma  com  a soma  de  Riemann  em  (1)  para  fungSes 
de  uma  unica  variavel.]  Se  / for  uma  fungao  posidva,  entao  a soma  dupla  de  Riemann 
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representa  a soma  dos  volumes  das  colunas,  como  na  Figura  5,  e e uma  aproximacao  do 
volume  abaixo  do  grafico  de  /. 


yj 

0, 

2) 

(2,  2) 

: 

r22 

i 

k, 

' (2,  1) 

i 

a i) 

! 

0 

i : 

) A* 

FIGURA  6 


EXEMPLG  1 □ Estime  o volume  do  solido  que  esta  acima  do  quadrado 
R — [0,  2]  X [0,  2]  e abaixo  do  paraboldide  ehptico  z — 16  - x2  - 2y2.  Divida  R era 
quatro  quadrados  iguais  e escolha  o ponto  amostra  como  o canto  superior  direito  de  cada 
quadrado  RtJ.  Fa?a  urn  esboco  do  solido  e das  caixas  retangulares  aproximadoras. 

S0LUQA0  Os  quadrados  estao  ilustrados  na  Figura  6.  O paraboldide  elfptico  e o grafico 
de  fix , y)  — 16  — x2  — 2y2  e a area  de  cada  quadrado  vale  1.  Aproximando  o volume 
pela  soma  de  Riemann  com  m = n = 2,  temos 


v ~ 2 E /(*».  Vj)  aa 

/—I  j=  i 

-/(  1,  1)AA  +/( 1,2)  Ad  +/(2,  l)Ad  + /(2,  2)  Ad 
= 13(1)  + 7(1)  + 10(1)  + 4(1)  = 34 


Esse  e o volume  das  caixas  aproximadoras  mostradas  na  Figura  7. 


FIGURA  7 


(a)  m = n — 4,  V ^ 41,5 


Obtemos  melhor  aproximacao  do  volume  no  Exemplo  1,  quando  aumentamos  o 
numero  de  quadrados.  A Figura  8 mostra  como  as  colunas  come^am  a parecer  mais  com 
o solido 


(b)  m = n - 8,  V - 44,875  (c)  m = n = 1 6,  V = 46,46875 


FIGURA  8 A aproximacao  pela  soma  de  Riemann  para  o volume  abaixo  de  z — 16  - x2  - 2f  lica  melhor  a medida  que  m e n aumentam. 
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verdadeiro  e as  aproxima^oes  correspondentes  vao  se  tomando  mais  precisas  quando  usamos  16, 
64  e 256  quadrados.  Na  proxima  se$ao  mostraremos  que  o volume  exato  e 48.- 

EXEMPLQ  2 □ Se  R — {(jc,  y)  | — l ^ 1,  — 2 *£  y 2} , calcule  a integral 


FIGURA  9 


|J  y/l-'x*  dA 

SOLUgAO  Seria  muito  dificil  calcular  a integral  diretamente  da  Definipao  5,  mas,  como 
V 1 — x 2 Ss  0,  podemos  computar  a integral  interpretando-a  como  volume.  Se 
z = \/\  — A"2,  entao  x2  + z2  = 1 e z 2*  0,  logo  a integral  dupla  dada  representa  o 
volume  do  solido  S que  esta  abaixo  do  cilindro  circular  x2  + z2  — 1 e acima  do 
retangulo  R (veja  a Figura  9).  O volume  de  S e a area  de  um  semicirculo  com  raio  1 vez 
o comprimento  do  cilindro.  Portanto 

jj  v/{  _ A..'. dA  = i 7t(1)2  X 4 = 2tt 

R 


L...J  Regra  do  Ponto  Medio 

Os  metodos  usados  para  aproximar  as  integrals  de  funqoes  de  uma  variavel  real  (a  Regra  do 
Ponto  Medio,  a Regra  dos  Trapezios,  a Regra  de  Simpson)  tern  seus  correspondentes  para 
integrals  duplas.  Consideraremos  aqui  somente  a Regra  do  Ponto  Medio  para  integrais  duplas. 
Isso  significa  que  usaremos  a soma  dupla  de  Riemann  para  aproximar  a integral  dupla,  onde 
o ponto  amostra  (a  *,  y*)  em  Rtj  e tornado  como  o ponto  central  (a,,  y})  de  R,,.  Em  outras 
palavras,  x,  e o ponto  medio  de  [x;-b  a,]  e yj  e o ponto  medio  de  [jy-i,  yf\. 


Regra  do  Ponto  Medio  para  Integrais  Duplas 

m n 

X,  y)  dA^  ^ 2 f(xh  yj)  A A 

R lj 

onde  Xj  e o ponto  medio  de  [a,~i,  a,]  e yj  e o ponto  medio  de  »-] . 


EXEMPLO  3 u Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  m = n = 2 para  estimar  o valor  da 
integral  j (x  ~ 3;y 2 ) dA,  onde  R — {(a,  y)  1 0 x 2,  1 =£  y 2}. 

S0LUQA0  Usando  a Regra  do  Ponto  Medio  com  m — n ~ 2,  calcularemos 

/(a,  y)  ~ x - 3>'2  no  centro  de  quatro  sub-retangulos  mostrados  na  Figura  10.  Entao 

temos  a i = 5,  a2  = §,  yi  = \ e y2  ~ }.  A drea  de  cada  sub-retangulo  e AA  = Logo 

||  (a  - 3 y2)dA  « S 2 f(xh  yj)  AA 
* 

= /(*i,yi)  AA  +/(ai,v2)AA  + f(x2,yi)  &A  + f(x2,y2)  AA 
= /(|,  f)  AA  + /Q,  s)  AA  + /(|,  f)  A A + /(§,  |)  A A 

“ -f  = -11,875 

Portanto,  temos  ||  (a  - 3 y2)  dA  ~ —11,875 

7? 


■mKu.  ■*!»  fe*.  SS-.,  ».  aSs-  fife  "t,  - 
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Niimero  de 
sub-retangulos 

Aproxima9des 
pda  Regra  do 
Ponto  Medio 

1 

- 1 1 ,5000 

4 

-11,8750 

16 

-11,9687 

64 

- 1 1 ,9922 

256 

- 1 1 ,9980 

1024 

- 1 1 ,9995 

NOTA  □ Na  proxima  seyao  desen volveremos  urn  processo  efidente  para  calcular  integrals 
duplas  e veremos  que  o valor  exato  da  integral  dupla  do  Exemplo  3 e -12.  (Lembre-se  de  que 
a interpretacao  da  integral  dupla  como  volume  so  e valida  quando  a funcao /e  uraa  funyao  po- 
sitiva.  O integrando  no  Exemplo  3 nao  e uma  funcao  positiva,  dessa  forma,  a integral  dupla  nao 
e um  volume.  Nos  Exemplos  2 e 3 na  Se^ao  15.2,  discutiremos  como  inteipretar  integrals  de 
uma  fungao  que  nao  e sempre  positiva  era  termos  de  volumes.)  Dividimos  os  sub-retangulos 
da  Figura  10  em  quatro  menores,  todos  com  o rnesrno  formato,  e calculamos  a aproximapao 
pela  Regra  do  Ponto  Medio.  Repetimos  sucessivamente  o procedimento,  dividindo  em  quatro 
cada  sub-retangulo  e calculando  a aproximagao.  Os  resultados  estao  apresentados  na  tabela  ao 
lado.  Observe  como  esses  valores  estao  se  aproximando  do  valor  real  da  integral,  -12. 


Valor  Medio 


Na  Secao  6.5  do  Volume  I,  mostramos  que  o valor  medio  de  uma  funcao / de  uma  variavel 
definida  em  um  intervalo  [a,  b]  6 


/m«“  1 i fix)  dx 

b — a 

De  modo  semelhante,  defmimos  o valor  medio  de  uma  funqao/de  duas  variaveis  em  um 
retangulo  R contido  em  seu  dominio  como 


FIGURA  1 1 


/rued 


1 


A(R)  JJ 


| j /(*>  v)  dA 


onde  A(R)  e a area  de  R. 

Se  f(x,  y)  S*  0,  a equa^ao 


MR)  X /n;ed  — I f /(*,  v)  dA 

diz  que  a caixa  com  base  R e altura /X,  tern  o mesmo  volume  que  o solido  delimitado  pelo 
grafico  de  /.  [Se  z —f(x,y)  descreve  uma  regiao  montanhosa  e voce  corta  os  topos  dos 
morros  na  altura  entao  pode  usa-los  para  encher  os  vales  de  forma  a tornar  plana  a 
regiao.  Veja  a Figura  11.] 


EXEMPLO  4 □ O mapa  de  contomos  na  Figura  12  mostra  as  quantidades  da  precipita?ao 
de  neve,  em  polegadas,  no  Estado  do  Colorado,  em  24  de  dezenibro  de  1982.  (O  Estado 
tem  formato  retangular  com  medidas  388  milhas  na  direqao  leste-oeste  e 276  milhas  na 
direqao  norte-sul.)  Utilize  o mapa  de  contomos  para  estimar  a precipita?ao  media  no 
Colorado  em  24  de  dezembro. 

S0LUQA0  Vamos  colocar  a origem  no  canto  sudoeste  do  Estado.  Entao  0 *£  x 388, 

0 *£  y « 276,  e fix,  y)  e a queda  de  neve,  em  polegadas,  na  localizapao  x milhas  para 
leste  e y milhas  para  norte  da  origem.  Se  R e o retangulo  representative  do  Estado  do 
Colorado,  entao  a precipita§ao  media  do  Colorado  em  24  de  dezembro  foi 


m a a m.  -M 
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Usando  o mapa  de  contornos  para  estimar  o valor  de/no  ponto  central  de  cada  sub- 
retangulo,  obtemos 

i | /(•*,  y)  = 2 £ f(*h  yj)  a a 

R '-1 

® AA[0,4  + 1,2  + 1,8  + 3,9  + 0 +-  3,9  + 4,0  + 6,5 

+ 0,1  + 6,1  + 16,5  + 8,8  + 1,8  -f-  8,0  + 16,2  + 9,4] 

= (6693)(88,6) 


Portanto 


(6693)(88,6) 

(388)(276) 


Em  24  de  dezembro  de  1982,  o Estado  do  Colorado  recebeu  uma  media  de  5\  polegadas 
de  neve.  C 


E 3 Propriedades  das  Integrals  Duplas 

Listaremos  aqui  tres  propriedades  das  integrals  duplas  que  podem  ser  provadas  como  na 
Se?ao  5.2  do  Volume  I.  Admitiremos  que  todas  as  integrals  existam.  As  Propriedades  7 e 
8 sao  referidas  como  linearidade  da  integral. 


□ Integrals  duplas  se  comportam 
assim  porque  as  somas  duplas  que  as 
definem  se  comportam  dessa  forma. 


E I j [f(x,  y ) + g(x,  >’)]  dA  = j I f(x,  >’)  dA  + j j g(x,  y ) dA 

r R 

DO  jj  c f(x,  y)  dA  — c j j /(x,  >')  dA  onde  c e uma  constante. 

r 71 

Se  /(x,  y)  2s  g(x,  y)  para  todo  (x,  y)  em  R , entao 

S JJ  fix,  y ) dA  > (J  g(x,  y)  dA 


1.  (a)  Estime  o volume  do  soUdo  contido  abaixo  da  superftcie 

z — xy  e aciina  do  retiingulo  R = {(x,  y)  j 0 *£  x 6, 

0 =£  y 4}.  Utilize  a soma  de  Riemann  com  m = 3,  n = 2 
e tome  o ponto  amostra  como  o canto  superior  direito  de 
cada  sub-retangulo. 

(b)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  estimar  o volume  do 
solido  da  parte  (a). 

2.  Se  R — [- 1,  3]  X [0, 2],  use  a soma  de  Riemann  com  m — 4, 
n = 2 para  estimar  o valor  de  Jj^  (y2 3 4  - 2x2)  dA.  Tome  os 
pontos  amostra  como  os  cantos  inferiores  esquerdos  dos 
sub-retiingulos. 

3.  (a)  Use  uma  soma  de  Riemann  com  m . — n = 2 para  estimar  o 

valor  de  JJxsen{x  + y ) dA , onde  R = [0,  tt]  x [0,  tt].  Tome 
como  pontos  amostrais  os  cantos  inferiores  esquerdos. 

(b)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  dar  uma  estimativa  da 
integral  do  item  (a). 

4.  (a)  Estime  o volume  do  solido  que  est£  abaixo  da  superftcie 

z = x + 2y2  e acima  do  retangulo  R — [0,  2]  X [0, 4]. 


Use  a soma  de  Riemann  com  m — n = 2,  e escolha  os 
pontos  amostrais  como  os  cantos  inferiores  direitos. 

(b)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  estimar  o volume  do 
item  (a). 

5.  E dada  a tabela  de  valores  de  uma  fungao  fix,  y)  definida  em 
R ~ [1,  3]  X [0, 4]. 


0 

1 

2 

3 

4 

1,0 

2 

0 

-6 

-5 

1,5 

3 

1 

-4 

~8 

-6 

2,0 

4 

0 

-5 

-8 

2,5 

5 

5 

3 

-1 

~4 

3,0 

"7 

/ 

8 

6 

3 

0 

James  Stewart  CAPSTULC3  15  INTEGRAfS  MULTtPLAS  □ 987 


(a)  Estime  j f(x,  v)  dA  utilizando  a Regra  do  Ponto  Medio 
com  m = n — 2. 

(b)  Estime  a integral  dupla  com  m = n — 4 escolhendo  os 
pontos  amostra  o mais  ionge  da  origem. 

8.  Uma  piscina  de  20  por  30  p6s  e enchida  com  agua. 

A profundidade  da  piscina  e medida  a cada  intervalo  de  5 pes, 
comecando  de  um  canto,  e os  valores  foram  anotados  na 
tabela.  Estime  o volume  de  agua  da  piscina. 
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Seja  V o volume  de  um  solido  contido  entre  o grafico  de 
f(x,y)  — f52  ~ x2  — y1  e acima  do  retangulo  dado  por 
2 < x 4,  2 *£  y *£  6.  Usamos  as  retas  x = 3 e y — 4 para 
dividir  R em  sub-retangulos.  Sejam  Let/  as  somas  de 
Riemann  computadas,  utilizando  como  ponto  amostra  o canto 
inferior  esquerdo  e o canto  superior  direito,  respectivamente. 
Sem  calcular  os  numeros  V,  L e U,  arranje-os  na  seqiiencia 
crescente  de  valores  e explique  suas  razoes. 

8.  A figura  mostra  curvas  de  nivel  da  fun?ao /no  quadrado 
R - [0,  1]  X [0,  !].  Use-as  para  estimar  \\u  fix,  y)  dA  com 
precisao  nas  unidades. 


HI  A figura  mostra  o mapa  de  contomos  de/no  quadrado 
R = [0, 4]  X [0,  4]. 

(a)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  com  m = n = 2 para  estimar  o 
valor  de  jJR  fix,  y)  dA. 

(b)  Estime  o valor  medio  de  f 


10.  O mapa  de  contomos  mostra  a temperatura,  em  graus  Fahrenheit, 
as  3 horas  da  tarde  do  dia  E de  maio  de  1996,  no  Estado  do 
Colorado.  (O  Estado  mede  388  mi  de  leste  a oeste  e 276  mi  de 
norte  a sul.)  Utilize  a Regra  do  Ponto  Medio  com  m ~ n = 4 
para  estimar  a temperatura  media  do  Colorado  nessa  hora. 


11-13  □ Caleule  a integral  dupla,  identificando-a  antes  como  o 
volume  de  um  solido. 

11.  Jflj  3 dA,  R — {(*,  y)  | ~2  x 2,  1 *£  y =€  6} 

12.  JJR  (5  — x ) dA , R — {(jc,  y)  1 0 x =£  5,  0 =£  y 3} 

m fjg  (4  ~ 2v)  dA,  R — [0,  1]  X [0,  1] 

14.  A integral  JjR  v/9  - v2  dA,  onde  R = [0,  4]  X [0,  2], 
representa  o volume  de  um  solido.  Esboce  o desenho  do  solido. 

15.  Utilize  uma  calculadora  programavel  ou  computador  (ou  o 
comando-sonia  de  um  CAS)  para  estimar 

if 

H 

onde  R — [0,  1]  X [0,  1].  Utilize  a Regra  do  Ponto  Medio  com 
os  seguintes  numeros  de  quadrados  de  tamanhos  iguais:  1,  4, 
16,  64,  256  e 1.024. 

16.  Repita  o Exerctcio  15  para  a integral  ffR  cos/c4  + y 4)  dA. 

US  Se  / e uma  fun?ao  constante,  f(x,  y)  — k e 

R ~ [a,  6]  X [c,  d\  mostre  quejJK  kdA  — k(b  — a)(d  — c). 


18.  Se  R — [0,  1]  X [0,  1],  mostre  que  0 j jssen(jc  + y)  dA  1. 


.MU!,..-.  -i.:M  -*»&.  . «tfc-A±,  jifefc-.-  .. 


Integrals  Iteradas 


Lembremos  que  geralmente  e diffcil  calcular  as  integrals  de  fun^oes  de  uma  variavei  real 
diretamente  da  definicao  de  integral,  mas  que  o Teorema  Fundamental  do  Calculo  fornece 
um  metodo  mais  faeil  para  calcula-las.  O calculo  de  integrals  duplas  pela  defin^ao  e ainda 
mais  complicado,  porem,  nesta  se^ao,  veremos  como  expressar  uma  integral  dupla  como 
uma  integral  iterada,  cujo  valor  pode  ser  obtido  calculando-se  duas  integrals  de  funcdes  de 
uma  variavei  real. 

Suponha  que  / seja  uma  fun^ao  de  duas  variaveis  continua  no  retanguio  R = [ a , b)  X 
[c,  d],  Usaremos  a nota$ao  \*f{x,  y)  dy  significando  que  x e mantido  fixo  e f(x,  y)  e inte- 
grado  em  relacao  a y de  y = c para  y = d.  Esse  procedi  mento  e chamado  integral  do  par- 
tial em  relaqao  a y.  (Note  a semelhan^a  com  a derivada  parcial.)  Como  \d_  fix,  y)  dy  e um 
numero  que  depende  do  valor  de  x,  ele  define  uma  fun^ao  de  x: 


Mx)  = f(x,  y)  dy 

Jc 

Se  integrarmos  a fun9ao  A com  rela9ao  a variavei  xdex~aax~b,  obteremos 


\bA(x) 

da 


dx 


Jo  I* 


fix,  y)  dy 


dx 


A integral  do  lado  direito  da  Equa9§o  1 e chamada  integral  iterada.  Em  geral,  os 
colchetes  sao  suprimidos.  Entao 


) b | V(*.  >’)  dy  dx  = I b 1 4 f (x,  y)  dy 

Ja  Jc  Ja  Jc 


dx 


significando  que  primeiro  integramos  com  rela9§o  a y de  c a d e depois  em  rela9ao  a x de 
a ate  b. 

Da  mesma  forma 


) “ | f{x,  y)  dx  dy  — f"-  I 'fix,  y)  dx 

Jc  Ja  Jc  Ja 


dy 


significa  que  primeiro  integramos  com  rela9ao  a x (fixando  y)  de  x ~ a a x = b e em 
seguida  integramos  a fun9§o  de  v resultante  com  rela9§o  a y de  y = c a y = d.  Note  que 
em  ambas  as  Equa9oes  2 e 3 trabalhamos  de  dentro  para  fora. 


EXIMP  10  1 □ Calcule  o valor  das  integrals 

(a)  | x2y  dy  dx  (b)  j J x2y  dx  dy 

SQLU£A0 

(a)  Olhando  x como  constante,  obtemos 


Portanto  a fun9ao  A da  discussao  precedente  e dada  por  Aix)  — \x2  neste  exemplo. 
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D O Teorema  4 tern  o nome  do 
matematico  italiano  Guido  Fubini 
{1879-1943),  que  provou  uma  versao 
gerai  desse  teorema  em  1907,  Mas  a 
versao  para  as  fungoes  contfnuas  era 
conhecida  pelo  menos  um  seculo 
antes  pelo  matematico  trances 
Augustin-Louis  Cauchy. 


z\ 
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integramos  agora  essa  funcao  de  x de  0 ate  3: 

lofix2ydydX  = jo  [Six2ydy 

= P2Vdx-=  ~ 

Jo  2 

(b)  Aqui  integraremos  primeiro  em  relagao  a x : 


dx 


27 

2 


n n , , , rz 

i4  3 0 

f2 

x~y  dx  dy  — 1 

1 xy  dx 

dy  - 

Ji  Jo  ' Jl 

Jo 

Jj  j 

_ 3 

dy 


j 9 y dy  — 9 


27 

2 


Note  que  no  Exemplo  1 obtemos  a mesma  resposta  se  integramos  primeiro  em  relagao 
a v ou  a x.  Em  gerai  acontece  (ver  o Teorema  4)  de  as  duas  integrals  iteradas  das  Equagdes 
2 e o serem  sempre  iguais,  ou  seja,  a ordem  da  integraqao  nao  e importante.  (Isso  e seme- 
Ihante  ao  Teorema  de  Clairaut  sobre  as  igualdades  das  derivadas  parciais  mistas.) 

O seguinte  teorema  fomece  um  metodo  pratieo  para  calcular  uma  integral  dupla, 
expressando-a  como  uma  integral  iterada  (em  qualquer  ordem). 


j [4j  Teorema  de  Fubini  Se /for  continua  no  retangulo  R — {(x, y)  | a =£  x 
j c =£  y =£  d} , entao 

I I j /(*,  y)  dA  = |a  j fix,  y ) dy  dx  = | ° ) fix,  y)  dx  dy 

j * 

| 

| Genericamente,  esse  resultado  vale  se  supusermos  que / seja  limitada  em  R,  f possa 
| ser  descon tinua  em  um  numero  finito  de  curvas  lisas,  e a integral  iterada  exista. 


A prova  do  Teorema  de  Fubini  foge  ao  escopo  deste  livro,  mas  podemos  ao  menos 
fomecer  uma  justificativa  razoavel  de  sua  validade  quando  fix,  y)  3=  0.  Lembremos  que, 
se  / e positiva,  podemos  interpretar  a integral  dupla  f(x,  y)  dA  como  o volume  V do 
solido  que  esta  acima  de  R e abaixo  da  superffcie  z ~ fix,  y).  Contudo,  temos  outra  for- 
mula usada  para  calcular  volume  no  Capitulo  6 do  Volume,  que  e 

V = f A (a)  dx 

Ja 

onde  Aix)  e a area  da  secgao  transversal  de  S no  piano  que  passa  por  x perpendicularmente 
ao  eixo  x.  Da  Figura  1 podemos  ver  que  Aix)  € a area  debaixo  da  curva  C cuja  equagao  e 
z = fix,  y),  onde  x e mantida  constante  ec  «£  y d.  Portanto 


Aix)  = JVu»  y)  dy 

e temos 


( I fix,  y)  dA  — V—  A(x)  dx  = d fix,  v)  dy  dx 

-y  *a  v<3  Jc 


FIGURA  1 
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FIGURA2 


□ Note  a resposta  negative  no 
Exempio  2;  nada  errado  com  isso.  A 
fungao/  no  exempio  nao  e positsva,  e 
a integral  nao  represents  um  volume. 
Da  Figure  3 vemos  que,  se  / for 
sempre  negativa  em  R,  o valor  da 
integral  e o negativo  do  volume  que 
esta  acima  do  grafico  de  / e abaixo 
de  R. 


y 

FIGURA  3 


□ Para  uma  fungao  f com  vaiores 
positivos  e negativos,  dA  e a 

diferenga  dos  volumes:  V , - V2,  onde 
Vi  e o volume  acima  de  R e abaixo  do 
grafico  de  / e V2  e o volume  abaixo  de 
R e acima  do  grafico.  O fato  de  a 
integral  do  Exempio  3 ser  0 signifies 
que  os  dois  volumes  Vt  e V2  sao  iguais 
(veja  a Figura  4). 


y 


Uma  argumentagao  semelhante,  usando  a seegao  transversal  perpendicular  ao  eixo  y como 
na  Figura  2,  mostra  que 


| | f(x,  y)  dA  = ^ | */(*>  v)  dx  dy 
"a 

EXEMPIO  2 □ Calcule  a integral  dupla  ffK  (x  - 3 y2)dA,  onde 
R — {(x,  y)  j 0 ^ x ^ 2,  1 ^ y ss  2}.  (Compare  com  o Exempio  3 da  Segao  15.1.) 

SOLUQAO  1 Pelo  Teorema  de  Fubini,  temos 


jj  (x  — 3 y2)dA  = |o  | (x  — 3 y2)dydx 

R 


xy  - >’3],v-i  dx 
| (x  — 7)  dx  = lx 


12 


S01UQA0  2 Novamente,  aplicando  o Teorema  de  Fubini,  mas  dessa  vez  integrando  com 
relagao  a x primeiro,  temos 


||  (x  — 3y 2 ) dA  — J2  j2  (x  - 3 y2)dxdy 


3xy' 


dy 


-r 

— J,’  (2  - 6 y2)dy  = 2y  - 2 yd]]  = - 12 

EXEMPIO  3 o Calcule  JJ, y sen(xy)  dA,  onde  R = [1,2]  X [0,  t r]. 
SOLUQAO  1 Se  integrannos  primeiro  em  relagao  a x,  obteremos 

1 1 y seo(xy)  dA  = J*  | y sen(xy)  dx  dy 

= Jo  [-cos(xv)];:;  dy 

(* 

(—cos  2y  + cos  v)  dy 

0 

= — i sen  2y  + seny]J  ~ 0 

SOLUCAO  2 Se  invertermos  a ordem  de  integragao,  obteremos 

|j  y seo(xy)  dA  “ |Q  y sen(xy)  dy  dx 

R 

Para  ealcular  a integral  interna  usamos  a integragao  por  partes  com 
u = y dv  = san(xy)  dy 

j..  ...  _ cos(xy) 


FIGURA  4 


du  — dy 


x 
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□ No  Exempio  2,  as  solugoes  1 e 2 sao 
iguaimente  diretas,  mas  no  Exempio  3 
a primeira  solugao  e muito  mass 
simples  que  a segunda.  Portanto,  ao 
calcular  uma  integral  dupla.  e 
recomendavel  escolher  a ordem 
de  integragao  que  Iomega  integrals 
mais  simples. 


y 


FIGURA5 


e entao 


j("  y sen(xy)  dy 


y COs(x>’)  j 1 fir  , . 

| -i cos(xv)  dy 

x Jv=0  x'Jo 

7T  COS  TTX  1 r , iv ~ 7r 

+ — |senUy)|,=0 

x x 

it  cos  ttx  sen  ttx 

+ — ■■ 


Se  agora  integramios  o primeiro  termo  por  partes  com  u ~ — 1 jx  e dv  ~ 7rcos  ttx  dx, 
obteremos  du  = dx/x2,  v = seii7rx,  e 


Portanto 


e assim 


K 


7TC0S  TTX 


dx 


senirx 


sen  ttx 

■> 

J xr 


dx 


J( 


7TCOS  TTX  sen  TTX 


dx 


sen  ttx 


J;  Jjysen(xy) 


dy  dx 


sen  ttx 


sen  2tt 


+ sen  7r  — 0 


EXEMPIO  4 □ Determine  o volume  do  solido  S que  e delimitado  pelo  paraboloide  eliptico 
x2  + 2y2  + z — 16,  os  pianos  x = 2ey  = 2,  eos  tres  pianos  coordenados. 

SOLUQAO  Observemos  primeiro  que  Sc  o solido  que  esta  abaixo  da  superficie 
z = 16  - x2  — 2y2  e acima  do  quadrado  R ~ [0,  2]  X [0,  2],  (Veja  a Figura  5.)  Esse 
solido  foi  considerado  no  Exempio  1 da  Segao  15.1,  mas  agora  temos  condigoes  de 
calcular  a integral  dupla,  usando  o Teorema  de  Fubini.  Portanto 


V = J|  (16  — x2  — 2 y2)dA  = j J (16  — x2  — 2 y2)dxdy 

R 

= £ [l6.v  - \x‘  - 2y2x]Hl dy 
= £ (f  - 4y2)  dy  = [fy  - = 48 

No  caso  especial  em  que  fix,  y)  pode  ser  fatorado  como  o produto  de  uma  fungao  so  de 
x por  uma  fungao  so  de  y,  a integral  dupla  de/pode  ser  escrita  de  forma  particularmente 
simples.  Para  ser  especffico,  suponha  que  fix,  y)  = g(x)h(y)  e R = [a,  b\  X [c,  d],  Entao 
o Teorema  de  Fubini  nos  da 


1 1 fix,  y)  dA  = | “ £ gix)h(y)  dx  dy  = £ £ g(x)h(y)  dx 


dy 


Na  integral  interna,  y € uma  constante,  entao  h{y)  6 uma  constante  e podemos  escrever 


dy 


I g(x)h{y)  dx  dy  = 1“  h(y){  j b g(x)  dx 

Ja  Jc  \ Ja 
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ja  que  \b  g(x)  dx  e uma  constante.  Portanto,  neste  caso,  a integral  dupla  de / pode  ser  escrita 
como  o produto  de  duas  integrals  de  fun^oes  de  uma  variavel  real: 


EXEMPLO  5 □ Se  R - [0,  tt/2]  X [0,  tt/2],  entao 

||  sen  x cos  y dA  ~ j sen  x dx  | cos  y dy 


= bcos4fhenv]f  -1-1-1 


n A funcao  / (x,  y)  = sen  x cos  y do 
Exempto  5 e positiva  em  R;  assim,  a 
integral  represents  o volume  do  solido 
contido  entre  o grafico  de  fe  R como 
mostrado  na  Figura  6. 

FIGURA6 


1-2  □ Determine  j '2f(x,y)dxe$*f(x,y)dy\ 

1-  f(x,y)  — 2x  + 3 x2y  2.  f(x,y ) 


3-12  □ Calcule  a integral  iterada. 


§|g|.  J*5  | ' (1  + 4xy)  dx  dy 

5.  1 j xsen  ydydx 
Jo  Jo 


7.  j j {2x  + y)8  dx  dy 
Jo  Jo 


4.  P j '5  (*2  + y2)dydx 
6.  p | (x  + <Jy)dxdy 

8- 1 J,  ~ydy'dx 

10.  j | {xJty)~2dxdy 


15.  ff  2X-V  dA,  /f«{(jc,y)|0*jE«  1,  -3  « v«3} 

JJ  x + 1 

R 

16.  ff  Y^jdA,  R = {(x,y)  j 0 « x « 1,  0 « y « 1} 
fH$.  ff  xsen(x  + >’)  dA,  R = [0,  tt/6]  X [0.  77/ 3] 

R 

”■  .ffifr;'44'  « = >]  x to.  a 

R y 

19.  ff  xy<p2>'  dA,  R — [0,  1]  X [0,  2] 

R 

20.  |f i 7 s'  dA , R = [ I,  2]  X [0,1] 

x * v ~ 

21--22  o Esboce  o solido  cujo  volume  e dado  pela  integral  iterada. 


13-211  □ Calcule  a integral  dupla.  m £ J*  (4  _ * - 2y)  dx  dy  22.  J ' J ' (2  - x2  - y2)dy  dx 

13.  |J  (6x2y3  — 5v4)  dA,  = {(x,y)|G=Sx«3,  0 « y 1} 

23.  Determine  o volume  do  sdlido  que  se  encontra  abaixo  do  piano 

14.  |j  cos(x  + 2y)  dA,  R = {(x,  y)  1 0 x *£  tt,  0 s£  y =£  tt/2}  3x  + 2 y + z = 12  e acima  do  retangulo 

s R - {(x, y)  |0  ^ x ^ 1,  -2  « y «£  3}. 
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24.  Determine  o volume  do  solido  que  esta  abaixo  do  paraboloide 
hiperbolico  z — 4 4-  x2  — v 2 e acima  do  quadrado 

/?  = [-!,  1]X[0,  2], 

25.  Determine  o volume  do  solido  contido  abaixo  do  paraboloide 
eltptico  x2/4  + v2/  9 + z = le  acima  do  retangulo 

1]  x [-2.2J. 

28.  Determine  o volume  do  solido  delimitado  pela  superficie 
z — \ + ex  sen  v pelos  pianos  x~  ± 1,  y — 0,  y — it, 
ez  = 0. 

27.  Determine  o volume  do  solido  limitado  pela  superficie 

z — Xy/x2  4-  v e pelos  pianos  x = 0,  x — 1,  y — 0,  y “ 1 
e i = 0. 

28.  Determine  o volume  do  solido  limitado  pelo  paraboloide 
eliptico  z = 1 + (x~  1)!  + 4y2,  pelos  pianos  i = 3e)>“2e 
pelos  pianos  coordenados. 

29.  Determine  o volume  do  solido  contido  no  primeiro  octante 
limitado  pelo  cilindro  z = 9 — y2  e pelo  piano  x ~ 2. 

30.  (a)  Determine  o volume  do  sdlido  limitado  pela  superficie 

z = 6 — xy  e pelos  pianos  x = 2,  x = — 2,  v = 0,  v — 3 
e z = 0. 

(b)  Use  o computador  para  desenhar  o solido. 

31.  Utilize  um  sistema  computacional  algebrico  para  determinar  o 
valor  exato  da  integral  jj Rx5y3e*ydA,  onde  R — [0,  1]  X [0,  1], 
Em  seguida  use  o CAS  para  desenhar  o solido  cujo  volume  e 
dado  pela  integral. 


32.  Desenhe  o solido  contido  entre  as  superficies 

r = ■=?'*' cos(x2  + f)  e z = 2 ~ r2  - y2para  |xj  1, 

|y  [ as  1.  Utilize  um  sistema  computacional  algebrico  para 
aproximar  o volume  desse  solido  atd  a quarta  casa  decimal. 

33 "34  □ Determine  o valor  medio  dcf  sobre  o retangulo  dado. 

33.  f(x,y)  = x2y,  R tern  vertices  (~  1,  0),  (—  1,  5),  (1,  5),  (1, 0) 

34.  fix,  y)  ==  eyy/x  + e\  R = [0,  4]  x [0,  1] 


35.  Utilize  seu  CAS  para  calcular  as  integrais  iteradas 


>’ 


Jo  Jo  (.X  -f  y) 


y dy  dx 


e 


^ - y 

(x  + y)3 


dx  dy 


Suas  respostas  contradizem  o Teorema  de  Fubini?  Explique  o 
que  aconlece. 

36.  (a)  Em  que  aspectos  os  teoremas  de  Fubini  e Clairaut  sao 
semelhantes? 

(b)  Se  f{x,  y)  e continua  em  [o,  b]  X [c,  d]  e 


g{x,  y)  = j j f(s,  t)  dt  ds 


para  a < x < b,  c < y < d , mostre  que  gxy  — 0yx  — f (x\  y). 


Integrais  Duplas  sobre  Regioes  Gen  ericas 


Para  as  integrais  de  fun^oes  de  uma  varidvel  real,  a regiao  sobre  a qual  mtegramos  e sempre 
um  intervalo.  Porem,  para  integrais  duplas,  queremos  integrar  a fmujao  / nao  somente  sobre 
retangulos,  como  tambem  sobre  uma  regiao  D de  fonna  mais  geral,  como  a ilustrada  na  Figura 
1.  Vamos  supor  que  D seja  uma  regiao  limitada,  o que  significa  que  D pode  ser  cercada  por 
uma  regiao  retangular  R como  na  Figura  2.  Definimos  entao  uma  nova  fuu^ao  F com  dorni- 
nio  R por 


Hx,  y) 


se  (x,  y)  esta  em  D 

se  (x,  y)  esta  em  R,  mas  nao  em  D 


994  □ CALCULO 


Editora  Thomson 


Se  a integral  dupla  de  F sobre  R existe,  entao  definimos  a integral  dupla  de/sobre  D por 


j [2]  j j f(x,  y)  dA  ~ j j F(x,  y)  dA  onde  F e dada  pela  Equacao  I. 
*o  'it 


A Definigao  2 tem  sentido  porque  R 6 um  retangulo,  e portanto  jjR  Fix,  y)  dA  foi 
definida  de  maneira  precisa  na  Segao  15.1.  O procedimento  usado  e razoavel,  pois  os  valo- 
res  de  F(x , y)  sao  0 quando  (x,  y)  esta  fora  da  regiao  D e dessa  forma  nao  contribuem  para 
o valor  da  integral.  Isso  significa  que  nao  importa  qual  o retangulo  tornado  R desde  que 
contenha  D. 

No  caso  era  que  fix,  y)  2s  0 podemos  ainda  interpretar  j j0  fix,  y)  dA  como  o volume 
do  solido  contido  acima  de  D e abaixo  da  superficie  z — fix,  y ) (o  grafico  de  f).  Voce  pode 
constatar  que  isso  e razoavel  comparando  os  graficos  de  / e F nas  Figuras  3 e 4 e lem- 
brando  que  F(x,  y)  dA  e o volume  abaixo  do  grafico  de  F. 

A Figura  4 mostra  tambem  que  F provavelmente  tem  uma  descontinuidade  nos  pontos 
de  fronteira  de  D.  Apesar  disso,  se/ for  continua  em  Desea  curva  fronteira  de  D for  “bem 
comportada”  (em  um  sentido  que  esta  fora  do  escopo  deste  iivro),  entao  pode  ser  mostrado 
que  ffs  Fix,  y)  dA  existe,  e portanto  jjD  fix,  y)  dA  existe.  Em  particular,  esse  e o caso  para 
os  tipos  de  regides  listados  a seguir. 

Uma  regiao  plana  D e dita  ser  do  tipo  I,  se  esta  contida  entre  o grafico  de  duas  fungdes 
contfnuas  de  x,  ou  seja. 


D = {(x,  y)  | a x ^ h,  gfx)  ^ y *5  g2(x)} 


onde  gt  e g-;  sao  contfnuas  em  [a,  b].  Alguns  exemplos  de  regioes  do  tipo  I estao  mostra- 
dos  na  Figura  5. 


y> 

y=g  2W  ^1 

V; 

1 >IJ 

v = w, 

y — y-A*) 

yfx  -:  ' : Wi\ 

K 

..  dk 

F " | 

i 

1 y~gd  x)  i 

1 y~g  dx)  1 

1 1 , 

1 v=y/i(x)  l 

i 1 „ 

S 1 

^_J J * 

0 

a b x 0 

a b x 0 

a b x 

URA  5 

Algumas  regioes  do  tipo  I 

FIGURA  6 


Para  calcular  ffD  fix,  v)  dA  quando  D e do  tipo  I,  escolhemos  um  retangulo  R = [a,  b\ 
x [C,  d\  que  contenha  D,  como  na  Figura  6,  e tomamos  F a fungao  definida  como  na  Equagao 
1;  ou  seja,  F coincide  com/em  DeFeO  fora  da  regiao  D.  Entao,  pelo  Teorema  de  Fubini, 

1 1 fix,  y)  dA  — j j Fix,  y)  dA  — J j Fix,  y)  dy  dx 

D / 

Observe  que  F(x,  y)  — 0 se  y < gi(x)  ou  y > g2(x)  porque  (x,  y)  nessas  condigoes  esta 
fora  da  regiao  D.  Assim, 

j d F(x y)  dy  = j iS  Fix,  y)  dy  = j fix,  y)  dy 

Jc  Jg>  kjc)  Jg  *{x) 
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porque  F(x , y)  — fix,  y)  quando  gfx)  y ^ g2(x).  Portanto  temos  a seguinte  formula  que 
nos  permite  calcular  a integral  dupia  como  uma  integral  iterada. 


Se  / e contmua  em  uma  regiao  £>  do  tipo  I ta!  que 

D = {{x,  >’)  j a *£  a ffiCx)  y ^ g2(x)} 


"I 


entao 


( | f{x , y )dA  ^ j ‘ j '\f(x,  v)  dy  dx 


x-hdy)  ! 


D 


x = hXy) 


A integral  do  lado  direito  de  (3)  e uma  integral  iterada  semelhante  as  consideradas  na 
segao  anterior,  exceto  que  na  integral  de  dentro  enxergamos  x como  constante  nao  so  em 
f(x,y),  como  tambem  nos  limites  de  integragao  g-fx)  e g2(x). 

Consideraremos  tambem  regioes  planas  do  tipo  II,  que  podem  ser  expressas  como 


U]  D = {(x,  >■)  | c 5?  >>  *£  d,  h\(y)  x « h2(y)} 

onde  hi  e hi  sao  contmuas.  Dois  exemplos  de  regiao  do  tipo  II  estao  ilustrados  na  Figura  7. 


FiGURA  7 

Algumas  regioes  do  tipo  II 


EXEMPLO  1 □ Calcule  |Y„  (a  + 2 y)  dA,  onde  De  a regiao  limitada  pelas  parabolas 
y = 2x2  e y — 1 + a2. 


SOLUQAO  As  parabolas  se  interceptam  quando  2a2  — 1 + x2,  ou  seja,  x2  = 1,  logo 
x — ±1.  Notamos  que  a regiao  D,  ilustrada  na  Figura  8,  e do  tipo  I e nao  do  tipo  II,  e 
podemos  escrever  que 


D ~ {(a,  >r)  | — 1 ^A^  1,  2a2^J^  1 + A2} 

Como  a fronteira  de  baixo  e y = 2a2  e a de  cima  e y — 1 + a2,  a Equagao  3 leva  a 
jj  (a  + 2 y)  dA  = j | (a  + 2_y)  dy  dx 

D 

= Ixy  + y%. iT  dx 

— | ^ [x(I  + A2)  + (1  + A")2  — x(2x2)  — (2x2)2]dx 

— | ^ {-~3a4  ~ a3  + 2a2  + x + 1)  dx 


A5  A4  A3  A2 

-3— r + 2^r  + — + x 

5 4 3 2 


-i 


32 

15 


s&aigfc. 
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y , 

if 

f (2.  4) 

A 

2 /' 
>!  = 2x  / / 

/ j 

A i 

/I  /y  = x> 

/ M 

/ ]/ 

/ D/ 

/ / 

j / 

i ■ ■ 4 — 

/ 

r 

J — i 

0 J 2 x 

NOTA  □ Quando  montamos  a integral  dupla  como  no  Exemplo  1,  e essencial  desenhar 
um  diagraraa.  Freqiientemente  e util  desenhar  uma  seta  vertical  como  na  Figura  8.  Assim 
os  limites  de  integracao  da  integral  de  dentro  podem  ser  lidos  do  diagrama  como  segue:  a 
seta  come^a  na  fronteira  debaixo  y = g i(x),  que  fomece  o extremo  inferior  da  integral,  e 
termina  na  fronteira  de  cima  y — g2(x),  que  da  o extremo  superior  de  integraijao.  Para  uma 
regiao  do  tipo  II  a seta  e desenhada  horizontalmente  da  fronteira  esquerda  para  a fronteira 
direita. 

EXEMPLO  t c Determine  o volume  do  solido  que  esta  contido  abaixo  do  paraboloide 
z — x2  + y2  e acima  da  regiao  D do  piano  xy  limitada  pela  reta  y ~ 2x  e pela  parabola 
v ~ A'2. 

SOLUf AO  1 Da  Figura  9 vemos  que  D e uma  regiao  do  tipo  I e 


FIGURA  9 

D como  uma  regiao  do  tipo  I 


FIGURA  10 

D como  uma  regiao  do  tipo  II 


c A Figura  1 1 mostra  o solido  cujo 
volume  e calculado  no  Exemplo  2. 

Ele  esta  acima  do  piano  xy,  abaixo  do 
parabolbide  z — x2  + y2,  e entre  o 
piano  y = 2x  e 0 cilindro  paraboiico 
y = x2. 


D — {(x,  y)  1 0 ^ x ^ 2,  x2  y 2x} 
Portanto,  o volume  debaixo  de  z — x2  + y2  e acima  de  D e 
V — Jj  (x2  + y2)dA  = j ~ j"  (x2  + y2)dydx 


x-y  + 


x4  + 


:X 

dx  — 

,2 

Jo 

x2(2x)  + 

(2x)3  2 

X X 

3 

2 _ 

(x2r 

3 

14x3S 

| dx 

x7 

x3  7x4 

T + ~6~_ 

2 

216 

3 / 

21 

0 

35 

dx 


S0LUQA0  2 Da  Figura  10  vemos  que  D pode  ser  escrito  como  uma  regiao  do  tipo  II 
D = {(x,  y)  | 0 ^ y ^ 4,  \y  *£  x ^ fy } 

Logo,  outra  expressao  para  V e 

V — jj  (x2  + y2)dA  = J | ' " (x2  + y 2 ) dx  dy 


+ y2x 


dy 


V2  3 

— + yin  _ 2_ 

3 24 


dy 


2. ,,5/2  , ? 7/2  _ 13  4]4  = 2W 
15)  + 7>  96 y JO  35 


EXEMPLO  3 □ Caicule  ffD  x>’  dA,  onde  D 6 a regiao  limitada  pela  reta  y = x ~ 1 e pela 
pardbola  y2  = 2x  + 6. 

S0LUQA0  A regiao  D esta  representada  na  Figura  12.  Novamente  D pode  ser  vista 
tanto  como  uma  regiao  do  tipo  I como  uma  regiao  do  tipo  II,  mas  a describe  de  D como 
regiao  do  tipo  I e mats  complicada,  porque  a fronteira  inferior  e constitufda  de  duas 
partes.  Portanto  preferimos  expressar  D como  uma  regiao  do  tipo  II: 

D = {(x,  y)  | — 2 y 4,  | v2  — 3 *£  x >!  + 1 } 


FIGURA  11 


James  Stewart  CAPiTUI.Q  15  INTEGRAIS  MULT1PLAS  □ 997 


y = ''-f2x  + 6 


y=x-  i 


-3  v ( o / 

vs  X 


(-1,  -2) 


v = -^2x  + 6 


1 . 

X==  Ll-3 

/ 

A 

: : 

"H 

>x 

II 

H 

\ 

, \ 

\ ; 

/ 

— 2 

FIGURA  12  (a)  D como  regiao  do  tipo  I 

Logo  (5)  fomece 


(b)  D como  regiao  do  tipo  II 


v; 

\K 

A x + 2y  + z — 2 


I,  0} 

5-0) 


FIGURA  13 


? x + 2y  = 2 

1 • 

i (ouy-l-f) 

J 

A 

0 

1 * 

f-i  fy+l 

s-2  L*ydxdy 


f £l 
i 2 2 I— |v-2- 


kf^ylb  + D2  - (!r  - 3 )2]dy 


r,H 


+ 4 + 2>-  - 8y  I dy 


y6  y3 

~ + v4  + 2 — 

24  ' 3 


Se  tiv6ssemos  expressado  D como  uraa  regiao  do  tipo  I usando  a Figura  12(a), 
obten'amos 

| xydA  = US^ -yydydx  + f’J^xydydx 

mas  isso  daria  muito  mais  trabalho  que  o outro  metodo. 


EXE^PiO  4 □ Determine  o volume  do  tetraedro  limitado  pelos  pianos 
x + 2y  + z — 2,  x — 2y,  x «=  0 e z = 0. 

SOLUQAO  Em  uma  questao  como  essa,  6 prudente  desenhar  dois  diagramas:  uni  do  solido 
tridimensional  e outro  da  regiao  plana  D sobre  a qual  o solido  se  encontra.  A Figura  1 3 
mostra  o tetraedro  T limitado  pelos  pianos  coordenados  x — 0,  z — 0,  o piano  vertical 
x — 2y  e o piano  x + 2y  + z — 2.  Como  x + 2y  -F  z — 2 intercepta  o piano  xy  (cuja 
equagao  6 z ~ 0)  na  reta  x 4-  2y  = 2,  vemos  que  T esta  acima  da  regiao  triangular  D no 
piano  limitado  pelas  retas  x = 2y,  x + 2y  = 2 e x =*  0.  (Veja  a Figura  14.) 

O piano  x + 2y  + z = 2 pode  ser  escrito  como  z ~ 2 ~ x ~ 2y,  entao  o volume 
pedido  esta  sob  o grdfico  da  funfao  z = 2-  x-2ye  acima 

D = {(x,  y)  | 0 =s  x ^ 1,  x/2  y ^ i - x/2) 
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FIGURA  15 

D como  uma  regiao  do  tipo  I 


FIGURA  16 

D como  uma  regiao  do  tipo  II 


Portanto 


V 


! | (2  — x - 2 v)  dA  — j | (2  — x - 2y)  dy  dx 

D 

J> 


•,]?-  l—x/2 

xy  ~ rU/2  dx 
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~ X A'(  1 — 

x\ 

(.-f' 

l2 

2 9 

X A" 

2 - 

_ 
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- x + — + — 

V 

2/ 

\ 2 ) 

2 4 . 

A 

- 2a  + 1)  dx 
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x~ 

X2  + A 

l 

1 

3 

_ 

0 

3 

dx 


EXEIV1PL0  5 □ Calcule  a integral  iterada  ^ j ' sen(y2)d>’dx- 

SOLUQAO  Se  tentarmos  calcular  a, integral  como  ela  se  apresenta,  teremos  inicialmente  de 
resolver  o problema  de  calcular  j sen (y2)dy.  Mas  isso  e impossfvel  de  fazer  em  termos 
finitos,  uma  vez  que  j sen(>,2}dy  nao  e uma  funqao  elementar  (veja  o final  da  Seqao  7.5 
do  Volume  I).  Precisamos  entao  mudar  a ordem  de  integraqao,  o que  pode  ser 
conseguido  escrevendo-se  inicialmente  a integral  iterada  dada  como  uma  integral  dupla. 
Usando  (3)  de  tras  para  a frente,  temos 

j J sen (y  2)dy  dx  = JJ  sen(yz)dA 

D 

onde  D = {(a,  y)  j 0 a 1,  x y ^ 1} 

Esbo9amos  essa  regiao  D na  Figura  15.  Entao,  da  Figura  16  vemos  que  urn  modo 
altemativo  de  descrever  D e 

D = {(a,  3j)  i 0 ^ y =£  1 , 0 sJ  t ^ 

Isso  nos  permite  usar  (5)  para  exprimir  a integral  dupla  como  uma  integral  iterada  na 
ordem  reversa: 

J J sen (y2)dydx  — jj  sen (y2)dA 

D 

= Jj  J(j  sen (y2)dxdy  = Jj  [a  sen(y2)]*Io  dy 


= Jj  ysen(y2)dy 
— I(i  _ cos  i) 


cos(v2)]0 


Propriedade  da  Integral  Dupla 


Suponha  que  todas  as  seguintes  integrals  existam.  As  primeiras  tres  propriedades  das  inte- 
grals duplas  sobre  uma  regiao  D seguem  imediatamente  da  Definicao  2 e das  Propriedades 
7,  8 e 9 da  Segao  15.1. 


Hj 


jj  [fix,  y)  + g(x,  v)]  dA  = jj  f(x,  y)  dA  + jj  g(x,  y)  dA 

D D D 


j j cf{x,  >■)  dA  = c j j fix , y)  dA. 

O D 


0 X 

(a)  D nao  6 regiao  nem  do  tipo  I 
nem  do  tipo  II. 


O ' x 

(b)  0-0,  U Dv 

£>,  e do  tipo  I,  e D,  € tipo  do  II. 
FIGURA  18 


z 


z = 1 


(a)  Cilindro  com  base  D e altura  1 . 


James  Stewart  CAPfTULOIS  INTEGRA1S  MULTIPLAS  n 999 
Se  fix,  v)  S*  g(x,  v)  para  todo  Or,  y)  em  D , entao 

53  1}  /(*»  v)  dA  72*  1 1 g(x,  >•)  dA 

0 D 

A proxima  propriedade  de  integral  dupla  e semelhante  a propriedade  de  integral  de  uma 
funcao  de  uma  variavel  real  dada  pela  equa^ao  i'ffix)  dx  — £ fix)  dx  + \bc  fix)  dx. 

Se  D = D{  U Z)2,  onde  D\  e D2  nao  se  sobrepoem  exceto  talvez  nas  fronteiras  (veja  a 
Figura  17),  entao 


J 

I £ 

I f{x,  y)  dA.  - j 
75 

f(x,  y)  dA  + j 
c 

I f(x,  y)  dA 

A Propriedade  9 pode  ser  usada  para  calcuiar  integrals  duplas  sobre  regioes  D que  nao 
sejam  nem  do  tipo  I nem  do  tipo  IF  A Figura  18  ilustra  esse  processo  (veja  os  Exerctcios 
49  e 50). 

A proxima  propriedade  de  integrals  diz  que,  se  integrarmos  uma  funcao  constante 
fix,  y)  — 1 sobre  uma  regiao  D,  obteremos  a area  de  D: 


A Figura  19  ilustra  por  que  a Equa?ao  10  e verdadeira:  um  cilindro  solido,  cuja  base  e D 
e altura  1,  tern  volume  A(D)  * 1 — A(D),  mas  sabemos  que  tambem  podemos  escrever  seu 
volume  como  jJD  1 dA. 

Finalmente,  podemos  combinar  as  Propriedades  7,  8 e 10  para  provar  a seguinte  pro- 
priedade (veja  o Exercicio  53): 


|Tl|  Se  m *£ f(x,y ) =£  M para  todo  (jt,  >0  em  D,  entao 

mA\D)  52  JJ  f{x,y)  dA  *£  MA(D) 

D 


EXEMPLO  6 □ Utilize  a Propriedade  11  para  estimar  a integral  jj  exn  * aa ' dA,  onde  D e 
o disco  com  centro  na  origern  e raio  2. 

SOLUQAO  Como  — 1 *£  sen  le-1  ^ cos  y 1,  temos  1 ^ sen  jccos  y «£  1 e 
portanto 

e~l  5;;  e el  = e 


Assim,  usando  m = e 1 = 1/e,  M = e,  e A{D)  — ir(2)2  na  Propriedade  1 1,  obtemos 


4tr 

e 


D 


e**  dA  «£  4 ire 
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Exercicios 


1-6  o Caicuie  as  integrals  iteradas. 

1.  f!  f l (x  + 2y)  dx  dx  2.  f'  xydxdy 

Jo  Jo  ' ‘'i  ->y 

3.  j ! j sfx  dx  dy 


ip  r r 

Jo  Jo 


e$sn"  dr  dd 


4.  if  (x2  - v)dydx 
JO  hi  ' ' ' 

6.  j | VXI  — v2dudv 

JO  Jo 


18  □ Calcule  a integral  dupla. 

7.  jj  x3y2  dA , D **  {(x,  >>)  1 0 « x 2,  -x  ^ v *£  x] 

D 

8-  If 


4y 


x3  + 2 

2y 


dA,  D — {(x,  y)  I 1 < x « 2,  0 =€  y ^ 2x) 


dA,  D = { (x.  >’)  1 0 « x 1,  0 =£  y =£  Vx) 


JJ  x2  + l 

D 

10.  jj  e>'2  dA,  D = {(x,  y)  | 0 ^ y =£  1 , 0 * x « y} 

D 

11.  jj  ex/ydA,  D « {(x,  y)\\^y^2,y*Zx^  y3} 

D 

12.  jj  xsjy2  “ x2  <M,  £>  — {(x,  y)  1 0 *£  y l,  0 x y} 

IMS  jj  x cos  y dA,  D e limitada  por  y = 0,  >>  — x2,  x = 1 
o 

14.  J j (x  + y)  dA,  Dt  limitada  por  y — Vx,  y = x2 

D 

15.  jj  y3  dA, 

D 

D 6 a regiao  triangular  com  vertices  (0,  2),  (1,  1)  e (3,  2) 

16.  jj  xy2  dA,  D 6 limitada  por  x = 0 ex  — VT"^^ 

D 

m (j  (2x  - y)  dA, 

0 

D 6 limitada  pelo  circulo  de  centro  na  origem  e raio  2. 

IS.  \\2xydA,  D 

D 

e a regiao  triangular  com  vertices  (0,  0),  (1,  2)  e (0,  3) 


19-28  □ Determine  o volume  do  soli  do  dado. 


121.  Abaixo  da  superffcie  z = xy  e acima  do  triangulo  com  vertices 
em  (1,  1),  (4,  1)  e (1,  2) 

22.  Delimitado  pelo  paraboloide  z — x2  + 3 y2  e pelos  pianos 
x ~ 0,  y ~ 1,  y — x,  z — 0 

23.  Limitado  pelos  pianos  x = 0,  v — 0,  z — 0,  e x + y + z — 1 

24.  Limitado  pelo  cilindro  z — x,  y — x,x  + y ~ 2,  e z = 0 

25.  Delimitado  pelos  cilindros  z = x2,  y — x2  e pelos  pianos  z = 0, 
y — 4 

26.  Limitado  pelo  cilindro  y2  + z2  — 4 e pelos  pianos  x = 2y. 
x ~ 0,  z — 0 no  primeiro  octante 

27.  Limitado  pelo  cilindro  x2  + y2  — 1 e pelos  pianos  y = z, 
x — o,  z = 0 no  primeiro  octante 

28.  Limitado  pelos  cilindros  x2  + y 2 — r:  e y2  -f  z2  = rl 

29.  Utilize  uma  calculadora  grafica  ou  urn  computador  para 
estimar  a coordenada  x dos  pontos  de  interse^ao  da  curva 
y = x4  e y = 3x  — x2.  SeOea  regiao  limitada  por  essas 
curvas,  estime  jf  xdA. 

§f  j 30.  Determine  o volume  aproximado  do  solido  no  primeiro  octante 
que  e limitado  pelos  pianos  y — x,  z ~ 0 e z = x e pelo 
cilindro  y = cos  x.  (Utilize  o dispositivo  gr&fico  para  estimar 
os  pontos  de  interse$ao.) 

31-32  u Determine  o volume  do  solido  por  subtra£ao  de  dois 

volumes. 

31.  O solido  delimitado  pelos  cilindros  parabolicos  y = 1 — x2, 
y — x2  — 1 e pelos  pianos  x + y + z — 2, 

2x  + 2y  — z + 10  = 0 

32.  O s61ido  delimitado  pelo  paraboloide  cilmdrico  y — x2  e os 
pianos  z = 3y,  z = 2 + y 

(SI  33- 3S  □ Use  um  sistema  de  computagao  algebrica  para  determinar 

o volume  exato  do  solido. 

33.  Abaixo  da  superffcie  z — xJy4  + xy2  e acima  da  regiao 
limitada  pelas  curvas  y~x3— xey~x2  + x para  x 2*  0 

34.  Entre  os  paraboioides  z = 2x2  + y2  e z = 8 — x2  — 2y2  e 
dentro  do  cilindro  x2  + y2  = 1 

35.  Delimitado  por  z — 1 - x2  - y2  e ' z — 0 

36.  Delimitado  por  z ~ x2  + y2  e z — 2y 


IS,  Abaixo  do  piano  x + 2y  — z — 0 e acima  da  regiao  limitada 
por  y — x e y = x4 

20.  Abaixo  da  superffcie  z — 2x  + y2  e acima  da  regiao  limitada 
por  x = y2  e x — y3 


37-42  □ Esboce  a regiao  de  integra^ao  e faya  a mudanga  da  ordem 
de  integra?ao. 


38.  P j 4 f(x,  y)  dy  dx 

JO  */ 4x 
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39'  jJJ-.'V';  } ) dx  dy 

Uli  j | fix,  y)  dy  dx 


40,  i I ' /{.v,  y)  dx  d v 

Jo  Jo 

42,  I | f{x,  y)  dy  dx 

JO  Jarctgjr 


43-48  c Calcule  a integral  trocando  a ordem  de  integraijao. 


51-82  □ Utilize  a Propriedade  1 1 para  estimar  o valor  da  integral. 

51.  |J  Jjc3  + y3  dA,  D - [0,  1]  X [0,  1] 

D 

52.  j j ex  A'y  dA , Deo  disco  com  centra  na  origem  e raio  ! 

D 


43.  1 \ ex  dxdv 
Jo  hy 

45.  j*  | ycos(x2)dxdy 

47.  1 j cos  x Ji  + cos2*  dx  dy 

JO  Jarcsen  v 


44.  j j .yx3  + 1 dx  dy 

Jo  j v" V 

46,  i j x3$en(y3)  Jy  ^x 

JO  J x: 
f8  Cl  4 

48‘  Jo  J.;;  ^ dxdy 


49-50  g Expresse  D como  a uniao  de  regioes  do  tipo  I ou  do 
tipo  II  e calcule  a integral. 


49.  |J  x2d\ 

y 

i 

D 

1 " 

\ 1 1 ’ 
\J 

-i|\  0 

/ 1 * 

! \ 

/l 

-I 

50.  1 1 xy  dA 

y. 

y - 1 + x 2 

D 

V 

/ A 

\ 

/ /j  x-  I 

V. 

\ 

x = — 1 

D 

f x = y2 

0 

X 

y__ 

I 

53.  Prove  a Propriedade  1 1 . 

54.  No  calculo  de  uma  integral  dupla  sobre  uma  regiao  D, 
obtivemos  uma  soma  de  integrals  iteradas  como  a que 
segue: 

\\  f(x,y)  dA  — \ I fix,  y)  dx  dy  4-  J P >f(x,  y)  dx  dx 

J-'  J0  Jo  Ji  Jo 

o 

Esboce  a regiao  D e expresse  a integral  dupla  como  uma 
integral  iterada  com  ordem  de  integra^ao  contraria. 

55.  Calcule  J f (x2  tg  jc  4-  y3  + 4)  dA,  onde 
D — {(x,  y)  [ x2  + y~  k 2). 

[Dica:  explore  o fato  de  que  D 6 simetrica  com  relacao  a 
ambos  os  eixos.] 

56.  Utilize  simetria  para  calcular  [f0  (2  - 3x  + 4y)  dA,  onde  D 
e a regiao  limitada  pelo  quadrado  com  vertices  (±5,  0}  e 
(0,  ±5). 

57.  Calcule  JI  — x2  — y2  dA,  onde  Deo  disco  x2  -F  y2  *£  1, 
identiftcando  primeiro  a integral  como  o volume  de  um 
solido. 

58.  Desenhe  o solido  limitado  pelo  piano  x + y + z — 1 e pelo 
paraboldide  z ~ 4 — x2  — y2 1 determine  seu  volume  exato. 
(Utilize  seu  CAS  para  fazer  esse  desenho,  para  achar  as 
equates  das  fronteiras  da  regiao  de  integra^ao  e para  calcular 
a integral  dupla.) 


Integrals  Duplas  em  Coordenadas  Po lares 

Suponha  que  queiramos  calcular  a integral  dupla  jj,;  fix,  y)  dA,  onde  R e uma  das  regioes 
mostradas  na  Figura  1.  Em  qualquer  dos  casos,  a descr^ao  de  R e complicada  em  coorde- 
nadas retangulares,  mas  a descri^ao  de  R fica  mats  facil  udlizando-se  coordenadas  polares. 


(a)  R — {(r,  6 ) ! 0 *£  r =£  1,  0 «s  6 *£  2 it] 


(a)  R = {(r,  9 ) i 1 « r «£  2,  0 ^ 0 « it} 


FIGURA  1 
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Lembre-se  da  Figura  2 em  que  as  coordenadas  polares  (r,  8)  de  um  ponto  estao  rela- 
cionadas  com  as  coordenadas  retangulares  (x,  y)  pelas  equates 

= r sen  8 

(Veja  a Se£ao  10.3.) 

As  regioes  da  Figura  1 sao  casos  especiais  do  retangulo  polar 
R = {(r,  8)  | a ss  r b,  a *£  6 ^ 0} 

que  e apresentado  na  Figura  3.  Para  calcular  a integral  dupla  f f fix,  y)  dA , onde  Re  o 
retangulo  polar,  dividimos  o intervalo  [a,  b]  em  m subintervalos  [r,- 1,  r,]  de  iarguras  iguais 
A r — (b  — a)fm  e dividimos  o intervalo  [ a , 0)  em  n subintervalos  [0r. j,  Of]  de  Iarguras 
iguais  Ad  = (0  — a)/n.  Entao  os  circulos  r = r,  e os  raios  8 ~ 8S  dividem  o retangulo 
polar  R nos  retangulos  polares  menores  mostrados  na  Figura  4. 


FiGURA3  Retangulo  polar  FIGURA  4 Dividindo  R em  sub-retangulos  polares 


O “centro”  dos  sub-retangulos  polares 

Rij  = {(r,  8)  | ri_i  ^ r **  rh  Qj..x  *£  8 s£  80 
tem  coordenadas  polares 

rt  = |0vi  + n)  8*  - + 6j) 

Calculamos  a area  de  R>j  usando  o fato  de  a area  de  um  setor  de  circulo  de  raio  r e an- 
gulo  central  8 ser  |r2#.  Subtraindo  as  areas  de  dois  desses  setores,  cada  um  deles  com 
angulo  central  A $ = 8j  — 8j- 1,  descobrimos  que  a area  de  R,,  6 

A A,  = {r}  A9  ~~  |rl-i  A 8 = { ( rf  — rf-  i)  Ad 
— \ (r;  + — r,-i)  A 8 — rf  Ar  AO 

Apesar  de  termos  definido  a integral  dupla  fix,  y)  dA  em  termos  de  retangulos 
convencionais,  podemos  mostrar  que,  para  as  fu^oes  contmuas /,  obtemos  a mesma  res- 
posta  usando  os  retangulos  polares.  As  coordenadas  retangulares  do  centro  R,,  sao 
(rf  cos  8ft  rf  sen  Of),  portanto  uma  soma  de  Riemann  tipica  e 

m n rn  n 

jTj  2 2 /Of  cos  Of,  rf  sea  0f)  AA,  - 2 2 /Of  cos  8f,  rf  send*)  rf  ArA8 


m,  -s* 


-‘4k  % 
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Se  escrevermos  g(r,  B)  = r/(r  cos  9,  r sen  6),  entao  a soma  de  Riemann  na  Equafao  1 pode 
ser  reescrita  como 

m n 

llg(rT,6?)Ar&0 

i~ ! j~i 

que  e a soma  de  Riemann  para  a integral  dupla 


cb  , 

g(r,  B) 

J a Ja 


dr  dd 


Portanto,  temos 

| j f(x , >■)  dA 


Urn  2 2 f(rf  cos  Bf,  rf  sen  Bf)  A A, 

i-l  y=] 


m n 

= lim  2 2 g(rf , Bf)  Ar  A0  = fP  P g(r,  0)  dr  dB 

«!,«->«  i=i  Ja  Ja 

= P i f(r  cos  6,  r sen  B)  r dr  do 

Jce  Ja 


[~2~|  R/fuilan$a  para  Coordenadas  Poiares  em  uma  Integral  Dupla  Se  / e contmua  no 
retangulo  polar  R dado  por  0 *£  a =£  r *£  b,  a B =s=  onde  0 =£  £ - a 2-tt, 
entao 

| J /(*.  >’)  dA  = 

* 


J a 


/(r  cos  0,  r sen  0)  r dr  dB 


A formula  em  (2)  diz  que  convertemos  coordenadas  retangulares  para  coordenadas 
poiares  em  uma  integral  dupla,  escrevendo  jc  = rcos  B e y = rsen  B , usando  os  limites  de 
integracao  apropriados  para  r e B,  e substituindo  dA  por  r dr  dB.  Cuidado  para  nao  esquecer 
o lator  adicional  r no  lado  direito  da  Fdrmula  2.  Um  metodo  classico  para  se  lembrar 
encontra-se  na  Figura  5,  onde  podemos  pensar  nos  retangulos  poiares  “infinitesimais” 
como  retangulos  convencionais  com  dimensoes  r dB  c dr  c portanto  com  “area” 
dA  = r dr  dd. 


EXEMPL0  1 □ Calcule  jj^  (3*  + 4y")dA,  onde  Rea  regiao  no  semipiano  superior  limi- 
tada  pelos  circulos  x2  + y1  ~ 1 e x2  + y2  ~ 4. 

SOLUQAO  A regiao  R pode  ser  descrita  como 

R = {(jc,  j)  | y **  0,  1 ss  x2  + yz  4} 

E a metade  do  anei  mostrado  na  Figura  1 (b),  e em  coordenadas  poiares  e dado  por 
1 «£  r ^ 2, 
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u Aqui  usamos  a identidade 
trigonometries  sen 28  = 5 (1  - cos  20). 
Veja  a Segao  7.2  (Volume  i)  para 
informagoes  sobre  a integragao 
de  fungoes  trigonometricas. 


(0,0,  I) 


F1GURA6 


r = h2(G) 


b \ 


0 ^ 0 =£  it.  Portanto,  da  Formula  2,  segue 


(3x  + 4y  ~ ) dA 


(3rcos  0 + 4r2sen20)  rdrdO 
(3r2cos  6 + 4r3sen2#)  dr  dd 


| [r’ cos  8 + r4  sen2#]!-.]  dd  = j (7 cos  6 + 15  sen i9)dQ 

- j*  [7  cos  8 + f (1  — cos  20)]  dB 


a ' r ~ h(  (8) 


FIGURA  7 

Z>=  {(r,  0)  I a « ft  h,(0)  ^r^h2(6)} 


15  8 15  15tt 

= 7 sen  8 + — sen  28  ~ 

2 4 Jo  2 

EXEMPLO  2 □ Determine  o volume  do  sdlido  limitado  pelo  piano  z — 0 e pelo 
paraboloide  z — 1 — x2  ~ y2. 

SOLUQAO  Se  tomarmos  z = 0 na  equagao  do  paraboidide,  obteremos  x2  + y2  = 1.  Isso 
significa  que  o piano  intercepta  o paraboloide  no  cfrculo  .r2  -r  y2  = l,eo  solido  esta 
abaixo  do  paraboloide  e acima  do  disco  circular  D dado  por  x2  + _y2  ^ 1 [veja  as 
Figuras  6 e 1(a)].  Em  coordenadas  polares,  D e dado  por  0 r 1,0^  8 2tt.  Como 

I — x2  — y2  — 1 — r2,  o volume  e 

V = |”|  (1  - x2  — y2)dA  = j T j (1  — r2)rdr dd 
o 

2 4 "1  * 

r2tr  fl  , r r 7 T 

= dd  (r  — r*)dr  — 2ir  — 7-  “ — 

Jo  J°  [2  4 J0  2 

Se  trabalhassemos  com  coordenadas  retangulares  era  vez  de  coordenadas  polares, 
obterfamos 

V = JJ  (1  ™ x2  - y2)dA  = | ’ j’"' 1 ^ * (1  “ x2  - y2)dydx 

D ' • 

que  nao  e facil  de  calcular  porque  envolve  o calculo  das  seguintes  integrals: 

[ v'i  - -v2  dx  J x V 1 ~ x2  dx  J (1  - x2)3/2dx 

O que  fizemos  ate  aqui  pode  ser  estendido  para  tipos  de  regiao  mais  complicados,  como 
mostrado  na  Figura  7.  Isso  e semelhante  a uma  regiao  era  coordenadas  retangulares  do  tipo 

II  consideradas  na  Segao  15.3.  De  fato,  combinando  a Formula  2 desta  segao  com  a F6r- 
mula  15.3.5,  obtemos  o seguinte: 


[3]  Se  / e conti'nua  ern  uma  regiao  polar  da  forma 

D — {(r,  8)  j a *£  $ «£  ft  h{(0)  r kiid)} 

eniao  ||  f(x,y)  dA  = P ( ’ ’f(r  cos  8,  r send)  r dr  dd 

JJ  Ja  JhJB) 
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Em  particular,  tomando  f(x,y)  — 1,  h\{0)  ~ 0 e h2(0)  ~ h(6)  nessa  formula,  vemos 
que  a area  da  regiao  D limitada  por  6 — a,  0 = e r = h(6)  e 

A(D)  = j[  1 dA  = p'  £ m r dr d8 

D 


que  e o mesmo  que 


'fi 

Ja 


2 J 


h(0) 


de 


‘f*  i 


[h(e)fde 


obteriamos  usando  a Formula  10.4.3. 


FIGURA8 


EXEMPLO  3 □ Use  a integral  dupia  para  determinar  a area  contida  em  um  la^o  da 
rosacea  de  quatro  petalas  r — cos  20 . 

S0LUQA0  Do  esbo§o  da  curva  na  Figura  8 vemos  que  um  la$o  da  rosacea  de  quatro  peta- 
las corresponde  a regiao 

D = {(r,  0)  | ~tt/4  ^ ^ 7r/4,  0 ^ r ss  cos  20} 

Sua  £rea  e 


D 


Ceos  20 
Jo 


r dr  dO 


f~/4  rt  2icos2(?  i fir-/4  „ 

= L 2 r “ Jo  dO  ~ j cos"2 6 dO 

J ~ 77/ 4 J - ir/4 

= 4 ( (1  + cos  40)  dO  = |[0  + | sen40]u^/4  — — 

J — ?r/4  * • R 


EXEMPLO  4 □ Determine  o volume  do  solido  que  esta  sob  o paraboloide  z = x2  A j2, 
acima  do  piano  xy\  e dentro  do  cilindro  x2  A y2  = 2x. 

S0LUQA0  O solido  esta  acima  do  disco  D cuja  fronteira  tern  equa^ao  x2  + y2  = 2x  ou, 
apos  completar  os  quadrados, 

(x  — l)2  + y2  — 1 

(veja  as  Figuras  9 e 10).  Em  coordenadas  polares,  temos  x2  + y2  = r2er  = rcos  6, 
logo  a fronteira  circular  fica  r2  = 2r  cos  6,  ou  r — 2 cos  0.  Portanto  o disco  D e dado  por 

D — {(r,  0)  | — tt/2  =5  0 *£  7t/2,  0 r 2 cos  0) 

e,  da  Formula  3,  vem 


T/  / ■)  . i\  i j C A'2  C2  cos  0 n 

(. x2Ay2)dA=\  r"  rdrdO 

i-trl 2 JO 


D 

it/2 
J — tt/2 


2 cos  6 


Ctt/2 

dO  — 4 cos4  0 dO 


J~W  2 


8 j;2  cos‘0  d0  = 8 f;/2  (i±^J , 
2 P [1  4-  2 cos  20  + ^(1  4-  cos  40)]  dO 
2[|fi  + sen  20  + 1 so)  40lf  = 2\- - 


FIGURA  10 


TT 

T 


3tt 
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Exercicios 


1-6  □ Uma  regiao  R e mostrada  na  iigura.  Deeida  se  voce  deve 
usar  coordenadas  polares  ou  retangulares  e escreva  JjA  f{x,  y)  dA 
como  uma  integral  iterada,  ond e/e  uma  arbitraria  qualquer 
continua  em  R. 


7-8  q Esboce  a regiao  cuja  area  6 dada  peia  integral  e calcule-a 

f2 * /*7  „ rV2  j*4  cos  6 

r dr  d6  8.  r dr  dB 

,T  J4  Jo  Jo 

9-16  □ Calcule  a integral  dada,  colocando-a  em  coordenadas 
polares. 

S.  jJRj cwiM,  onde  Dio  disco  com  centro  na  origem  e raio  3 

10.  jfA,  ( x -r  y)  dA,  onde  Ri  a regiao  que  es ti  a esquerda  do  eixo  y 
e entre  as  circunferencias  x2  4-  y2  = lex2  + y*  — 4 

11.  jjA  cos(x2  + y2)  dA,  onde  Ri  a regiao  acima  do  eixo  x 
t dentro  da  circimferencia  x2  + y2  = 9 

12.  JJSV4"~*2-  V2dA, 

onde  R — {{x,  y)  | x2  + y2  *£  4.  x s*  0} 


13.  j\De"x  ^y  dA,  onde  D i a regiao  limitada  pelo  semicirculo 
x = v4  “ y2  e o eixo  y 

14.  fjA  ye*  dA,  onde  D € a regiao  do  primeiro  quadrante  contida 
pelo  circulo  x2  + y*  = 16 

15.  jjA  arcian(y/xj  dA,  onde 

/?  — {(x,  y)  j 1 =£  x2  + y2  =S  4,  0*5  y ^ x} 

IS-  So  x dA,  onde  D i a regiao  do  primeiro  quadrante 

compreendida  entre  os  circulos  x2  + y2  = 4 e x‘  + y2  — 2x 

17-20  □ Utilize  a integral  dupla  para  determinar  a area  da  regiao. 
IK  Urn  la^o  da  rosacea  r = cos  3 8 

18.  A regiao  delimitada  pela  curva  r = 4 + 3 cos  9 

19.  A regiao  interior  a ambos  os  circulos  r = cos  9 e r = sen  6 

20.  A regiao  dentro  do  circulo  r = 4 sen  0 e fora  do  circulo  r — 2 

21-27  □ Utilize  coordenadas  polares  para  determinar  o volume  do 
solido  dado. 

m Abaixo  do  paraboloide  z ~ x2  + y2  e acima  do  disco 
x2  + y2  *£  9 

22.  Dentro  da  esfera  x2  + y2  + z2  = 16  e fora  do  cilindro 
X2  + y2  = 4 

23.  Uma  esfera  de  raio  a 

24.  Limitada  pelo  paraboloide  z — 10  — 3x2  — 3y2  e pelo  piano 

z — 4 

fUg  Acima  do  cone  z — sjx1  + y2  e abaixo  da  esfera 
x2  + y2  + z2  — 1 

26.  Limitada  pelos  paraboldides  z = 3x2  + 3y 2 e z = 4 — x2  — y2 

27.  Dentro  do  cilindro  x2  + y2  ~ 4 e do  eiipsoide 
4x2  + 4y2  + z2  — 64 

28.  (a)  Uma  broca  cilindrica  de  raio  r(  e usada  para  fazer  um  furo 

no  centro  de  uma  esfera  de  raio  r2.  Determine  o volume  do 
sdlido  em  formato  de  anel  restante. 

(b)  Expresse  o volume  da  parte  (a)  em  termos  da  altura  h do 
anel.  Note  que  o volume  depende  somente  de  h,  e nao  de 
ri  ou  r2. 

2S-32  □ Calcule  a integral  iterada,  converiendo-a  antes  para  coor- 
denadas polares. 

29.  | j e*^  dydx 
Jo  Jo 

30.  ja  |v^=?(x2  + y 2r2dxdy 
J-a  Jq 
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m f j'4  J x2v2dxdy 
h J_v-t=p 


32. 


y/x2  + >’2  dy  dx 


onde  Da  e o disco  com  raio  a e centra  na  origem.  Mostre 
que 


33.  Uma  piscina  circular  tem  40  pes  de  diametro.  Sua 
profundidade  e constante  na  direqao  leste-oeste  e aumenta 
linearmente  de  2 pes  no  temiino  sul  para  7 pes  no  termino 
norte.  Determine  o volume  de  agua  da  piscina. 

34.  Um  aspersor  distribui  agua  em  urn  circulo  de  raio  de  100  pes. 
Ele  fomece  agua  ate  uma  profundidade  e~r  pes  por  hora  em 
uma  distancia  de  r pes  do  aspersor. 

(a)  Qual  a quantidade  total  de  agua  fomecida  por  hora  para  a 
regiao  dentro  de  um  circulo  de  raio  R centrado  no 
aspersor? 

(b)  Determine  uma  expressao  para  a quantidade  media  de  agua 
por  hora  e por  pes  quadrados  fornecida  para  uma  regiao 
circular  de  raio  R. 

35.  Utilize  coordenadas  polares  para  combinar  a soma 

u^dydx + + j;r-^ 

em  uma  unica  integral  dupla.  Em  seguida  calcule  essa  integral  dupla. 

36.  (a)  Deftnimos  uma  integral  imprdpria  (sobre  todo  piano  (R2) 

/ = JJ  e~^+y^dA  « £ f" J~(*2+y2)  dy  dx 

R* 

= lim  (J  e~(xl+yZ)dA 

Da 


[I  f*  eHx^yl)dA  = t t 

(b)  Uma  defmigao  equi  valente  da  integral  impropria  da  parte 
(a)e 

ff  <T(jti+y2)  dA  - lim  (j  e-u2+yl}  dA 

onde  5a  6 o quadrado  com  vertices  ( ±a , ±«).  Use  esse 
resultado  para  mostrar  que 

j e dx  j e y dy  ^ 7t 

(c)  Deduza  que 

j €~X~  dX  = yj 77 

(d)  Fazendo  a mudanga  de  variavel  t = ylx,  mostre  que 

j ^ e~r2/2dx  - yjlTT 

(Esse  e um  resultado  fundamental  para  probabilidade  e 
estatistica.) 

37,  Utilize  o resultado  do  Exerctcio  36,  parte  (c),  para  calcular  as 
seguintes  integrals: 

(a)  x2e~xl  dx  (b)  | yfxe  x dx 


Aplicagoes  das 


Integrais  Duplas 


Ja  vimos  uma  aplica^ao  da  integral  dupla:  calculo  de  volumes.  Outra  aplicagao  geometrica 
importante  6 a determinacao  de  areas  de  superficies,  o que  sera  feito  na  proxima  se§ao.  Nesta 
se?ao,  vamos  explorar  as  aplica^oes  flsicas,  como  no  calculo  de  massa,  carga  eletrica,  centro 
de  massa  e momento  de  inercia.  Veremos  ainda  como  essas  ideias  flsicas  sao  importantes 
quando  aplicadas  a fun?oes  de  densidade  de  probabilidade  de  duas  variaveis  aleatorias. 


Densidade  e Massa 


Na  Se^ao  8.3  do  Volume  I calculamos  mementos  e centro  de  massa  de  placas  finas 
ou  laminas  de  densidade  constante,  usando  as  integrais  de  fun§oes  de  uma  variavel  real. 
Agora,  com  auxllio  das  integrais  duplas,  temos  condi^oes  de  considerar  as  laminas  com 
densidade  variavel.  Suponha  uma  lamina  colocada  em  uma  regiao  D do  piano  xy  e cuja 
densidade  (em  unidades  de  massa  por  unidade  de  area)  no  ponto  (x,  y)  em  D 6 dada  por 
p(x,  y),  onde  p e uma  fun^ao  contlnua  sobre  £>.  Isso  significa  que 


p(x.  j?)  — lim 


Am 
A A 


onde  Am  e AA  sao  a massa  e a area  do  pequeno  retangulo  que  contem  (x,  y)  e tomamos  o 
lirnite  quando  as  dimensoes  do  retangulo  se  aproximam  de  0 (veja  a Figura  1). 
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FiGURA  2 


Para  determinar  a massa  total  m da  lamina,  dividimos  o retanguio  R contendo  D em  sub- 
ret&ngulos  Ry  todos  do  mesmo  tamanho  (como  na  Figura  2),  e consideramos  p(x,  >’)  corao 
0 fora  de  D.  Se  escolhermos  um  ponto  (a*,  >>*)  em  Ry,  entao  a massa  da  parte  da  lamina 
que  ocupa  R:;  e aproximadamente  p(x*,  y*)  AA,  onde  A A e a area  de  Ry.  Se  somarmos 
todas  essas  massas,  obteremos  uma  aproximacao  do  valor  da  massa  total: 

k l 

m~  y,  y p(x*ty*)  AA 

Aumentando  o numero  de  sub-retangulos,  obtemos  a massa  total  m da  lamina  como  o valor 
limite  dessa  aproximacao: 


m ~ lim  Hp(4^)  AA  = 


1 1 p(x,  v)  dA 


Fisicos  consideram  ainda  outros  tipos  de  densidade  que  podem  ser  tratados  da  mesma 
maneira.  Por  exemplo:  se  uma  carga  eletrica  esta  distribuida  sobre  uma  regiao  De  a den- 
sidade de  carga  (em  unidades  de  carga  por  unidade  de  area)  e dada  por  cr(x,  >•)  em  um 
ponto  (a,  y)  em  D,  entao  a carga  total  Q e dada  por 


L 2] 


Q = ||  <r(x,y)dA 
*b 


EXEMPLO  1 □ Uma  carga  esta  distribuida  sobre  uma  regiao  D da  Figura  3 de  modo  que 
a densidade  de  carga  em  (a,  _y)  seja  a(x,  >•)  = xy  , medida  em  coulombs  por  metro 
quadrado  (C/m2).  Determine  a carga  total. 

SOLUQAO  Da  Equa^ac  2 e Figura  3,  temos 


Q ~ J"j  cr(x,  >!)  dA  = j*  j xy  dy  dx 
* b 


n , ,,  1 

2a 3 a4 

(2a2  ~ x^)dx  — — 

Jo  2 

3 4 

_5_ 

24 


Logo,  a carga  total  e C. 


Momentos  e Centro  de  Massa 


Na  Seqao  8.3  do  Volume  I,  determinamos  o centro  de  massa  de  uma  lamina  de  densidade 
constante;  aqui,  consideramos  uma  lamina  com  densidade  variavel.  Suponha  que  a lamina 
ocupe  uma  regiao  D e que  tenha  p(a,  y)  como  funcao  densidade.  Lembre-se  de  que  no 
Capi'tulo  8 (Volume  I)  definimos  o momento  de  uma  partfcula  em  tomo  de  um  eixo  como 
o produto  de  sua  massa  pela  distancia  (na  perpendicular)  ao  eixo,  Dividimos  D em  retan- 
gulos  pequenos  como  na  Figura  2.  Entao  a massa  de  Ru  € aproximadamente  p(x*,  y*)  AA, 
e podemos  aproximar  o momento  de  RtJ  com  relaqao  ao  eixo  x por 

[p(4,yJ)M]v* 

Se  somarmos  essas  quantidades  e tomarmos  o limite  quando  o numero  de  sub-retangulos 
cresce  indefinidamente,  obteremos  o momento  da  lamina  inteira  em  torno  do  eixo  x: 
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Mx  = lim  2 2 yfj  put  y* ) AA  = | yp(x,  y)  dA 


* (x,  y) 

I D 


Da  mesma  forma,  o momento  em  torno  do  eixo  y e: 

[ 4]  j My  — lim  2 2 p(x*,  y$)  A A — jj  xpix,  y)  dA 


Como  anteriormente,  definimos  o centro  de  massa  (3c,  y)  de  modo  que  mx  — My  e 
my  = Ms.  O significado  ftsico  disso  e que  a lamina  se  comporta  como  se  toda  sua  massa 
estivesse  concentrada  em  seu  centro  de  massa.  Assim,  a lamina  permanece  horizontal 
quando  equilibrada  em  seu  centro  de  massa  (veja  a Figura  4). 

[5]  As  coordenadas  (x,  y ) do  centro  de  massa  de  uma  lamina  ocupando  a regiao 
j D e tendo  funcao  densidade  p(x,  y)  sao 


My  1 


jj  xp(x,  >') 


Mx  _ 1 
m m 


Jj  ypu,  y) 


onde  a massa  m e dada  por 


m — j j p(x,  y ) dA 


EXEMPLO  2 □ Determine  a massa  e o centro  de  massa  de  uma  l&mina  triangular  com 
vertices  (0,  0),  (1,  0)  e (0,  2),  se  a fun?ao  densidade  e p(x,  y)  — 1 + 3x  + y. 

SOLUQAO  O triangulo  esta  mostrado  na  Figura  5.  (Note  que  a equafao  da  fronteira 
superior  € y — 2 — 2x.)  A massa  da  lamina  e 


j | p(x,  y)  dA  = (1  + 3x  + y)  dy  dx 


( 3 

U\ 

(s' 

16/ 

© 

i 

y + 3xy  + 


r 3 *T 

4 j (1  — x2)dx  — 4 x — — 

L 3 J( 


Entao,  as  fomiulas  em  (5)  nos  dao 
1 rr 


^ j j Xp(x,  y)dA  — \ J |*  (x  + 3x2  + xy ) dy  dx 
m ^ 

_ , _ly=2—2  j: 

3 f 1 y 

= TT  xy  + 3x 1 ly  + x — dx 

6 JO  L 1 Jy-0 


3 rj  . _ 

— j (x  — x )dx 
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01  a x 


FiGURA  6 


□ Compare  a iocaiizapao  do  centro 
de  massa  no  Exemplo  3 com  o 
Exemplo  4 na  Sepao  8.3  (Volume  I), 
onde  encontramos  o centro  de  massa 
da  lamina  com  o mesmo  formato, 
mas  a densidade  uniforme  a estci 
localizada  no  ponto  (0, 4a/(37r)). 


y = -L  fj  yp(Xt  y)  dA . — | j ' (y  + 3xy  + y2)dy  dx 
m JJ  Jo  Jo 

= i r 

“ 8 Jo 

_1  ~ 

_ 4 

O centro  de  massa  e o ponto  (f , j|). 

EXEMPLO  3 o A densidade  ein  qualquer  ponto  de  uma  ianiina  semicircular  e 
proporcional  a distancia  do  centro  do  circuio.  Determine  o centro  de  massa  da  lamina. 

SOLUQAQ  Vamos  considerar  a lamina  como  a metade  superior  do  circuio  x 2 + y2  = a2 
(veja  a Figura  6).  Entao  a distancia  do  ponto  (x,  y)  ao  centro  do  circuio  (origem)  e 
s/x2  + v2.  Portanto,  a funpao  densidade  e 

p(x,  y)  = Kyf x2  + y2 

onde  K e alguma  constante.  Tanto  a funpao  densidade  como  o formato  da  lamina 
sugerem  a conversao  para  coordenadas  polares.  Entao  Vx2  4-  y2  = r e a regiao  D e dada 
por  0 ^ r a,  0 6 ^ 7r.  Logo  a massa  da  lamina  e 


2 2 3 

y ^ v y 

F 3x  — 1 

2 2 3 


\y-2-2x 


dx 


ly=0 


if  (7  --  9^  3A-  4.  5 x3)dx 

Jo 


lx 


x3  4-  5 


16 


m = jj  p(x,y)dA  = ||  K^/x2  + y2  dA 

D D 

= | i (Kr)  r dr  dd  ~ K j d&  r2dr 
Jo  Jo  Jo  Jo 


Kttq- 

3 


Tanto  a lamina  como  a funpao  densidade  sao  simetricas  com  relapao  ao  eixo  y,  e assim 
o centro  de  massa  precisa  estar  sobre  o eixo  y,  ou  seja,  x — 0.  A coordenada  y e dada 
por 


j ^ 

y — — j yp(x,  y)  dA  = r j | r sen  6 (Kr)  r dr  d6 

m JJ  K ttci  Jo  Jo 


3 

•7 TCl~ 


| sen  Odd  j r3c/r 
Jo  Jo 


-cos 


mr 


3 2 qa  3 a 

rra 3 4 2tt 


Portanto  o centro  de  massa  esta  localizado  no  ponto  (0,  3a/(2ir)). 


Momento  de  Inercia 


O momento  de  inercia  (tambem  chamado  segundo  momento)  de  uma  particula  de  massa 
m em  tomo  de  um  eixo  € definido  como  mr2,  onde  r € a distancia  da  particula  ao  eixo. 
Estendemos  o conceito  a uma  lamina  com  funpao  densidade  p(x,y)  e ocupando  uma 
regiao  D pelo  mesmo  processo  que  fizemos  para  momentos  simples.  Dividimos  D em 
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pequenos  retanguios,  aproximamos  o momenta  de  inercia  de  cada  sub-retangulo  em  tomo 
do  eixo  x e tomamos  o limite  da  soma  quando  o numero  de  sub-retanguios  aumenta 
indefinidamente.  O resultado  e o momento  de  inercia  da  lamina  em  tomo  do  eixo  x: 


lim  2 2 (>’*)2p(*«*  vf)  AA 


Jj  y2p(x,  y)  dA. 


Da  mesma  forma,  o momento  de  inercia  em  torno  do  eixo  y e: 


E de  interesse,  ainda,  considerar  o momento  de  inercia  em  tomo  da  origem,  tambem 
chamado  momento  polar  de  inercia: 


lim  2 2 [(-4)2  + (yfj)2]p(xl 

'l r“i  /-] 


yfj)  AA  — Jj  (x2  + y2)p(x,  >’)  dA 


Note  que  I0  — /,  + Iy, 

EXEIW1PL0  4 o Determine  os  momentos  de  inercia  /*,  Iy  e /0  do  disco  homogeneo  D com 
densidade  p(x,  y)  = p,  centre  na  origem  e raio  a. 

SOLUQAO  A fronteira  deOeo  circulo  x2  + y2  — a2,  que  em  coordenadas  polares  D e 
descrito  como  0 =£  # 2ir,  0 *£  r *£  a.  Vamos  calcular  I0  primeiro: 

7o  “ Jj  (x2  + y2)pdA  = p J J r2  rdrdd 

D 

- p V"  dO  (Wr  = 2ttp 
Jo  Jo 

Em  vez  de  calcular  lx  e Iy  diretamente,  vamos  usar  o fato  de  que  Ix  + ly  = /0  e Ix  = ly  (da 
simetria  do  problema).  Portanto 


/o  __  7 Tpa4 


No  Exemplo  4,  note  que  a massa  do  disco  e 

m = densidade  X area  — p (rar) 

de  modo  que  o momento  de  inercia  do  disco  em  tomo  da  origem  (como  uma  roda  em  tomo 
de  seu  eixo)  pode  ser  escrito  como 

la  — kma2 

Portanto,  se  aumentarmos  a massa  ou  o raio  do  disco,  aumentaremos  o momento  de  inercia. 
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Em  geral,  o momento  de  inercia  tem  um  papel  em  movimento  de  rota^ao  semelhante  ao 
que  a massa  tem  em  um  movimento  linear.  O momento  de  inercia  de  uma  roda  e o que 
toma  diffcil  come^ar  ou  parar  a rota^ao  da  roda,  assim  como  a massa  do  carro  dificulta  seu 
movimento  inicial  e a freada. 

0 raio  de  rotagao  de  uma  lamina  em  torno  de  um  eixo  e um  numero  R tal  que 

j 3 1 mR 2 = / 

onde  me  a massa  da  lamina  e/eo  momento  de  inercia  em  torno  do  eixo  dado.  A Equa9ao  9 
nos  diz.  que,  se  a massa  da  lamina  estiver  concentrada  a uma  distancia  R do  eixo,  entao  o 
momento  de  inercia  desse  “ponto  massa”  seria  o mesmo  que  o momento  de  inercia  da 
lamina. 

Em  particular,  o raio  de  rotacao  y em  torno  do  eixo  teo  raio  de  rotagao  x em  torno  do 
eixo  y tem  as  equaqoes 

jlOj  my2  = Ix  nix2  — ly 

Entao  (x,y)  e o ponto  no  qual  podemos  concentrar  a massa  da  lamina  sem  modificar  o 
momento  de  inercia  em  torno  dos  eixos  coordenados  resultantes.  (Note  a analogia  com  o 
centra  de  massa.) 

EXEMPLO  S □ Determine  o raio  de  rotacao  em  torno  do  eixo  x do  disco  do  Exemplo  4. 
SOIU^AO  Como  notado,  a massa  do  disco  e m — pirn2,  e da  Equa^ao  10,  temos 

r I 4 2 

-2  _ _4  = jTTpq  _ a_ 
m prra 2 4 

Portanto,  o raio  de  rotacao  em  torno  do  eixo  x e 


que  e metade  do  raio  do  disco. 

L A Probabilidade 

Na  Seqao  9.5,  consideramos  a fun  y.  do  densidade  de  probabilidade  f de  uma  variavel 
aleatoria  contmua  X.  Isso  significa  que  f(x)  ^ 0 para  todo  x,  jZ„f(x)  dx  = 1,  e a proba- 
bilidade de  que  X esteja  entre  ae  be  determinada  integrando-se/de  a ate  b: 


P(a  ^ X «£  b)  = P/00  dx 

Ja 


Consideremos  agora  um  par  de  variaveis  aleatorias  X e F,  como  o tempo  de  vida  de  dois 
componentes  de  uma  maquina  ou  a altura  e o peso  de  uma  mulher  adulta  escolhida  ao 
acaso.  A fim^ao  densidade  conjunta  de  X e Y € uma  fungao  / de  duas  variaveis  tais  que 
a probabilidade  de  que  (X,  Y)  esteja  em  uma  regiao  D seja 

P((X,  Y)GD)  = jjf(x,y)dA 


life  * te  .iMMh. 
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de  que  Y esteja  entre  cede 

P(a^X^b,  c ^ Y ^ d)  — \h  jdf(x,  v)  dy  dx 

(Ve ja  a Figura  7.) 


F1GURA  7 

A probabilidade  de  que  X esteja 
entre  a e b e de  que  F esteja  entre  c 
e d e o volume  do  solido  acima  do 
retangulo  D = [a,  b]  X [c,  d\  e 
abaixo  do  grafico  da  fun^ao 
densidade  conjunta. 


Como  as  probabilidades  nao  podem  ser  negativas  e sao  medidas  na  escala  de  0 a 1 , a 
fun^ao  densidade  conjunta  tem  as  seguintes  propriedades: 

/(*.  y)  ^ 0 j j fix,  y)  dA  = 1 

Como  no  Exercicio  36  da  Seqao  15.4,  a integral  dupla  sobre  K2  e uma  integral  impropria 
definida  como  o limite  da  integral  dupla  sobre  o circulo  ou  retangulo  expandido  e podemos 
escrever 

(J  fix,  y ) dA  = f(x,  y)  dx  dy  « 1 

R2 

EXEMPIO  6 □ Se  a fun^ao  densidade  conjunta  de  X e Y for  dada  por 

fc(x  A 2y)  se  0 ^ x ^ 10,  0 y 10 

fix,  y)  = I A 

[0  em  caso  contrano 

detennine  o valor  da  constante  C.  Em  seguida  calcule  PiX  «£  7,  F s*  2). 

SOtUQAQ  Determinamos  o valor  de  C garantindo  que  a integral  dupla  de / seja  igual  a 1. 
Como  fix,  y)  = 0 fora  do  retangulo  [0,  10]  X [0,  10],  temos 

) - ,*  I .......  ^x’  ^ dy  dx  = £ C(x  + 2y)  dy  dx  = C j 10  [xy  + y2]l~l°dx 

rlQ 

= C j (10x  + 100)  dx  = 1500C 
Portanto  1500C  = 1,  e entao  C = 735c. 
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Agora  podemos  calcular  a probabiiidade  de  X ser  no  maximo  7 e de  Y ser  no  minimo  2: 
P(X  ^ 7,  Y 3*  2)  = | 7 | 7(,v.  y)  dy  dx  = j ’ 1 1°  + 2y)  dy  dx 

TSiio  j (8x  + 96)  dx 


Suponha  que  X seja  uma  variavel  aleatoria  com  fun?ao  densidade  de  probabiiidade 
fx(x)  e Y seja  uma  variavel  aleatoria  com  fun^ao  densidade  fi(y)-  Entao  XeY sao  ditas  va- 
riaveis  aleatdrias  independentes  se  a fun^ao  densidade  conjunta  for  o produto  das 
fun^oes  densidade  individuals: 


i 

1500 


J [xy  + 


m ~ 0,5787 


/(*,}’)  =f,(x)f2(y) 


Na  Se?ao  B.5  do  Volume  I,  modelamos  o tempo  de  espera  utilizando  a fun^ao  den- 
sidade exponencial 


/(f)- 


se  t < 0 
se  t Ss  0 


onde  fx  e o tempo  medio  de  espera.  No  proximo  exemplo  consideraremos  a siiuagao  com 
dois  tempos  de  espera  independentes. 


EXEMPLO  1 u O gerente  de  um  cinema  determina  que  o tempo  medio  de  espera  na  iila 
para  as  pessoas  comprarem  entrada  para  o filme  da  semana  seja  de  dez  minutos,  e que 
o tempo  medio  que  levam  para  comprar  pipoca  seja  de  cinco  minutos.  Supondo  que  os 
tempos  de  espera  sejant  independentes,  determine  a probabiiidade  de  um  espectador 
esperar  menos  que  20  minutos  ate  se  dirigir  a seu  assento. 


SOLUQAQ  Supondo  que  os  tempos  de  espera  X para  comprar  a entrada  e Y para  comprar 
pipoca  possam  ser  modelados  por  fun^oes  densidade  de  probabiiidade  exponencial, 
podemos  escrever  as  fungoes  densidade  individual  como 


fix)  = 


se  x < 0 
se  x 5=  0 


se  y < 0 
se  y sa  0 


Como  X e Y sao  independentes,  a fun^ao  densidade  conjunta  e o produto: 

±.e-x/io e-y/s  se  x 3s  0,  y 3=  0 

0 em  caso  contrario 


fix,  y)  = f\(x)f2(y) 


Perguntamos  pela  probabiiidade  de  X + Y < 20: 


P(X  + Y < 20)  = P((X,  Y)  E D) 
onde  D 6 a regiao  triangular  mostrada  na  Figura  8.  Entao 


P(X  +Y<  20)  = JJ/(x,  y)  dA  = £°  £ 


20-x  j 

50  e 


*/10_~y/5 


dy  dx 


i £[e-*°(-S)*-*lgT‘dx 
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= T6  P°  e~xno(l  - eix~20)/5)dx 
Jo 

= To  |()2°  {e~*m  - e~4ex/]0)dx  = 1 + e“4  - le~2  « 0.7476 
= 1 + <?~4  - 2e~2  « 0,7476 

Isso  significa  que  cerca  de  75%  dos  espectadores  esperam  menos  que  20  minutos  antes 
de  toraar  sens  assentos. 


; Valor  Esperado 

Lembre-se  da  Seg:ao  8.5  (Volume  I)  que,  se  X e uma  variavel  aleatoria  com  fun^ao  densi- 
dade  de  probabilidade /,  entao  sua  media  e 


fi  — j xf(x)  dx 
J — £» 


Se  X e Y sao  variaveis  aleatorias  com  fun^ao  densidade  conjunta  /,  definimos  media  X e 
media  Y,  tambem  chamadas  valores  esperados  de  X e K,  como 


Mi 


J j xf(x,  y ) 

n1 


dA 


M2 


0 yfU,  y) 

u2 


dA 


Note  como  sao  parecidas  as  expressoes  de  p>  e p2  em  (11)  com  os  momentos  Mx  e My  de 
uma  lamina  com  fungao  densidade  p nas  Equa9oes  3 e 4.  De  fato,  podemos  pensar  na  pro- 
babilidade como  uma  massa  continuamente  distribufda.  Calculamos  probabilidade  da 
mesma  maneira  que  calculamos  massa:  integrando  a fun^ao  densidade.  E,  como  a “pro- 
babilidade de  massa”  total  e 1 , as  expressoes  de  x e y em  (5)  mostram  que  podemos  pen- 
sar que  os  valores  esperados  de  X e Y,  p\  e p2  sao  as  coordenadas  do  “centro  de  massa” 
da  distribuiijao  de  probabilidade. 

No  proximo  exemplo  trabalhamos  com  distribui^ao  normal.  Como  na  Se9ao  8.5 
(Volume  I),  uma  unica  variavel  aleatoria  tern  distribuigao  normal  se  sua  fun9ao  densidade 
de  probabilidade  e da  forma 


M 


p-p-pd/O-v1) 

e 

Cr^L'TT 


onde  pi  e sua  media  e cr  e seu  desvio-padrao. 


BCIHPU  8 □ Uma  fabrica  produz  rolamentos  (de  forma  cilmdrica)  que  sao  vendidos 
como  tendo  4,0  cm  de  diametro  e 6,0  cm  de  comprimento.  De  fato,  o diametro  X tem 
distribu^ao  normal  com  media  4,0  cm  e desvio-padrao  0,01  cm,  enquanto  o 
comprimento  Y tem  distribu^ao  normal  com  media  6,0  cm  e desvio  padrao  0,01  cm. 
Supondo  que  X e Y sejam  independentes,  escreva  a fun9ao  densidade  conjunta  e fa9a 
dela  um  grafico.  Determine  a probabilidade  de  um  rolamento  escolhido  aleatoriamente 
da  linha  de  produ9ao  diferir  dos  valores  mddios  em  mais  do  que  0,02  cm. 

SOLUQAO  Temos  que  X e Y tem  distribu^ao  normal  com  p.\  — 4,0,  put  — 6,0  e 
<Ti  = (J2  — 0,01-  As  fun9oes  densidade  individual  para  X e Y sao 


fix) 


0,01  ^flfr 


,-O-4)2/0.0002 


My) 


0,01  V2  v 


,-{>—6)70,0002 
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FIGURA9 


Como  X e Y sao  independentes,  a funcao  densidade  conjunta  e o produto: 


fix,  y)  ~fi(x)f2(y) 


1 ^-{>-4;r/o,ooo2^-(^~6)3/o,ooo2 

0,0002 ir  ' 


_ ^ — 5000[(.t -4)2  ->-<>—  6)2] 

77 

O grafico  dessa  fun?ao  e mostrado  na  Figura  9. 

Vamos  inicialmente  calcular  a probabilidade  de  X e Y diferirem  dos  valores  medios  de 
menos  que  0,02  cm.  Usando  uma  calculadora  ou  computador  para  estimar  a integral, 
temos 


P(3,98  < X < 4,02,  5,98  < Y < 6,02)  = y)  dy  dx 

5000  7 4,02  j'6,0 


■5.000[U-4)-+(  v-C.)] 


7 T 

0,91 


'3,98  J5.98 


dv  dx 


Entao  a probabilidade  de  X ou  Y diferir  de  seu  valor  medio  era  0,02  cm  ou  mais  e de 
aproximadamente 


1 - 0,91  = 0,09 


Exercicios 


1.  Uma  carga  eletrica  6 distribuida  sobre  um  retangulo  1 < x 3, 
0 y ss  2,  de  modo  que  a densidade  de  carga  em  (a,  y)  seja 
vix.  y)  — 2xy  + v2  (medida  em  coulombs  por  metro 
quadrado).  Determine  a carga  total  no  retangulo. 

2.  Uma  carga  eletrica  e distribuida  sobre  um  disco 

a2  + y2  «£  4 de  modo  que  a densidade  de  carga  em  (a,  y)  seja 
<t(a,  y)  ” a + y + a2  + v2  (medida  em  coulombs  por  metro 
quadrado).  Determine  a carga  total  no  disco. 

3-19  ::  Determine  a massa  e o centro  de  massa  da  lamina  que 

ocupa  a regiao  D e tern  funcao  densidade  p. 

3.  D = {(a,  y)  1 0 =£  a ^ 2,  - 1 « y « 1};  p(x,  y)  = a>-2 

4.  D = {(a,  y)  1 0 *£  x « a,  0 <£  y *£  b}\  p(x , y)  = cxy 

'**£;  D e uma  regiao  triangular  com  vertices  (0,  0),  (2,  1),  (0,  3); 
pi.  x,  y)-x  + y 

6 , D6  uma  regiao  triangular  com  vertices  (0,  0),  (1,  1),  (4,  0); 
p(A,  y)  = x 

1.  D 6 iimitada  por  y - e\ y = 0,  a = 0 e a - 1;  p(x,  y)  = y 

a D € Iimitada  por  y = fx,  y = 0 e a “ 1;  p(x,  y)  = a. 

9.  De  Iimitada  pela  parabola  a = y2  e pela  reta  y = a - 2; 
pi x,  y ) “ 3 

10.  D ~ {(a,  y)  1 0 y ^ cos  a,  0 a *£  u/2};  p{x,  y)  — x 


11.  Uma  lamina  ocupa  a parte  do  disco  a2  + y2  «£  1 do  primeiro 
quadrante.  Determine  o centro  de  massa  se  a densidade  em 
qualquer  ponto  for  proporcional  a distancia  do  ponto  ao  eixo  a. 

12.  Determine  o centro  de  massa  da  lamina  do  Exercicio  1 1 se  a 
densidade  em  qualquer  ponto  for  proporcional  ao  quadrado  da 
distancia  do  ponto  a origem. 

13.  Determine  o centro  de  massa  da  lamina  com  formato  de  um 
tnangulo  reto  isosceles  com  lados  iguais  de  tamanho  a se  a 
densidade  em  qualquer  ponto  for  proporcional  ao  quadrado  da 
distancia  do  ponto  ao  vertice  oposto  a hipotenusa. 

14.  Uma  lamina  ocupa  a regiao  circular  a2  4-  y2  = 2y,  mas  fora 
do  circulo  x2  + y2  = 1.  Determine  o centro  de  massa  se 

a densidade  for  proporcional  a distancia  do  ponto  a origem. 

15.  Determine  os  momentos  de  inercia  lx,  ly,  h para  a lamina  do 
Exercicio  7. 

16.  Determine  os  momentos  de  inercia  /-,  Iy,  I0  para  a lamina  do 
Exercicio  12. 

17.  Determine  os  momentos  de  inercia  IXl  f,  /0  para  a lamina  do 
Exercicio  9. 

18.  Considere  uma  pa  de  ventilador,  quadrada,  com  lado  de 
comprimento  igual  a 2 e com  seu  canto  inferior  esquerdo 
posicionado  na  origem.  Se  a densidade  da  pa  for 

p(x,  y)  ~ 1 + 0,1a,  sera  mais  dificil  girar  a pa  em  tomo  do 
eixo  a ou  do  eixo  y? 
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B -20  Utilize  um  sistema  de  manipulagao  algebrica  para 

detcrminar  a massa,  o centro  de  niassa  e os  momentos  de  inertia 
da  lamina  que  ocupa  a regiao  D e tem  a densidade  dada. 

19,  D = {(x.  y)  | 0 v « senx,  0 x tt};  p(x,  y)  — xy 

20.  D e delimitada  pela  cardioide  r = i + cos  $; 
p(x,  y)  — yx3  + y2 


21.  Uma  lamina  com  densidade  constante  p(x,  y)  = p ocupa  um 
quadrado  de  vertices  (0,  0),  (a,  0),  (a,  a)  e (0,  a).  Detennine  os 
momentos  de  inercia  Ix  e /,  e os  raios  de  rotagao  x e y. 

22.  Uma  lamina  com  densidade  constante  p(x,  y)  — p ocupa  a 
regiao  abaixo  da  curva  v — senx  de  x = 0 ate  x — tt. 
Determine  os  momentos  de  inercia  /,  e /..  e raios  de  rotagao  x e y. 

23.  A fungao  densidade  conjunta  para  um  par  de  variaveis 
aleatorias  X e Y e 


f(x,  y)  « 


Cx  (1  + y) 
0 


se  0 ss  x =£  1,  0 ^ y =£  2 
em  caso  contrario 


(a)  Determine  a constante  C. 

(b)  Detennine  P(X  1.,  Y *£  1). 

(c)  Determine  P(X  + Y *£  1). 


24.  (a)  Verifique  que 


fix y) 


se  0 *£  x 1,  0 *£  y «£  1 

em  caso  contrario 


e uma  fungao  densidade  conjunta. 

(b)  Se  X e Y sao  variaveis  aleatorias  cuja  fungao  densidade 
conjunta  e / da  parte  (a),  determine 

(i)  P{X  5*  B (ii)  P{X  7*  l Y |) 

(c)  Detennine  os  valores  esperados  de  X e Y. 

j|g  Suponha  que  X e Y sejam  variaveis  aleatorias  com  fungao 
densidade  conjunta 

, fo,l.e“(0>+c’2rf  se  x > 0,  y S*  0 

fix,  y)  = 1 

[0  em  caso  contrario 

(a)  Verifique  que/ e de  fato  uma  fungao  densidade  conjunta. 

(b)  Determine  as  seguintes  probabilidades. 

(i)P(y&l)  (ii)  P(X  ^ 2,  Y *£  4) 

(c)  Determine  os  valores  esperados  de  X e Y. 

28.  (a)  Uma  lampada  tem  dois  bulbos  de  um  tipo  com  tempo  de 
vida  medio  de  1000  horas.  Supondo  que  possamos 
modelar  a probabilidade  de  falha  desses  bulbos  por  uma 


fungao  densidade  exponencial  com  media  p.  — 1000, 
determine  a probabilidade  de  que  ambos  os  bulbos 
venham  a falhar  dentro  de  um  perfodo  de  1000  horas. 

(b)  Outra  lampada  tem  somente  um  bulbo  do  mesmo  tipo  dos 
da  parte  (a).  Se  um  bulbo  se  queima  e e trocado  por  outro 
do  mesmo  tipo,  determine  a probabilidade  de  que  os  dois 
venham  a falhar  dentro  de  1000  horas. 

27.  Suponha  que  XtY  sejam  variaveis  aleatorias,  onde  X tem 
distribuigao  normal  com  media  45  e desvio-padrao  0,5  e Y 
tem  distribuigao  normal  com  media  20  e desvio-padrao  0, 1 . 

(a)  Ache  P(40  *£  X 50,  20  « Y 25) 

(b)  Encontre  P( 4{X  - 45)2  + 100(Y  — 20)2  *£  2). 

28.  Xavier  e Yolanda  tem  aulas  que  terminam  ao  meio-dia  e 
concordaram  em  se  encontrar  todo  dia  depois  das  aulas. 

Eles  chegam  em  um  cafd  separadamente.  O tempo  de  chegada 
de  Xavier  6 X e o da  Yolanda  e Y,  onde  X e Y sao  medidos  em 
minutos  apos  o meio-dia.  As  fungoes  densidade  individuals  sao 

_ U~x  se  x > 0 = fsy  se  0 ^ y 10 

(0  se  x < 0 2 [0  em  caso  contrario 

(Xavier  chega  algumas  vezes  depois  do  meio-dia,  e e mais 
provavel  que  ele  chegue  na  hora  do  que  se  atrase.  Yolanda 
sempre  chega  as  12hl0,  e e mais  provavel  que  se  atrase  do  que 
chegue  pontualmente.)  Depois  de  Yolanda  chegar,  ela  espera 
ate  meia  hora  por  Xavier,  mas  ele  nao  espera  por  ela. 

Detennine  a probabilidade  de  eles  se  encontrarem. 

29.  Quando  estudamos  uma  contaminagao  epidemics,  supomos 
que  a probabilidade  de  um  individuo  infectado  disseminar  a 
doenga  para  um  individuo  nao  infectado  seja  uma  fungao  da 
distaneia  entre  eles.  Considere  uma  cidade  circular  com  raio  de 
10  mi  na  qua!  a popuiagao  esta  uniformemente  distribuida. 

Para  um  individuo  nao  infectado  no  ponto  A(xo,  y0),  suponha 
que  a fungao  probabilidade  seja  dada  por 

f(P)  - ToW  ~ d{P,A)] 
onde  d(P,  A)  denota  a distaneia  de  P a A. 

(a)  Suponha  que  a exposigao  de  uma  pessoa  a doenca  seja  a 
soma  das  probabilidades  de  adquirir  a doenga  de  todos  os 
membros  da  popuiagao.  Suponha  ainda  que  as  pessoas 
infectadas  estejam  uniformemente  distribuidas  pela  cidade, 
existindo  k indivfduos  contaminados  por  milha  quadrada. 
Determine  a integral  dupla  que  representa  a exposigao  de 
uma  pessoa  que  reside  em  A. 

(b)  Calcule  a integral  para  o caso  em  que  A esta  no  centro  da 
cidade  e para  o caso  em  que  A esta  na  periferia  da  cidade. 
Onde  voce  preferiria  viver? 


Area  de  Superficie 


□ Na  Segao  16.6,  trataremos  de 
superficies  mais  gerais,  chamadas 
superficies  parametricas.  Assim,  voce 
pode  puiar  esta  segao,  se  for  cobrir 
a outra. 


Nesta  segao,  vamos  aplicar  a integral  dupla  ao  problema  de  se  determinar  a area  de  uma 
superficie.  Na  Segao  8.2  (Volume  I),  determinamos  a area  de  um  tipo  especial  de  superfi- 
cie  - uma  superficie  de  revoiugao  - por  metodos  de  calculo  de  uma  unica  variavel. 
Calcularemos  aqui  a area  de  uma  superficie  cuja  equagao  e dada  por  z = fix,  y),  o grafico 
de  uma  fungao  de  duas  variaveis. 

Seja  S a superficie  com  a equagao  z — f(x,  y),  onde  / tem  derivadas  parciais  contfnuas. 
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Para  simpiificar  a deducao  da  formula  da  area,  vamos  supor  que  f(x, v)  ^0  e que  o 
dommio  D de/  seja  urn  retangulo.  Vamos  dividir  D em  retanguios  pequenos  R,,  com  area 
A A = Ax  A>\  Se  (x„  y})  e o canto  de  R,t  mais  proximo  da  origem,  seja  P,.,(x...  v„  f{xb  y})) 
o ponto  de  S diretamente  acima  dele  (veja  a Figura  1).  0 piano  tangente  a S em  P;;  e uma 
aproximaqao  de  S perto  de  P,h  Assim,  a area  A Ttj  da  parte  desse  piano  tangente  (urn  parale- 
logramo)  que  esta  diretamente  acima  de  Ru  e uma  aproximacao  da  area  A Su  da  parte  de  S 
que  esta  diretamente  acima  de  R,j.  Entao,  a soma  22  APy  e uma  aproximacao  da  area  total 
de  S,  a qual  parece  melhorar  a medida  que  aumentanios  o numero  de  retanguios.  Portanto 
definimos  a area  de  superficie  de  S como 


m n 

A (.S'  ) — lim  2 X A7 )j 

m, (=]  y»i  1 


FIGURA  2 


Para  determinar  uma  formula  mais  conveniente  que  a Equacao  1 para  propositos  com- 
putacionais,  tomamos  a e b como  os  vetores  que  come^am  em  Py  e eorrespondem  aos 
lados  do  paralelogramo  com  area  ATU  (veja  a Figura  2).  Entao  A Tij  — | a X b | . Lembre- 
se,  da  Secao  14.3,  que  fx(xj,  y,-)  e /y(x„  v,)  sao  as  inclinacoes  das  retas  tangentes  a PtJ  com 
direqoes  a e b.  Portanto 


a = Ax  i +•  fx(xj,  \j ) Ax  k 
b = Ay  j + fix,  yj ) Av  k 


e 


Logo 


a X b = 


Aa 


0 


j k 

0 f&Xh  }’j)  Aa 
Av  fy{xt,  yf  ) Ay 


= ~fx(xi,  Vy)  Aa  Av  i — fy( x„  y, ) Aa  Av  j + Aa  Av  k 
= Vi)  1 - />•(*/,  )’/).H"  k]  aa 

A Tij  = | a x b|  ~ v[  fx(*h  Vi)]2  + [Mxi,yjW  + 1 AA 


Da  Definicao  1 , temos 

Hi  n 

A(5)  = lim  X 2 A7 )j 

m,  n— »«=  ,.=  1 j=  j 

m n 

= lim  2 1 »)?  + [rV'-.»)J2  + 1 AA 

e por  qualquer  definicao  de  integral  dupla  podemos  obter  a seguinte  formula: 

[21  A area  da  superffcie  com  equa^ao  z —f(x,  y),  (x,  y)  G D , onde  fx  e fy  sao 
contfnuas,  e 

Ms)  « [j  V[ S*,  y)]2  + [fy(x>  y)f  + 1 

*0 


• : J:-: 
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Verificaremos  na  Se^ao  16.6  que  essa  formula  e consistente  com  nossa  formula  previa 
para  a area  de  uma  superffcie  de  revolucao.  Se  utilizarmos  a nota9ao  alternativa  para 
derivada  parcial,  podemos  reescrever  a Formula  2 como  segue: 


Note  a semelhanqa  entre  a formula  de  area  da  superffcie  na  Equa^ao  3 e a formula  do 
comprimento  de  arco  da  Se^ao  8.1  (Volume  I): 


L = 


dx 


F1GURA3 


EXEMFLQ  1 lj  Determine  a area  de  superffcie  da  parte  da  superffcie  z ~ x2  + 2 y que 
esta  acima  da  regiao  triangular  T no  piano  xy  com  vertices  (0,  0),  (1,  0)  e (1,  1). 

SOLUQAO  A regiao  T e mostrada  na  Figura  3 e descrita  por 

T - {(x,  y)  ( 0 ^ x « 1,  0 « y x} 

Usando  a Formula  2 com  fix,  y)  — x2  + 2 y,  obtemos 

A - JJ  V(2x)2  rayTJ  dA  = f y/4x2  + 5 dy  dx 


= (**  xfAx2  + 5 dx  = | • |(4x-'  + - --(27  - 5 f5) 


A Figura  4 mostra  a porgao  da  superffcie  cuja  area  acabaraos  de  calcular. 

EXE  M FLO  2 □ Determine  a area  da  parte  do  paraboloide  z = x2  + y2  que  esta  abaixo 
do  piano  z ~ 9. 

SOLUQAO  O piano  intercepta  o paraboldide  no  cfrculo  x2  + y2  = 9,  z = 9.  Portanto  a 
superffcie  dada  esta  acima  do  disco  D com  centro  na  origem  e raio  3 (veja  a Figura  5). 
Usando  a Formula  3,  temos 


X 

FIGURA  5 


f f Vl  + (2x)2  + (2y)2  dA 

D 


ff  Vl  + 4(x2  + y2)  dA 

'd 


Convertendo  para  coordenadas  polares,  obtemos 


A = £ £ yl  + 4r2  r dr  dd  = | d6  j~  \-J\  + 4r2  (8r)  dr 

- 2ir(i)f(l  + 4r2)3' 2]q  - -f  (37 ^ - l) 

6 
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Exercicios 

1-12  □ Determine  a area  da  superffcie. 

1.  A parte  do  piano  z — 2 4-  3x  4-  4y  que  esta  acima  do 
retangulo  [0,5]  X [1,4] 

2.  A parte  do  piano  2x  + 5v  + t — 10  que  esta  dentro  do 
cilindro  x2  + y2  = 9 

3.  A parte  do  piano  3x  + 2 y + z — 6 que  esta  no  primeiro  octante. 

4.  A parte  da  superffcie  z — 1 + 3x  + 2y  2 que  esta  acima  do 
triangulo  com  vertices  (0,  0),  (0,  1 ) e (2,  1 ) 

5.  A parte  do  cilindro  v2  + z1  — 9 que  esta  acima  do  retangulo 
com  vertices,  (0,  0),  (4,  0),  (0,  2)  e (4,  2) 

6.  A parte  do  paraboloide  z ~ 4 — x2  ~~  y 2 que  esta  acima  do 
piano  xy 

1.  A parte  do  paraboloide  hiperbolico  z ~ y 2 — x2  que  esta  entre 

os  ciiindros  x*  + y2  ~ 1 e x2  4-  y2  = 4 

8.  A superffcie  z = \(x>ri  4-  y3'2),  0 x 1,  0 *£  y 1 

$1  A parte  da  superffcie  z — xy  que  esta  dentro  do  cilindro 

x2  4-  y2  = 1 

10,  A parte  da  esfera  x 2 4-  y2  4-  z2  — 4 que  esta  acima  do  piano  z — 1 

11.  A parte  da  esfera  x2  4-  y2  + z1  = a"  que  esta  dentro  do 
cilindro  x1  + y2  — ax  e acima  do  piano  xy 

A parte  da  esfera  x2  + y2  4-  z1  — 4z  que  esta  dentro  do 
paraboloide  z — x2  4-  y2 

13-14  □ Determine  a area  de  superffcie  com  precisao  de  quatro 
casas  decimais,  expressando  a area  em  termos  de  integral  de  funfao 
de  uma  variavel  real  e use  sua  calculadora  para  estimar  o valor  da 
integral. 

2 

13.  A parte  da  superffcie  z — e x "y  que  esta  acima  do  cfrculo 
jr  + y2  4 

14.  A parte  da  superffcie  z — cos(x2  4-  y2)  que  esta  dentro  do 
cilindro  x2  4-  y2  = 1. 

15.  (a)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  as  integrais  duplas  (veja 

a Se§ao  15.1)  com  quatro  quadrados  para  estimar  a area  da 
superffcie  da  por$ao  do  paraboloide  z — x2  + y2  que  esta 
acima  do  quadrado  [0,  1]  X [0,  1]. 

(b)  Use  urn  sistema  de  computaijao  algebrica  p;ira  aproximar  a 
area  da  superffcie  da  parte  (a)  com  precisao  de  quatro 
casas  decimais.  Compare  com  sua  resposta  para  a parte  (a). 


16.  (a)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  as  integrais  duplas  com 
m = n — 2 para  estimar  a drea  da  superffcie 
z — xy  4-  x2  4-  y2,  0 *£  x 2,  0 y «£  2. 

(b)  Use  urn  sistema  de  computaijao  algebrica  para  aproximar  a 
area  da  superffcie  da  parte  (a)  com  precisao  de  quatro 
casas  decimais.  Compare  com  sua  resposta  para  a parte  (a). 

•„  17.  Determine  a area  exata  da  superffcie  z = 1 + 2x  + 3y  4-  4y2, 
l^jr«s4,  0«y<l. 

| 18.  Determine  a area  exata  da  superffcie 

Z — 1 4“  X + y + X2  —2  *£  X 1,  — 1 ss  y s£  1 

Ilustre  tracando  o grafico  da  superffcie. 

13.  Determine,  com  precisao  de  quatro  casas  decimais,  a area  da 
parte  da  superffcie  z — 1 + x2y2  que  esta  acima  do  disco 
x + y 1. 

• 20.  Determine,  com  precisao  de  quatro  casas  decimais,  a area  da 
parte  da  superffcie  z — (1  + x2  )/(l  + y2)  que  esta  acima 
do  quadrado  j x j + [ y j =£  1 . Ilustre,  tracando  o grafico  da 
superffcie. 

21.  Mostre  que  a area  da  parte  da  superffcie  do  piano 

z — ax  4-  by  + c com  proje^ao  sobre  a regiao  D no  piano  xy 
com  area  A(D)  e y!a2  4-  b2  4-  1 A(D). 

22.  Se  voce  tentar  utilizar  a Formula  2 para  detenninar  a area  do 
topo  superior  da  esfera  x2  4-  y2  4-  z2  ==  a2,  tera  problemas, 
porque  a integral  dupla  6 impropria.  De  fato,  o integrando  tem 
uma  descontinuidade  infinita  em  todo  ponto  da  fronteira 
circular  x2  4-  y2  ~ a2.  Entretanto,  a integral  pode  ser  calculada 
sobre  o disco  x2  4-  y 2 t2  como  t — * a Use  esse  metodo 
para  mostrar  que  a area  da  esfera  de  raio  a e 4 na 2. 

23.  Determine  a area  da  parte  do  paraboloide  y ~ x2  + z2  cortada 
pelo  piano  y = 25.  [ Dica : Projete  a superffcie  sobre  o piano  xz.  j 

24.  A figura  mostra  a superffcie  criada  quando  o cilindro 

y2  4-  z2  — 1 intercepta  o cilindro  x2  4-  z2  ==  1.  Determine  a 
area  dessa  superffcie. 


Integrals  Jripias 


Assim  como  definimos  integrais  para  fun$oes  de  uma  unica  variavel  e duplas  para  fun§oes 
de  duas  variaveis,  vamos  definir  integrais  triplas,  para  f undoes  de  tres  variaveis.  Inicial- 
mente,  trataremos  o caso  mats  simples,  quando  ft  deli ni da  em  uma  caixa  retangular: 

[jj  B = {(x,  y,  z)  | a x =£  b.  c y d,  r z 5} 


2* 


FIGURA  1 
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0 primeiro  passo  6 dividir  B em  subcaixas.  Fazemos  isso  dividindo  o intervalo  [a,  b]  em  l 
subintervalos  s,  a,]  de  comprimentos  iguais  Ax,  dividindo  [c,  d]  em  m subintervalos  de 
comprimentos  Ay,  e dividindo  [7;  s\  em  n subintervalos  de  comprimento  A z.  Os  pianos 
atraves  dos  pontos  terminais  desses  subintervalos  paralelos  aos  pianos  coordenados  subdi- 
videm  a caixa  B em  bun  subcaixas 

Bijk  = [jCi-i,  Jc«]  X [y,--i,»]  X lzk-hzk] 

como  mostrado  na  Figura  1.  Cada  subcaixa  tem  volume  AV  — A a Ay  A z. 

Assim  formamos  a soma  tripla  de  Riemann 

/ m « 

a]  E S E/(4. ttViWAv 

j- 1 ;=!  *=1 

onde  o ponto  amostra  (x*k,y*k,  z*k)  esta  em  Bijk.  Por  analogia  com  a definifao  da  inte- 
gral dupla  (15.1.5),  definimos  a integral  tripla  como  o limite  das  somas  triplas  de 
Riemann  em  (2). 


A integral  tripla  de  / sobre  a caixa  B e 

/ m « 

SEE 

; /«[  j k=  I 


rrr  1 m " 

f(x>  }\  z)  dV  ~ lim  s S S fixfjk,  y **,  z/%)  AV 

L mt  n~-*so  - 1 ■ ♦ r < 


se  o limite  existir. 


Novamente,  a integral  tripla  sempre  existe  se  / for  contmua.  Escolhemos  o ponto 
amostra  como  qualquer  ponto  de  cada  subcaixa,  mas,  se  escolhermos  o ponto  (x„  yh  zk), 
obteremos  uma  expressao  com  aparencia  menos  complicada  para  a integral  tripla: 


Assim  como  para  as  integrais  duplas,  o metodo  pratico  para  calcular  uma  integral  tripla 
consiste  em  expressa-la  como  uma  integral  iterada  como  segue. 


| MH  Teorema  tie  Fubini  para  m Integrais  Triplas  S e/e  contlnua  em  uma  caixa 
retangular  B = [a,  b]  X [c,  d]  X [r,  j],  entao 

{ l 

) 1 1 fix,  y , z)  dV  = £ j J{x,  y,  z)  dx  dy  dz 

! B j 

A integral  iterada  do  lado  direito  do  Teorema  de  Fubini  indica  que  primeiro  inte- 
gramos  em  rela^ao  a a (mantendo  y e z fixados),  em  seguida  integramos  em  relagao  a y 
(mantendo  z fixado)  e fmalmente  em  rela?ao  a z.  Existem  cinco  outras  ordens  possfveis 
de  integra^ao,  todas  fornecendo  o mesmo  resultado.  Por  exemplo:  se  primeiro  integrar- 
mos  em  reiagao  a y,  entao  em  reiacao  aze  depois  a a,  teremos 

jjj /(*»>»  z)dV  = £ £ j * f(x,  y,  z)  dy  dz  dx 

B 


j m. 
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Calcule  a integral  tripla  ffj 'Bxyz2dV,  onde  Be  a caixa  retangular  dada  por 
B - {(x,  y,  z)  1 0 *£  x ^ L - 1 =£  y *£  2,  0 =£  z «£  3} 


SOLUQAO  Podemos  usar  qualquer  uma  das  seis  possfveis  orciens  de  integra^ao. 

Se  escolhermos  integrar  primeiro  em  rela^ao  a x,  depots  em  relafao  a v e entao  em 
relaqao  a z,  obteremos 


|||  xyz2dV 

' B 


xyz 2 dx  dy  dz 


x ryz" 


dy  dz 


C 3 


Jo 


dz 


27 

4 


Agora  deliniremos  a integral  tripla  sobre  uma  regiao  limitada  generica  E no  espa^o 
tridimensional  (um  solido)  pelo  mesmo  metodo  usado  para  as  integrals  duplas  (15.3.2). 
Envolveremos  Epor  uma  caixa  B do  tipo  dado  pela  Equasao  1.  Em  seguida  definiremos 
uma  fun^ao  F de  modo  que  ela  coincida  com  / em  E e seja  0 nos  pontos  de  B fora  de  E. 
Por  defini$ao, 

jjj7(*, 2)  dv  - jjj  Fix,  y,  z)  dv 

‘ E * B 


Uma  regiao  sdlida  do  tipo  1 


Essa  integral  existe  se/ for  continua  e na  fronteira  de  E for  “razoavelmente  lisa”.  A inte- 
gral tripla  tem  essencialmente  as  mesmas  propriedades  da  integral  dupla  (Propriedades 
6-9  da  Se?ao  15.3). 

Vamos  restringir  nossa  aten9ao  as  funcoes  contfnuas/ e a certos  tipos  de  regioes.  Uma 
regiao  solida  E e dita  ser  do  tipo  1 se  esta  contida  entre  os  graficos  de  duas  fumades  con- 
tinuas de  x e y,  ou  seja, 

:1  E — {(x,  y,  z)  I (..V,  y)  G Z),  k,(x,  y)  z =£  u2(x,  y)} 

onde  D e a projegao  de  E sobre  o piano  xy,  como  mostrado  na  Figura  2.  Note  que  a fron- 
teira superior  do  solido  Pea  superffcie  de  equa9ao  z ~ uzix,  y),  enquanto  a fronteira  infe- 
rior e a superffcie  z = U\{x,  y). 

Pelos  mesraos  argumentos  que  nos  levaram  a (15.3.3),  podemos  mostrar  que,  se  E 6 
uma  regiao  do  tipo  1 dada  pela  Equa9ao  5,  entao 


Uma  regiao  solida  do  tipo  1 


1 1 ) /(*,  >7  z)  dV  = 


v) 

>«) 


f(x,  y,  z)  dz 


0 significado  da  integral  de  dentro  do  lado  direito  da  Equacao  6 e que  x e y sao  mantidos 
fixos,  e assim  u.i(x,  y)  e u2(x,  y)  sao  vistas  como  constantes,  enquanto  f(x,  y,  z)  e integrada 
em  rela9ao  a z. 

Em  particular,  se  a proje9ao  D de  E sobre  o piano  xy  e uma  regiao  plana  do  tipo  I (como 
na  Figura  3),  entao 

E = {(x,  y,  z)  | a «£  x «£  b,  gdx)  ^ y «£  g2(x)r  u{(x,  y)  z w2(x,  y)} 


&v.  .#j&> 
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, z = uix,  y) 


e a Equaqao  6 fica 


E ||  z = it,(x,y) 
1 1 x = ht(y) 

-Li  !/  d 


x x = E(y) 


FIGURA  4 

Outra  regiao  solida  do  tipo  1 


i- I - x -v 


(0,  1,0) 


0,0,  0)// 

FIGURA  5 


y = o i 


FIGURA  6 


FIGURA  7 

Uma  regiao  do  tipo  2 


'X-  U-Jy,  z) 


1 1 1 /(*.  z)  dV  — r ) ‘JAx>  | ‘ / (x,  >’,  z)  dz  dy  dx 

-vJ  Ja  Jgiix)  JuAx.  y) 


Se,  por  outro  lado,  D e uma  regiao  plana  do  tipo  II  (como  na  Figura  4),  entao 
E = {(x,  y,  z)  i c «£  y d,  hi  ( v)  x *£  h2(y),  u,(x,  y)  ^ z u2(x,  >0} 
e a Equacao  6 fica 


|||  /(*,  >’> z)  “ | J f(x,y,z)  dz  dx  dy 


Calcule  jjj£z  dV,  onde  E e o tetraedro  solido  delimitado  pelos  quatro 
pianos  x = 0,  y — 0,  z — 0 e x + >!  + z — 1 . 

S0LUQA0  Para  montarmos  a integral  tripla,  e recomendavel  desenhar  dots  diagramas:  um  da 
regiao  solida  E (veja  a Figura  5)  e outro  de  sua  projeqao  D no  piano  xy  (veja  a Figura  6).  A 
fronteira  inferior  do  tetraedro  e o piano  z = 0 e a superior  e o piano  x + y + z = 1 (ou 
z «=  1 — x — >’),  e entao  usamos  ui(x,  y)  — 0 e u2(x,  y)  — 1 — x — y na  Formula  7.  Note 
que  os  pianos  x + j + z=  lez  = 0se  interceptam  na  reta  x + y = 1 (on  y ~ l ~ x) 
no  piano  xy.  Logo,  a projeqao  de  E e a regiao  triangular  da  Figura  6,  e temos 

ii  E — {(x,  V,  z)  | 0 ^ X ^ 1,  0 >>  1 - X,  0 Z £=  1 - x ~ j} 

Essa  descriqao  de  E como  regiao  do  tipo  1 nos  permite  calcular  a integr  al  como  segue: 


=jj0 

= 5/0'J0'7i  -x-yfdydx  =|| 
Jo  6 4 


0 

3 


Uma  regiao  solida  E e do  tipo  2 se  for  da  forma 


E = {(x,  y,  z)  | (y,  z)  G £>,  ut(yf  z)  ^ x «£  u2(y,  z)} 

onde  Did.  projeqao  de  E sobre  o piano  yz  (veja  a Figura  7).  A superffcie  de  tras  e 
x = ui(y,  z ),  e a superffcie  da  frente  e x = u2{y,  z),  e temos 


| ( f{x,  y,  z)  dV  = fti2<>")/(x,y,  z)  dx  dA 


Finalmente,  uma  regiao  do  tipo  3 e da  forma 


E = {(x,  v,  z)  | (x,  z)  G D,  Wi(x,  z)  ss  y n2(x,  z)} 
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onde  Z)  e a projeqao  de  E sobre  o piano  xz,  y — u\(x,  z)  e a superficie  da  esquerda,  e 
y = u?(x,  z)  e a superficie  da  direita  (veja  a Figura  8).  Para  esse  tipo  de  regiao,  temos 


J | j /(x,  y,  z)  dV  = jj 


1 

ff 

f 

JJ 

J, 

D 

’fix,  y,  z)  dy 


dA 


Em  cada  uma  das  Equa9oes  10  e 11  podem  existir  duas  possfveis  expressoes  para 
a integral  dependendo  de  D ser  uma  regiao  plana  do  tipo  I ou  II  (e  correspondendo  as 
Equa^oes  7 e 8). 


£ ...  Calcule  (JJ  -fx2  + z2  dV,  onde  E 6 a regiao  limitada  pelo  paraboloide 
y — x2  + z2  e pelo  piano  y — 4. 

SOLUgAO  O solido  E esta  mostrado  na  Figura  9.  Se  o olharmos  como  uma  regiao  do  tipo 
1,  entao  precisaremos  considerar  sua  proje9ao  D\  sobre  o piano  xy,  que  e a regiao 
parabolica  da  Figura  10.  (O  traqo  de  y — r"  + z"  no  piano  z — 0 e a parabola  y = x .) 


Uma  regiao  do  tipo  3 


y—  x2-f  z2 


FIGURA  9 

Regiao  de  integrayao 


Proje9ao  sobre  o piano  xy 


Dzy  ~ x2  + z1  obtemos  z = ±yjy  - x2,  e entao  a superficie  fronteira  debaixo  de  E 6 
z — “Vy  ~ e a superficie  de  cima  e z = %/y  - x2.  Portanto  a descriqao  de  E como 
regiao  do  tipo  1 e 

£ = {(x,y,z)\~2  *£  x ^ 2,  x2  ^ y « 4,  -Jy”^  s£  z ^ Jy  ~ x1} 
e obtemos 

1 1 1 y/x2  + z2  dV  — J22  f4  V-T2  4-  z2  dz  dy  dx 

E 

Apesar  de  essa  expressao  estar  correta,  e extremamente  dificil  calcula-la.  Vamos,  em 
vez  disso,  considerar  E como  regiao  do  tipo  3.  Como  tal,  sua  projeqao  D3  sobre  o piano 
xz  e o disco  x2  + z2  4 mostrado  na  Figura  11. 

Entao  a superficie  lateral  esquerda  de E e o paraboloide y ~ x~  + zea superficie 
lateral  direita  e o piano  y ~ 4.  Assim,  tomando  ufx,  z)  — x2  + z*  e u2(x,  z)  = 4 na 
Equa9ao  11,  temos 


[jj  + t2  dV  = 

E 


1! 

os 


yOt2  + z2  dy 

a-  X-TZ2 


dA 


— ||  (4  — x2  — z2)yx2  + z2  dA 

% 


FIGURA  11 

Proje^ao  sobre  o piano  xz 
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o A maior  dificuidade  no  calculo  de 
uma  integral  tripla  e estabelecer  a 
expressao  para  a regtao  de  integragao 
{como  na  Equagao  9 do  Exemplo  2). 
Lembre-se  de  que  os  iimites  de 
integragao  da  integral  de  dentro 
contem  no  maximo  duas  variaveis,  os 
Iimites  de  integragao  da  integral  do 
meio  contem  no  maximo  uma  variavel, 
e os  Iimites  de  integragao  de  fora 
precisam  ser  constantes. 


(0, 0, 2) 


FIGURA  13 


Apesar  de  essa  integral  poder  ser  escrita  como 

j ' | ' __  (4  — x2  - z2) /x2  + z2  dz  dx 


fica  mais  simples  converte-la  para  coordenadas  polares  no  piano  xz-  x — rc os  6, 
z = r sen  $.  O que  nos  da 


jjj  sjx2  + z2  dV  = j|  (4  — x2  - z2)sjxl  + F2  dA 

* E 6s 


" (4  — r2)r  rdrdO  ~ ~w  dd 
0 .»  .0 
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(4r2  - r4)  dr 


Aplica^oes  da  Integral  Tripla 

Lembre-se  de  que,  se  /(x)  3*  0,  entao  a integral  \ht  f(x)  dx  representa  a area  abaixo  da 
curva  y — fix)  de  a ate  b , e se  fix,  y)  5s  0,  entao  a integral  dupla  \ \D  f(x , y)  dA  representa 
o volume  sob  a superficie  z ~ fix,  y)  acima  de  D.  A interpretagao  correspondente  para  a 
integral  tripla  fff£/(x,  y,  z)  dV,  onde  fix,  y,  z)  5s  0 , nao  e muito  util,  porque  seria  um 
“hipervolume”  de  um  objeto  de  quatro  dimensoes  e,  e claro,  de  muito  dificil  visualizagao. 
(Lembre-se  de  que  E € somente  o dominio  da  fungao /;  o grafico  de/ pertence  ao  espago 
quadridimensiona!.)  Apesar  disso,  a integral  tripla  j jj  /(x,  y,  z ) dV  pode  ser  interpretada 
de  forma  diversa  em  diferentes  situagoes  ffsicas,  dependendo  das  interpretagoes  fisicas  de 
x,  y,  z e f{x,  y,  z). 

Vamos  comegar  com  o caso  especial  onde  fix,  y,  z)  = 1 para  todos  os  pontos  em  E. 
Nesse  caso,  a integral  tripla  representa  o volume  de  E: 


Por  exemplo:  voce  pode  ver  isso  no  caso  de  uma  regiao  do  tipo  1 colocando  fix,  y,  z)  = 1 
na  Formula  6: 


1 dV  ~ jj  | " ' dz  dA  — Jj  [m2(x,  y)  — «f(x,  y)]  dA 


e,  da  Segao  15.3,  sabemos  que  isso  representa  o volume  que  esta  entre  as  superficies 
z = «i(x,  y)  e z — w2(x,  y). 


EXEMPLO  4 □ Utilize  uma  integral  tripla  para  determinar  o volume  do  tetraedro  T limi- 
tado  pelos  pianos  x + 2y  + z = 2,  x = 2y,  x = 0 e z = 0. 

SOLUQAO  O tetraedro  T e sua  projegao  D sobre  o piano  xy  estao  mostrados  nas  Figuras  12 
e 13.  A fronteira  inferior  de  T 6 o piano  z = 0,  e a superior  e o piano  x + 2y  + z ~ 2,  ou 
seja,  z — 2 — x — 2 y.  Portanto,  temos 
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V(T)  = [jj  dV  = f p“*/2  ^X"'2ydz  dydx 

* r 

= j J (2  — x — 2y)  dy  dx  = | 

pelo  mesrao  calculo  usado  no  Exemplo  4 da  Se§ao  15.3. 

(Note  que  nao  e necessario  usar  a integral  tripla  para  calcular  volumes. 

Elas  simplesmente  fomecem  urn  metodo  altemativo  para  estabelecer  os  calculos.) 

Todas  as  aplica^oes  de  integrals  duplas  da  Se^ao  15.5  podem  ser  imediatamente  esten- 
didas  para  as  integrals  triplas.  Por  exemplo:  se  a fun^ao  densidade  de  um  objeto  solido  que 
ocupa  a regiao  E e p(x,  y,  z),  em  unidades  de  massa  por  unidade  de  volume,  em  qualquer 
ponto  (x,  y\  z),  entao  sua  massa  e 

[|||  m — |||  p(x,  y,  z)  dV 

"e 

e seus  momentos  em  rela^ao  aos  tres  pianos  coordenados  sao 

[III  My:=  fjf  xp(x,  y,  z)  dV  Mxz—  JJf  yp(x,  y,  z ) dV 

' E E 

Mxy  ~ jjj  zp(x , z)  dV 
e' 

O eentro  de  massa  esta  localizado  no  ponto  (x,  y,  z),  onde 

03  5_ik  z = ^ 

m m m 

Se  a densidade  e constante,  o eentro  de  massa  do  solido  e chamado  centroide  de  E.  Os 
momentos  de  inercia  era  rela^ao  aos  tres  eixos  coordenados  sao 

M 4 = JJj  (>’2  + z2)p(x,  y,  z)  dV  ly  = JJj  (x2  + z2)p(x,  y,  z)  dV 

E E 

4 = jjj  (x2  + y2  )p(x,  z)  dV 


Como  na  Se^ao  15.5,  a earga  eletriea  total  sobre  um  objeto  solido  ocupando  a regiao 
E e tendo  uma  densidade  de  carga  <r(x,  y,  z)  e 

0 = jjj  cr(x,  y,  z)  dV 

E 

Se  tiverraos  tres  variaveis  aleatorias  X,  Y e Z,  sua  fun^ao  densidade  conjunta  e uma 
funcao  das  tres  variaveis  tal  que  a probabilidade  de  (X,  Y,  Z)  estar  em  E 6 

P((X,  Y,  Z)  E E)  ~ f[f/(x,  y,  z)  dV 

E 

Era  particular, 

P(a  ^ X ^ b,  c ^ Y ^ d,  r ^ Z sj  — | j j f(x,  y,  z)  dz  dy  dx 

Ja  Jc  Jr 


' -v 
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A fungao  densidade  conjunta  satisfaz 


k—  x = l 


fix,  y,  z)  =2=  0 | | j*  fix,  y\  z)  dz  dy  dx  = 1 

tltMPW  5 :::  Determine  o centro  de  massa  de  um  solido  com  densidade  constante  que 
e limitado  pelo  cilindro  parabolico  x ~ y2  e peios  pianos  x — z,  z = 0 e x ~ 1. 

SOLUQAO  0 solido  E e sua  projecao  sobre  o piano  xy  estao  mostrados  na  Figura  14.  As 
superficies  inferior  e superior  de  E sao  os  pianos  z — 0 e z = x,  e entao  descrevemos  E 
conio  uma  regiao  do  tipo  1 : 

E — {(x,  y,  z)\-l  =£  y =£  1,  y2  x 1,  0 z x} 

Entao,  se  a densidade  e p(x,  y,  z)  — p,  a massa  e 

m — |*|  J p dV  = j j _ J pdz  dx  dy 

T * ’’ 

r j p:  f 1 x 2 

= p ) J x dx  dy  = p J — dy 

**  7 |_,  (I  “ )’4)dy  = p jo  (1  - y4)dy 

r /T  4p 


FIGURA  14 


For  causa  da  simetria  de  £ep  em  relagao  ao  piano  xz,  podemos  dizer  imediatamente  que 
MXi  — 0 e,  portanto,  y — 0.  Os  outros  momentos  sao 


M« = JIf xpdv = J £ jfpdz  dx  dy 


P j J ,x2dx  dy  = p 


7 f (I  _v.)rfv  -&\y-  zlT  -*£. 

3 Jo  " 3 7 7 

Jo 


Mxy  = III  zpdV  = j | zp dz  dx  dy 


p f « z2  p f,  f,  , 

GT  £/x^y  = ~ ,x"dx  dy 
J ->  J 2 2 J ~l  Jy 


! A L </t,(V 

f fd  -y6)dy  = f- 
3 Jo  7 


Logo,  o centro  de  massa  e 


a3m  = (-^,— ,^)-(u&) 

\ m m m J 


I male#* 
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Exercicios 


1.  Calcule  a integral  do  Exempio  1,  integrando  primeiro  em 
relacao  a z,  depois  x e entao  y. 

2.  Calcule  a integral  Jjjf  (xz  — v '}  dV,  onde 

E = {(x,y,z)  | -1  «s  x « l,0^y<2,0^:«  1} 
utilizando  tres  ordens  diferentes  de  integracao. 

3--S  □ Calcule  a integral  iterada. 

3.  i ' f P ’ 6 xz  dy  dxdz  4.  j j j 2 xyz  dz  dy  dx 

Jo  Jo  Jo  Jo  Jx  Jo 

5.  11  f ' ' zey  dx  dz  dv  6.  j f | ze~y  dxdydz 

Jo  Jo  Jo  Jo  Jo  Jo 

7-18  □ Calcule  a integral  tripla. 

7.  JjJE  2x  dV,  onde 

E — { (jc,  v,  z)  1 0 «6  y * 2,  0 ^ x ^ yj4  — v2,  0 z < y ] 

8.  ff f£  yz  eosfx3 ) dV,  onde 

E - {(x,  y,  z)  1 0 « x « 1,  0*y*jt,  *«z*  2x} 

6 xy  dV,  onde  E esta  abaixo  do  piano  z = 1 + x + y e 
acima  da  regiao  do  piano  xy  limitada  pelas  curvas  y — yX 
y — 0 e x — 1 

10.  JHe  J’  onde  E e limitado  pelos  pianos  x = 0,  y = 0,  z — 0 
e2x  + 2y  + z = 4 

11  n'i'£  xy  dV,  onde  E to  solido  tetraedro  com  vertices  (0,  0,  0), 

(1,0, 0),  (0,  2, 0)  e (0,  0,3) 

12-  JIO2  dV,  onde  E e o solido  tetraedro  com  vertices  (0,  0,  0), 
(0,  1,0),  (1,  1,0)  e(0,  1,  1) 

13.  jjj>2  ey  dV,  onde  E e limitado  pelo  cilindro  parabolieo 
z = 1 — y2  e pelos  pianos  z — 0,  x — 1 , and  x ~ — 1 

14.  ff (x  + 2y)  dV,  onde  E 6 limitado  pelo  cilindro  parabolieo 
y — x2  e pelos  pianos  x = z,  x ~ y e z ~ 0 

15.  fjj/x  <fV,  onde  E e limitado  pelo  paraboloide  x = 4y2  + 4z2  e 
pelo  piano  x — 4 

« fg  z dV , onde  £ e limitado  pelo  cilindro  y2  + z2  ~ 9 e pelos 
pianos  x = 0,  y — 3x  e z — 0 no  primeiro  octante 

17-20  □ Use  a integral  tripla  para  determinar  o volume  do  solido 

dado. 

m O tetraedro  limitado  pelos  pianos  coordenados  e o piano 
2x  + y -r  z — 4 

18.  O solido  limitado  pelo  cilindro  y = x2  e pelos  pianos  z — 0, 
z — 4,  e y = 9 

19.  O sdlido  limitado  pelo  cilindro  x2  + y2  = 9 e pelos  pianos 
y + z = 5ez=l 

20.  O solido  limitado  pelo  paraboloide  x ~ y4  + z1  e pelo  piano 
x 16 


21.  (a)  Expresse  o volume  da  cunha  no  primeiro  octante  que  e 

cortado  do  cilindro  y2  + z2  — 1 pelos  pianos  y = x e 
x — 1 como  uma  integral  tripla. 

(b)  Utilize  a Tabela  de  Integrals  (na  contracapa)  ou  uni 
sistema  computacionai  algebrico  para  determinar  o valor 
exato  da  integral  tripla  da  parte  (a). 

22.  (a)  Na  Regra  do  Ponto  Medio  para  as  Integrals  Triplas 

usamos  a soma  tripla  de  Riemann  para  aproximar  a 
integral  tripla  sobre  uma  caixa  B,  onde  f(x,  y,  z)  e 
calculada  no  centra  (x„  y-,  zk)  da  caixa  . Utilize  a Regra 
do  Ponto  Medio  para  estimar  [ffe e~x'~y‘~z~ dV,  onde  Be  o 
cubo  defmido  por  0 x ^ 1,  6 y 1,  0 =£  z *£  1. 
Divida  B em  oito  cubos  de  igual  tamanho. 

(b)  Use  urn  sistema  de  computa^ao  algebrica  para  aproximar  a 
integral  da  parte  (a)  com  precisao  de  ate  duas  casas 
decimals.  Compare  com  a resposta  da  parte  (a). 


23-  24  C3  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  as  integrals  triplas 
(Exercfcio  22)  para  estimar  o valor  da  integral.  Divida  B em  oito 
subcaixas  de  igual  tamanho. 


23-  HI 


i 

ln(!  + x + y + z) 


dV,  onde 


B = {(x, y,  z)|0*Sx*£4,  0 «£  y ^ 8,  0 z =S  4} 
m-  JJL  sen(xv2z3)  dV , onde 

B = {(x, y,  z)  |0  *£  x ^ 4,  0 « y * 2,  0 ^ z « 1} 


25-26  □ Esboce  o sdlido  cujo  volume  e dado  pela  integral  iterada. 

m f1  rxr2ldydzdx  26.  n2'yry’dxdzdy 

Jo  Jo  Jo  Jo  Jo  Jo 


27-30  □ Expresse  a integral  fjT  /(x,  y,  z)  dV  como  uma  integral 
iterada  de  seis  modos  diferentes,  onde  £eo  sdlido  limitado  pelas 
superficies  dadas. 

27.  x2  + z2  ~ 4,  y = 0,  y = 6 

28.  z — 0,  x — 0,  y — 2,  z = y — 2x 

29.  z = 0,  z — y,  x2  — 1 - y 

30.  9x2  + 4y2  + z1  — 1 

31.  A figura  mostra  a regiao  de  integracao  para  a integral 

Jo  f/;Jo  /('Ay,  ?)  dz  dy  dx 

:\ 
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Reescreva  essa  integral  como  uma  integral  iterada  equivalente 
eirt  cinco  modos  diferentes. 

32.  A figura  mostra  a regiao  de.  integra^ao  para  a integral 

I ' I ' * I V(a\  v,  z)  dy  dz  dx 
Jo  Jo  Jo 

Reescreva  essa  integral  como  uma  integral  iterada  equivalente 
em  cinco  modos  diferentes. 


33- 34  □ Escreva  cinco  outras  integrals  iteradas  que  sejam  iguais  a 
integral  iterada  dada. 

33.  | ' | ' j y /(a,  y.  z)  dz  dx  dy 

34-  1 1 I [ f (x>  .A  z)  dz  dy  dx 
Jo  Jo  Jo 

35- 38  □ Determine  a massa  e o centro  de  massa  do  solido  dado  E 
com  a fun^ao  densidade  dada  p. 

35.  E e o solido  do  Exerctcio  9;  p(x,  y,  z)  = 2 

38.  E 6 limitado  pelo  eilindro  parabolico  z — 1 — y2  e pelos 
pianos  x + 2 = 1,  x — 0 e z ~ 0;  p(x,  y,  z)  — 4 

liH  E 6 o cubo  dado  por  0 ^ x 0 y *£  a,  0 z «£  a; 
p(x,  y,  z)  = x~  + y2  + z2 

38.  E e o tetraedro  limitado  pelos  pianos  x = 0,  y — 0,  z = 0, 
x + y + z ~ 1 ; p(x,  y,  z)  — y 

39-48  □ Estabeleca,  mas  nao  calcule,  as  expressoes  integrais  para 

(a)  a massa,  (b)  o centro  de  massa  e (c)  o momento  de  inercia  em 
rela^ao  ao  eixo  z. 

39.  O solido  do  Exerctcio  19;  p(x,  v,  z)  = 

40.  O hemisferio  x 2 + y 2 + z2  ^ 1,  z > 0; 
p(x,  y,  z)  = V'x2  + y2  + z- 

Iglp  41.  Seja  E urn  solido  no  primeiro  octante  limitado  pelo  eilindro 
x2  + ^2  _.  | e pejos  pianos  y~z,  x — Oez^O  com  fun9ao 
densidade  p(x,  y,  z)  = 1 + x + y + z.  Use  um  sistema 
computacional  algebrico  para  determinar  os  valores  exatos  das 


seguintes  quantidades  para  E. 

(a)  A massa 

(b)  O centro  de  massa 

(c)  O momento  de  inercia  em  rela^ao  ao  eixo  z 

' 42.  Se  E to  solido  do  Exerctcio  16  com  fun$ao  densidade 

p(x,  y,  z)  — x2  + y2,  detennine  as  seguintes  quantidades,  com 
precisao  de  tres  decimals. 

(a)  A massa 

(b)  O centro  de  massa 

(c)  O momento  de  inercia  em  rela^ao  ao  eixo  z 

43.  Determine  os  momentos  de  inercia  para  um  cubo  com 
densidade  constante  k e lados  de  comprimento  L se  um  vertice 
esta  localizado  na  origem  e ires  arestas  estao  nos  eixos 
coordenados. 

44.  Determine  os  momentos  de  inercia  do  tijolo  retangular  de 
dimensoes  a,  b e c,  massa  M e densidade  constante  se  o centro 
do  tijolo  esta  na  origem  e suas  arestas  sao  paralelas  aos  eixos 
coordenados. 

45.  A fun^ao  densidade conjunta  de  variaveis  aleatorias X.YtZe 
f(x,  y,  z)  — Cxyz  se  0 j ^ 2,  0 *5  y ^ 2,  0 r $ 2 e 
fix,  y,  z)  — 0 em  caso  contrario. 

(a)  Determine  o valor  da  constante  C. 

(b)  Detennine  P(X  « 1,  Y 1,  Z « 1). 

(c)  Determine  P(X  + Y + Z ^ 1). 

46.  Suponha  que  X,YtZ  sejam  variaveis  aleatorias  com  fun^ao 
densidade  conjunta  fix,  y,  z)  — Ce-l0-5-,+a2-v<'0J-’)  se 

x ^ 0,  0,  z 5*  0 e fix,  y,  z)  = 0 em  caso  contrario. 

(a)  Detennine  o valor  da  constante  C. 

(b)  Determine  P(X  1,  Y 1). 

(c)  Determine  P(X  «£  1,  Y ^ \,Z  ^ 1). 

47-4S  □ O valor  medio  de  uma  fun^ao  f(x,y,  z)  sobre  uma  regiao 
solida  E e definido  como 

l-“~zk)§)f{x’y'z)dv 

onde  V(E)  e o volume  de  E.  Por  exemplo:  sepea  fun9ao 
densidade,  entao  p,nii  e a densidade  media  de  E. 

IB  Detennine  o valor  medio  da  fu  11950  fix , y,  z)  — xyz  sobre  o 
cubo  com  lados  de  comprimento  L que  esta  no  primeiro 
octante,  com  um  vertice  na  origem  e arestas  pararelas  aos 
eixos  coordenados. 

48.  Ache  o valor  medio  da  fun9ao  /(x,  y,  z)  ~ x2z  + y2z  sobre  a 
regiao  delimitada  pelo  paraboloide  z ~ I — x2  — y2  e pelo 
piano  z = 0. 

49.  Detennine  a regiao  E para  a qual  a integral 

j|  (1  - x3  — 2y2  — 3z2)^V 
c 

e maxima. 
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Volumes  de  Hiperesferas 


Nesse  projeto  determinaremos  as  formulas  para  o volume  contido  em  lima  hiperesfera  em 
um  espa90  n-dimensional. 

1.  Utilize  uma  integral  dupla  e substitutes  trigonometricas,  juntamente  com  a Formula  64  da 
Tabela  de  Integrals,  para  determinar  a area  do  circulo  de  raio  r. 

2.  Use  uma  integral  tripla  e substitutes  trigonometricas  para  determinar  o volume  da  esfera  de 
raio  r. 

3.  Utilize  uma  integral  quadrupla  para  determinar  o hipervolume  contido  na  hiperesfera 

x*  + y2  + z2  + w2  *=  r2  em  0?4.  (Use  somente  a substitui^ao  trigonom6tnca  e a redu9§o  das 
formulas  para  j sen"*  dx  ou  J cos"x  dx.) 

4.  Use  uma  integral  n-upla  para  determinar  o volume  contido  em  uma  hiperesfera  de  raio  r no 
espaco  n-dimensional  R'!.  [Dica:  as  formulas  para  n par  e para  n nnpar  sao  diferentes.j 

®aasaiasisS!®ie,iS(aa“ia,®*aBS2a^^ 


15.8 


Integrals  Triplas  em  Coordenadas  Cilindricas  e Esfericas 


Vimos  na  Se^ao  15.4  que  algumas  integrals  duplas  sao  mais  simples  de  calcular  usando 
coordenadas  polares.  Nesta  secao,  veremos  que  algumas  integrals  triplas  sao  mais  simples 
de  calcular  utilizando  coordenadas  polares  ou  esfericas. 


j„J  Coordenadas  Cilindricas 

Lembre-se  da  Se^ao  12.7  que  as  coordenadas  cilindricas  de  um  ponto  P eram  (r,  9,  z),  onde 
r,6ez  estao  mostrados  na  Figura  1.  Suponha  que  E seja  uma  regiao  do  tipo  1,  cuja  pro- 
je9§o  D no  piano  xy  tenha  uma  representa^ao  conveniente  em  coordenadas  polares  (veja  a 
Figura  2).  Em  particular,  suponha  que / seja  continua  e 

E = {(x,  y,  z)  | (x,  y)  G D,  ui(x,  y)  z u2{x,  >>)} 


onde  D e dado  em  coordenadas  polares  por 

D = {(/-,  6)  | a 6 «£  fi,  h\{0)  r ^ /t2(#)} 
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Sabemos  da  Equaqao  15.7.6  que 


dA 


Mas  tambem  sabemos  como  caleular  integrals  duplas  em  coordenadas  polares.  De  fato, 
combinando  a Equacao  1 com  a Equaqao  15.4.3,  obtemos 


z)dV=*  J | 


"«;{*.  V) 


fix,  >',  z)  dz 


de  _ i j-..  a- 

"y 

r / dr 
rdd 

FIGURA3 

Elemento  de  volume  em  coordenadas 
ctltndrieas:  dV  = r dz  dr  dd 


1 1 1 fix,  v,  z)  dV  = |* 


E 


nh(0) 
J h. JO) 


cos  6,  r sen  ff  i 
u,{r  cos  d,  r sen  9) 


fir  cos  6,  r sen  d,  z)  r dz  dr  dS 


A Formula  2 e a formula  para  a integra^ao  tripla  em  coordenadas  cilmdricas.  Ela  nos 

diz  que  convertemos  uma  integral  tripla  em  coordenadas  retangulares  para  coordenadas 
cilmdricas  escrevendo  a = rcos  9,  y = rsen  9e  deixando  z como  esta,  utilizando  os  li- 
mites  apropriados  de  mtegraqao  para  z,  r e 0,  e trocando  dV  por  r dz  dr  dO.  (A  Figura  3 
mostra  como  se  lembrar  disso.)  E recomendavel  a utilizaqao  dessa  formula  quando  E 6 
uma  regiao  solida  cuja  descri^ao  e mais  simples  em  coordenadas  cilmdricas,  e especial- 
mente  quando  a funqao  f(x , y,  z)  envolve  expressoes  x2  + y2. 


FIGURA  4 


.cAi/ijlPiij  1 :::  Um  solido E esta contido  no cilindro x2  + y2  — 1,  abaixo do  piano z = 4e 
acima  do  paraboloide  z = 1 — x~  — y2  (veja  a Figura  4).  A densidade  em  qualquer  ponto  e 
proporcional  a distancia  do  ponto  ao  eixo  do  cilindro.  Determine  a massa  de  E. 

SOLUQAO  Em  coordenadas  cilmdricas  o cilindro  er=leo  paraboloide  e z = 1 - r2,  e 
podemos  escrever 

E = {(r,  6,  z)  1 0 Q 2ir,  0 r 1,  1 - r2  z 4} 

Como  a densidade  em  (x,  y,  z)  e proporcional  a distancia  do  eixo  z,  a funcao  densidade  e 

fix , y,  z)  = Kyx2  + y2  = Kr 

onde  K e a constante  de  proporcionalidade.  Portanto,  da  Formula  15.7.13,  a massa 
de  E e 


m—  |jj  Kyfx1  + y2  dV  — j J (Kr)  r dz  dr  dd 

— j()  Ar2[4  — (1  — r2)]drd$  = K j '1’  d6  | ' (3r2  + r4)dr 

= 2 t rK 

EM irlfi;  I Calcule  j ^ j'  ^ _ J /__ (x2  + y2)dzdydx. 

SOLUQAO  Essa  integral  iterada  e uma  integral  tripla  sobre  a regiao  solida 
E — {U,  y,  z)  | -2  ^ x ^ 2,  -V4  ~ a2  y ^ y4  - x\  yx2  + y2 


r3  + 


' .•/J-ifeiV--  ;§i£&v 


■is  : 
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Sabemos  da  Equagao  15.7.6  que 


j||  f(x,y,z)dV^  || 


y> 

fix,  V,  z)  dz 

It  Ax,  v) 


dA 


Mas  tambem  sabemos  como  calcular  integrals  duplas  em  coordenadas  polares.  De  fato, 
combinando  a Equagao  I com  a Equagao  15.4.3,  obtemos 


I rde 

i 

FfGURA  3 

Elemento  de  volume  em  coordenadas 
cilindricas:  dV  ~ r dz  dr  dB 


Cfi  C ^ f u r co*  & r sen  0 ) 


0)  Jufj  gos  0,  r .sen#} 


f(r  cos  0,  rsen#,  z)  r dz  drdO 


A Formula  2 e a formula  para  a integragao  tripla  em  coordenadas  cilindricas.  Ela  nos 

diz  que  convertemos  uma  integral  tripla  em  coordenadas  retangulares  para  coordenadas 
cilindricas  escrevendo  x = rcos  0,  y ~ rsen  6e  deixando  z como  esta,  utilizando  os  li- 
mites  apropriados  de  integragao  para  z,  r e 9,  e trocando  dV  por  r dz  dr  dd . (A  Figura  3 
mostra  como  se  lembrar  disso.)  E recomendavel  a utilizagao  dessa  formula  quando  E e 
uma  regiao  solida  cuja  descrigao  e mats  simples  em  coordenadas  cilindricas,  e especial- 
mente  quando  a fungao  f(x,  y,  z)  envolve  expressoes  x2  + y3. 


Z = 4 


FIGURA  4 


Ei:  I-  t ' Um  solido  E esta  contido  no  cilindro  x2  + y2  = 1,  abaixo  do  piano  z = 4 e 

acima  do  paraboloide  z — 1 ~ x2  — y2  (veja  a Figura  4).  A densidade  em  qualquer  ponto  e 
proporcional  a distancia  do  ponto  ao  eixo  do  cilindro.  Determine  a massa  de  E. 

SOLUQAO  Em  coordenadas  cilindricas  o cilindro  e r — 1 e o paraboloide  e z — 1 - r2,  e 
podemos  escrever 

E — {(r,  6,  z)  1 0 0 27 r,  1,  1 — r2  z 4} 

Como  a densidade  em  (x,  y,  z)  e proporcional  a distancia  do  eixo  z,  a fungao  densidade  e 

f(x,  y,  z)  = A\/x2  + y2  *=  Kr 

onde  K e a constante  de  proporcionalidade.  Portanto,  da  Formula  15.7.13,  a massa 
de  E e 


m—  HI  K\/ x 2 + _y2 dV  = J ( Kr)rdzdrdO 

e r 

= [2W  £'  A>2[4  - (1  - r2)]drd0  - K ['  (3r2  + r4)dr 


= 2ttA1  r3 


12?r£ 

5 


.•  '-rMPLO  i . Calcule  | __  |*v  j _____  (x2  + y2)dz  dy  dx . 

SOLUQAO  Essa  integral  iterada  e uma  integral  tripla  sobre  a regiao  solida 

E = {(x,  z)  | -2  ^ x ^ 2,  I y ^ ^ V'.C + y2  z 2} 
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FIGURA  5 


e a projegao  de  E sobre  o piano  xy  e o disco  x2  + y2  4.  A superficie  inferior  de  E e o 
cone  z = Jx2  + y2  e a superficie  superior  e o piano  z = 2.  Essa  regiao  tem  uraa 
descrigao  muito  mais  simples  em  coordenadas  cilfndricas: 

E — {(r,  6,  z)  j 0 0 2 it,  0 r 2,  r^z^2} 


Portanto  temos 


j (x2  + y2)dz  dy  dx  — jjj  (a2  4-  y2)dV  = j j j rrdzdrdd 

£ 

= jj"  d6  j(‘  r3(2  - r)  dr  = 27r[|r4  - Jr5]o  — y it 


aw® 

!. ..  .1  Coordenadas  Esfericas 


FIGURA  6 

Coordenadas  esfericas  de  P 


Na  Segao  1 2.7,  definimos  as  coordenadas  esfericas  (p,  <F)  de  um  ponto  (veja  a Figura  6)  e 

demons  tramos  as  seguintes  relagoes  entre  coordenadas  retangulares  e coordenadas  esfericas: 

ff]  x — p sen$  cos  6 y — p sen  (f>  sen  9 z — p cos  $ 

Nesse  sistema  de  coordenadas,  o correspondente  a caixa  retanguiar  e unia  cunha 
esferica 


E — {(p,  d,  d)) ; a p ss  b,  a =£  9 *£  /3,  c <f>  d) 


onde  « 2*  0,  ft  - a 2rr,  e <7  - c tt.  Apesar  de  termos  definido  as  integrals  triplas 
dividindo  solidos  em  pequenas  caixas,  podemos  mostrar  que,  dividindo  o solido  em  peque- 
nas  cunhas  esfericas,  obtemos  sempre  o mesmo  resultado.  Assim,  dividiremos  E em 
pequenas  cunhas  esfericas  Eijk  por  meio  de  esferas  igualmente  espacadas  p = pt,  semi- 
pianos  6 — Oj  e semicones  4>  = <f)k.  A Figura  7 mostra  que  E,jk  e aproximadamente  uma 
caixa  retanguiar  com  dimensoes  A p,  p,  A <t>  (arco  de  circunferencia  de  raio  p,  e angulo  A d>) 
e pi  sen</>r  Ad  (arco  de  circunferencia  de  raio  pi  $en <f>k,  e angulo  Ad).  Logo,  uma  aproxi- 
magao  do  volume  de  Eijk  e dada  por 


AVy* 5=5:5  (Ap)(p(  A <f>){pi  sen <f>k  A 0)  = p2  sen<F  Ap  Ad  A^> 

De  fato,  pode  ser  mostrado,  com  a ajuda  do  Teorema  do  Valor  Medio  (Exercicio  39),  que 
o valor  exato  do  volume  de  Ei;k  e dado  por 

A V-,jk  = pi  sen  <f>k  &.pA9&.<f) 


onde  (p,,  fy,  <f>k)  e algum  ponto  do  interior  de  Seja  (x,*-,  z*k)  as  coordenadas 
retangulares  desse  ponto.  Entao 

l m 

fff/(*,  y,z)dv^  Inn  m/(4^4)Ab,t 


= lim  2 2 X /(p<  sen  4>f.  cos  9h  pi sen^t  sen%  p/  cos  <£*)  pi  sen<£*  Ap,  Ad,  A<£* 

-=1  ;=l 


Mas  essa  soma  d uma  soma  de  Riemann  para  a funcao 

F{p,  d,  <f>)  = p2  sen  </>/{p  sen  $ cos  d,  p sen  tp  sen  d,  p cos  <p) 

Conseqiientemente,  chegamos  & seguinte  formula  para  a integragao  tripla  em  coorde- 
nadas esfericas: 


v.&JS&ifo  -Av  Z vif;.-.-. 
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p sen  <pd6  dpy 

/ A \ 


FIGURA  8 

Elemento  de  volume  em 
coordenadas  esfericas: 
dV  = p3  sen  tf>  dp  d$  dtp 


A Formula  4 nos  diz  que  convertemos  uma  integral  tripla  de  coordenadas  retangulares 
para  as  coordenadas  esfericas,  escrevendo 

x ~ P sen  4 > cos  6 y = p sen  (f>  sen  6 z = p cos  4> 

utilizando  os  limites  de  integra^ao  apropriados  e substituindo  dV  por  p1  sen  <f>  dp  dO  drfx 
Isso  6 ilustrado  na  Figura  8. 

Podemos  esperar  que  essa  formula  inclua  regioes  esfericas  mais  gerais  como 

E = {(p,  6,  4>)  | a Q ^ /3,  c ^ d,  g/d,  <p)  ^ p ^ g2(0,  </>)} 

Nesse  caso,  a formula  e a mesma  que  (4),  exceto  que  os  limites  de  integra^ao  para  p sao 
9 1(0.  <f>) e 92(0,  4>). 

Normalmente  as  coordenadas  esfericas  sao  utilizadas  nas  integrais  triplas  quando  su- 
perficies como  cones  e esferas  formam  a fronteira  da  regiao  de  integracao. 

fcXEMPLC  3 □ Calcule  JjjB  e[l  -v  K 1 dV,  onde  Be  a bola  unitaria: 

B = {(*, y,  z)\x2  + y2  + z2  ^ 1} 

SOLUfAO  Como  a fronteira  de  B e uma  esfera,  utilizaremos  coordenadas  esfericas: 

B = {(p,  e,<f>)\0^p^  1,  0^0^  2tt,  rr} 

Alem  disso,  as  coordenadas  esfericas  sao  convenientes,  pois 


x2  + y2  + z2  — p4 


Entao,  (4)  temos 


dy  = £2w  j*J  ^p2)3/ysen  $ df)  d6  dd) 

= l^sen 4>d(f>  |_2"  d()  j*1  p2ep'dp 
= [—cos  4>]o(2ir)  [\ep'X  = f ir(e  - 1) 


NOTA  □ Seria  extremamente  desvantajoso  calcular  a integral  do  Exemplo  3 sem  coor- 
denadas esfericas.  Com  coordenadas  retangulares  a integral  iterada  seria 


r . !V  !ll  j V 111  e{x2+^2?n  dz  dy  dx 


Eh.,  /dx 
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FiGURA  9 


A • Utilize  as  coordenadas  esfericas  para  detenninar  o volume  de  urn  solido  que 
esta  acima  do  cone  z — v/p""+ y ■’  e abaixo  da esfera x~  + y2  + z2  — z (veja  a Figura  9). 


A Figura  10  mostra  uma  visao 
diferente  (desta  vez,  utilizamos  o 
MAPLE)  do  solido  do  Exemplo  4. 


FIGURA  10 


SOLUQAO  Note  que  a esfera  passa  pela  origem  e tem  centra  em  (0,  0,  |).  Escrevemos  a 
equacao  da  esfera  em  coordenadas  esfericas  como 

p 2 = p cos  <f>  ou  p — cos  <p 

A equaqao  do  cone  pode  ser  escrita  como 

p cos  (f)  — yp2$en2<£cos20  + p2  sen2<£sen20  ~ p sen  </> 

Ou  seja,  sen  <f>  — cos  </>,  ou  <f>  = tt/4.  Portanto  a descriqao  do  solido  E em  coordenadas 
esfericas  e 

E — {(p,  6,  (}>)  1 0 6 ^ 2tt,  0 <p  ^ 7r/4,  0 cp  sS  cos  <£} 

A Figura  1 1 mostra  como  E e vaiTido  se  integramos  primeiro  em  rela9ao  a p,  depois  em 
rela?ao  a <f),  e enlao  em  relaqao  a 6.  0 volume  de  E € 


err  f r r 

n£)=  r4  r* 

J JJ  Jo  Jo  Jo 


r r -j  "I  p= COS  <£ 

j | ir/4  , p , , 

Jo  dSJo  T d4> 

L ^ J p— o 

r ^ ^ ^ ^ 

J sen  <f>  cos  i<f>  d<p  = 


p"  sen  4>dpd<f>d6 

p~ cos  <7> 


2ir 

X 


COS4(f) 


77 

¥ 


p vana  de  0 a cos  enquanto 
FIGURA  11  e 0 ficam  constantes. 


4>  varia  de  0 a 7r/4, 
enquanto  8 fsca  constante. 


0 varia  de  0 a 2t7. 
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Exercicios 


1-4  ri  Fa^a  o esboco  do  solido  cujo  volume  e dado  pela  integral  e 
caicule  essa  integral 

I',4  C 2rr  F4  fir/ 2 F2  F9-r2 

\ rdzdO  dr  2.  j rdzdrdO 

0 JO  Jr  JO  Jo  JO 

3.  | j j p2  sen  4>  dp  dB  dd>  4.  j | j p’sea  d>  dp  dd>  dO 
jo  Jo  Jo  Jo  Jir/lJi 

5-6  □ Estabele^a  a integral  tripla  de  urna  funcao  conti'nua  arbitraria 
fix,  v,  z)  em  coordenadas  cihnddcas  ou  esfericas  sobre  o solido 
mostrado. 


7-16  □ Utilize  as  coordenadas  cih'ndricas. 

7.  Caicule  fjj£  J. x 2 + y2  dV,  onde  £ e a regiao  contida  dentro 
do  cilindro  x2  + y2  = 16  e entre  os  pianos  z = ~5  e z = 4. 

8.  Caicule  j | ]£  (x3  + xy2)  dV,  onde  £eo  sblido  do  primeiro 
octante  que  esta  abaixo  do  paraboloide  z ~ 1 — x2  — y2. 

9.  Caicule  Jj  f£.  e~  dV , onde  E esta  delimitado  pelo  paraboloide 

z — 1 + x2  + y2,  pelo  cilindro  x2  + y2  = 5 e pelo  piano  xy. 

10-  Caicule  JJ  j£  x dV,  onde  £ esta  delimitado  pelos  pianos  z = 0 
e z = x + y + 3,  pelos  cilindros  x2  + y2  = 4 e x 2 + y2  = 9. 

f|1.  Caicule  fff£ x2dV,  onde  £e  o sdlido  que  esta 

dentro  do  cilindro  x2  + y2  = 1,  acima  do  piano  z = 0 
e abaixo  do  cone  z2  — 4x2  -f-  4y2. 

12.  Determine  o volume  do  solido  que  esta  dentro  tanto  do  cilindro 
x2  -F  y2  — 1 corno  da  esfera  x2  + y2  + z2  — 4. 

13.  (a)  Ache  o volume  da  regiao  £ limitada  pelos  paraboldides 

z — jc2  + y2  e z = 36  — 3x2  — 3 y2. 

(b)  Encontre  o centroide  do  £ (centro  de  massa  no  caso  em  que 
a densidade  e constante). 

14.  (a)  Determine  o volume  do  s61ido  que  o cilindro  r — a cos  6 

corta  da  esfera  de  raio  a centrada  na  origem. 

(b)  Ilustre  o solido  da  parte  (a)  desenhando  a esfera  e o 
cilindro  na  mesma  tela. 

15.  Determine  a massa  e o centro  de  massa  do  s61ido  S limitado 
pelo  paraboloide  z = 4x~  + 4y2  e pelo  piano  z — a (a  > 0)  se 
S tem  densidade  constante  K. 


16.  Determine  a massa  da  bola  B dada  por  x2  if  + z2  a2  se  a 
densidade  em  qualquer  ponto  for  proporcional  a sua  distancia 
ao  eixo  z. 

17-28  O Utilize  as  coordenadas  esfericas. 

17.  Caicule  fjjfi  (x“  4 y2  + z2)dV,  onde  Be  a bola  unitaria 
x * + y2  + j’  < 1, 

18.  Caicule  JJjw  (x“  + y 2 ) dV,  onde  He  a regiao  hemisferica  que 
esta  acima  do  piano  xy  e abaixo  da  esfera  x2  + y2  + z2  ~ 1 . 

19.  Caicule  jjj  „ z dV , onde  £ esta  contido  entre  as  esferas 

a"  + y-  + z‘  = l e x2  + y1  + z2  ~ 4 no  primeiro  octante. 

20.  Caicule  Jjj£  ev'A  K W,  onde  £ e delimitado  pela  esfera 

+ y"  + z2  ~ 9 no  primeiro  octante. 

21.  Caicule  jjJc  x ^ , onde  £ e limitado  pelo  piano  xz  e os 
hemisferios  y - %/9  - x2  -z2ev  = V16  - x2  ~ z2. 

22.  Caicule  JJ  j_  xyz  dV , onde  £ esta  entre  as  esferas  p — 2 e p — 4 
e acima  do  cone  f>  — ir/3. 

23.  Determine  o volume  do  solido  que  esta  acima  do  cone 
4>  ~ -rr/ 3 e abaixo  da  esfera  p = 4 cos  <£ 

24.  Determine  o volume  do  solido  que  esta  dentro  da  esfera 
*2  + ^’2  + z''  ~ 4,  acima  do  piano  xy  e abaixo  do  cone 

2 5=  ^Jf/fTf/Tyl. 

25.  Determine  o centroide  do  s61ido  do  Exerctcio  21. 

26.  Seja  H um  hemisferio  sdlido  de  raio  a cuja  densidade  em  qual- 
quer ponto  6 proporcional  a distancia  ao  centro  da  base. 

(a)  Determine  a massa  de  H. 

(b)  Determine  o centro  de  massa  de  H. 

(c)  Determine  o momento  de  inercia  de  H em  rela^ao  a seu 
eixo. 

27.  (a)  Determine  o centroide  do  hemisferio  solido  homogeneo  de 

raio  a. 

(b)  Determine  o momento  de  inercia  do  solido  da  parte  (a)  em 
relacao  ao  diametro  de  sua  base. 

28.  Determine  a massa  e o centro  de  massa  do  hemisferio  sdlido 
de  raio  a se  a densidade  em  qualquer  ponto  for  proporcional  a 
sua  distancia  a base. 


29-32  u Dentre  as  coordenadas  cilmdricas  ou  esfericas,  utilize  a 
que  Ihe  parecer  mais  apropriada. 

life  Determine  o volume  e o centrdide  do  solido  £ que  esta  acima 
do  cone  z = yx2  + y2  e abaixo  da  esfera  x2  + y2  + z2  = 1. 

30.  Determine  o volume  da  menor  cunha  esferica  de  urna  esfera  de 
raio  a cortada  por  dots  pianos  que  se  interceptam  ao  longo  de 
um  diametro  com  um  anguio  de  it/ 6. 
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31.  Calcule  fff£.  z dV,  onde  E estd  aciina  do  paraboloide 

z ^ x2  + y2  e abaixo  do  piano  z — 2y.  Utilize  a Tabela  dc 
Integrals  (veja  a contracapa ) ou  uni  sisteina  computacional 
algebrico  para  calcular  a integral. 

32.  (a)  Determine  o volume  contido  pelo  toro  p - sen  <b. 

(b)  Utilize  um  computador  para  desenhar  o toro. 

i - 34  ....  Calcule  a integral,  transformando  para  eoordenadas 
cilindricas. 

33.  I'  fv‘  " f"  (x2  + y2)yi  dz  dy  dx 

J-l  J-  v'i  ~.r=  Jx:+y} 

dz  dx  dy 

Jo  Jo  Jx-*P 

:.  Calcule  a integral,  transformando  para  eoordenadas 
esfericas. 

35.  j jv  " " j'9  x ' z-Jx2  + y2  + z2  dz  dy  dx 

J-3  Jo 

36.  | 3 fv9  ■’  r,  ,h  * ’’  (x2  + y2  + z2)dzdxdy 

Jo  Jo  Jv'P+p 

37.  No  Projeto  de  Laboratorio  do  Capftulo  12,  investigamos  a 
famflia  de  superficies  p = 1 + |sen  md  sen  iuf>  que  foram 
usadas  para  modelar  tumores.  A “esfera  rugosa”  com 

m = 6en  = 5 esta  mostrada.  Utilize  um  sistema  de 
computagao  algebrica  para  determinar  seu  volume. 


j v/x2  + y 2 + ? dx  dy  dz  — 2 7 r 


(A  integral  impropria  tripla  e definida  como  o limite  da  integral 
tripia  sobre  uma  esfera  solida  quando  o raio  aumenta 
indefinidamente.) 

39.  (a)  Utilize  eoordenadas  cilfndricas  para  mostrar  que  o volume 

do  solido  Hmitado  por  cima  pela  esfera  r~  -f  z3  — a2  e por 
baixo  pelo  cone  z — cotg  <£>0(ou  (f>  = d>o),  onde 
0 < (f> o < vj 2,  e 

2 mi  ' , 

V - — — - (1.  - cos  (fin ) 

3 

(b)  Deduza  que  o volume  da  cunha  esferica  dada  por 
p,  s£  p s=  plt  0\  d ^ 02,  4>\  ^ <f>  ^ <f>2  & 

l _ 3 

AV  = -"■■■■-  (cos  </>  i — cos  <f>2  )(02  0\ ) 

(c)  Utilize  o Teorema  do  Valor  Medio  para  mostrar  que  „ 
o volume  da  parte  (b)  pode  ser  escrito  como 

AC  = p2  sen  <fy  A p A0  A 4> 

onde  p esta  entre  p,  e p?,  d>  esta  entre  <f)\  e <bz, 

A p = pz  ~ pu  A#  — — dt,  e A<£  — <}> i ~ (j)-. 

40.  Quando  estudam  a formagao  de  cordilheiras.  os  geologos 
estimam  a quantidade  de  trabalho  requerida  para  levantar  uma 
montanha  do  nivel  do  mar.  Considere  uma  montanha  que  tern 
essencialmente  o formato  de  um  cone  reto  circular.  Suponha 
que  a densidade  de  peso  do  material  na  vizinhanca  de  um 
ponto  P e g(P ) e a altura  e h(P). 

(a)  Determine  a integral  defmida  que  representa  o trabalho 
total  exercido  para  formar  a montanha. 

(b)  Assuma  que  o monte  Fuji  no  Japao  tem  o formato  de  um 
cone  circular  reto  com  raio  de  62.000  pes,  altura  de  12.400 
pes  e densidade  constante  de  200  Ib/pel  Quanto  trabalho 
teria  sido  exercido  para  formar  o monte  Fuji  se  a terra 
estivesse  inicialmente  ao  nxvel  do  mar? 


Projeto  Aplicado 


Corrida  na  Rampa 

Suponha  qiie  uma  bola  solida  (de  gude),  uma  bola  oca  (de  squash ),  um  cilindro  solido  (uma  barra 
de  ago)  e um  cilindro  ocq  (um  eano  de  chumbo)  rolem  era  um  piano  inclinado.  Qual  desses 
objetos  chegara  mais  depressa  embaixo?  (De  seu  palpite  antes  de  continuar.) 

: responder a essp  questao,  consideramos  a bola  cjpndro  com  massa  m,  raio  r e Jg 3 

l^^iea^jiMt^M^^felaei&olliM’derotacao).  Se  a queda  a^er^;|>o'tenC| 

no  topo  sera  nigh.  Suponha  que  o objeto  chegue  embaixo  com  velocidade  v e velocidade 
' <u,  e assim  v ~ wr. 


' - * - ' - v-“V  : 

liiww 


V, 

IV  L . 
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A energia  cinetica  na  base  da  rampa  consiste  .era  duas  .partes:-  | m r3  da  translagao  (moviraento  'de 
descida  da  rampage . ,j /<»2 .da  rotagao.  Se  supusermos  que  a perdd  de  energia  por  atrito  na  descidt 
seja  desprezivel,  entao  a lei  de  conservagao  de  energia  nos  da: 

: ■ mgh  = \mv2  + f/&>2  ' v.  A : ‘ ' 

1 Mostre  que  ,'i  | 


1 + /* 

Se  3?(f)  6 a distancia  vertical  percorrida  ate  o i 
Problema  1 mostram  que  v2  — 2gy/(l  + I*) 
mostrar  que  j sattsfaz  a equagao  diferencial 


di  \/  1 + /* 

onde  aeo  angulo  de  inclinagao  da  rampa. 

3.  Resol vendo  a equagao  diferencial  do  Problema  2,  mostre  que  o tempo  total  de  percurso  e 


; v g sen  a 

Isso  mostra  que  o objeto  com  menor  1*  ganha  a corrida. 

4,  Mostre  que  /*  = \ para  o cilindro  sdlido  e l*  = 1 para  o cilindro  oco. 

5,  Calcule  /*  para  a bola  parcialmente  oca  com  raio  interior  a e raio  extemo  r.  Expressc  sua 
resposta  em  termos  do  coeficiente  b = a/r.  O que  acontece  quando  a ->  0 e quando  a — * r? 

6,  Mostre  que  /*  — 5 para  a bola  sdlida  e /*  = f para  a bola  oca.  Assim,  os  objetos  terminam  a 
corrida  na  seguinte  ordem:  bola  sdlida,  cilindro  solido,  bola  oca,  cilindro  oco. 


A Interset^ao  de  Tres  Cilindros 


A figura  mostra  o solido  fomiado  por  tres  cilindros  circulares  com  mesmo  diametro  que  se 
interceptam  em  angulo  reto.  Neste  projeto  vamos  calcular  seu  volume  e determinar  como  sua 
forma  varia  quando  os  cilindros  tem  diametros  diferentes. 
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2.  Determine  o volume  do  sdlido  do  Problema  1 


4.  O que  aconteceria  ao  sdlido  do  Problema  1 se  o raio  do  priraciro  cilin< 
Ilustre  com  ora  desenho  a mao  livre  ou  com  urn  grafico  no  computarlo 

5.  Se  o primeiro  cilindro  for  x2  + y 2 — a\  onde  a < 1,  estabele^a,  mas 
integral  dupla  que  foraeqa  o volume  do  sdlido.  E se  a >1?  . : 


Mudantpa  de  Variaveis  em  Integrals  Multiplas 


Em  calculo  unidimensional,  frequenteraente  usamos  a mudanca  de  variavel  (uma  substi- 
tuiqao)  para  simplificar  uma  integral.  Revertendo  os  papeis  de  x e u,  podemos  escrever  a 
Regra  da  Substituiqao  (5.5.6,  dada  no  Capitulo  5 do  Volume  1)  como 


b fix)  dx  = f J f(g{u))g’(u)  du 

* a Jc 


onde  x = g(u)  e a — g(c),  b = g(d).  Outro  modo  de  escrever  a Formula  1 e a seguinte: 

[2]  | fix)  dx  = I d fixiii))  du 

Jc  du 


Uma  mudanqa  de  variaveis  pode  tambem  ser  util  em  integrals  duplas.  Ja  vimos  um 
exemplo  disso:  a conversao  para  as  coordenadas  polares.  As  novas  variaveis  red  estao 
relacionadas  as  velhas  variaveis xey  pelas  equaqoes 

x — r cos  6 v = r sen  0 


e a formula  de  mudanqa  de  variaveis  (15.4.2)  pode  ser  escrita  como 


r cos  0,  r sen  0)  r dr  d 0 


s 


onde  Sea  regiao  no  piano  r6  que  corresponde  a regiao  R no  piano  xy. 

Generieamente,  consideremos  uma  mudanqa  de  varidvel  dada  pela  transforma^ao  T do 
piano  uv  no  piano  xy: 


T(u,  v ) — (x,  y) 

onde  x e y estao  relacionados  com  u e v pelas  equacoes 
[f]  x ~ g(u , v)  y = h(u , v) 

ou,  como  as  vezes  escrevemos. 


x = x(u,  v)  y = y(u,  v ) 


Vamos  admitir  que  T seja uma  transformagao  C\  o que  significa que  g eh  tern  derivadas 
parciais  de  primeira  ordem  contmuas. 

Uma  transformaqao  T 6 de  fato  somente  uma  fun^ao  cujo  domfnio  e imagem  sao 
ambos  subconjuntos  de  R2.  Se  T(uu  vf  = (xu  >’i),  entao  o ponto  (jcj,  yi)  e denominado 
imagem  do  ponto  (uu  v}).  Se  nao  existem  dois  pontos  com  a mesma  imagem,  T e 
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F1GURA  1 


chamada  urn  a urn.  A Figura  1 mostra  o efeito  de  uma  transforma^ao  T em  urn  a regiao  S 
do  piano  uv.  T transforma  S em  uma  regiao  R no  piano  xy  denominada  imagem  de  S, 
constituida  das  imagens  de  todos  os  pontos  de  S. 


Se  7 e am  a um,  entao  existe  uma  transformagao  inversa  T 1 do  piano  xy  para  o piano 
uv  ee  possfvel  resolver  as  Equates  3 para  u e v em  termos  de  x e y: 

u = G(x,  y)  v — H(x,  3’) 


EXEtVIPtO  1 □ Uma  transformagao  e definida  pelas  equacoes 


y — 2 uv 


(0,  i>< 

s. 

• <<<  f(l, i) 

j 

s4  j 

■ 5 is, 

0 

i 

1 (K0)  « 

T 


fi 

i 

Vj 

\ 

/ 

/ 

((0,2) 

\ r _ . r 

\ x“ 1 T 

\ 

/ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

/ ' 
t ; 

R 

f . 

-1 
• i 

H,0)( 

0 

1(1,0)  x 

FIGURA  2 


Determine  a imagem  do  quadrado  S — {(«,  v)  1 0 «£  u 1,  0 *£  v *£  1}. 

SOLUfAO  A transforma^ao  leva  a fronteira  de  S na  fronteira  da  imagem.  Assim, 
come^amos  por  determinar  a imagem  dos  lados  de  S.  O primeiro  lado.  Su  e dado  por 
v = 0 (0  u *£  1)  (veja  a Figura  2).  Das  equagoes  dadas,  temos  x = u2,  y ~ 0,  e por- 
tanto  0 x 1.  Entao,  5,  e mapeado  no  segmento  de  reta  que  liga  (0,  0)  a (1,  0)  no 
piano  xy.  O segundo  lado,  S2,  e u = 1 (0  v 1)  e,  substituindo  u ~ 1 nas  equacoes 
dadas,  temos 


Eliminando  v,  obtemos 


x = 1 — v2  y — 2v 


0 « r ] 


que  e parte  de  uma  parabola.  Da  mesma  forma,  S?l  e dado  por  v = 1 (0  =£  u 1),  cuja 
imagem  e o arco  parabolico 


Finalmente,  Si  e dado  por  u = 0 (0  t*  1),  cuja  imagem  e x — — vz,  y — 0,  on  seja, 

1 x 0.  (Note  que  quando  nos  movemos  ao  redor  do  quadrado  no  sentido 
anti-horario,  iambem  nos  movemos  ao  redor  da  regiao  parabolica  no  sentido  anti- 
horario.)  A imagem  de  S 6 a regiao  R (mostrada  na  Figura  2)  Iimitada  pelo  eixo  x e pelas 
parabolas  dadas  pelas  Equates  4 e 5.  q 
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Agora  vamos  ver  como  a mudan^a  de  variaveis  afeta  a integral  dupla.  Comecemos  com 
um  retangulo  pequeno  S no  piano  uv  cujo  canto  inferior  esquerdo  e o ponto  («o>  a)  e cujas 
dimensoes  sao  Aw  e Ay  (veja  a Figura  3). 


V 

U = Uq 

r {«  ij,  u) 

* X 

r {«,  lj())  \/ 

Ay 

/ s 

T 

) Aw  \ 

FIGURA  3 

0 

u 

0 

X 

A imagem  de  S e a regiao  R do  piano  x\\  onde  em  um  dos  pontos  da  fronteira  esta 
Cvo,>!o)  = T(u0,  Vo).  O vetor 

r(w,  v ) — g(u,  v)  i + h(u , v)  j 

e o vetor  de  posi^ao  da  imagem  do  ponto  (w,  v).  A equagao  do  lado  inferior  de  S e v — Vo, 
cuja  curva  imagem  e dada  pela  l'ungao  vetorial  r(w,  y0).  0 vetor  tangente  em  U0)  >’o)  a essa 
curva  imagem  e 


, . . . . . dx  . dy  . 

r„  — gu{u o,  vQ)  i + /iu(w0,  vo)  J = — - l +■  — — J 

du  au 

Da  mesma  forma,  o vetor  tangente  em  (x0,  Vo)  a curva  imagem  do  lado  esquerdo  de  S 
(u  = wo)  e 


. . . . . , dx  dy  . 

rv  — g,,(uo,  v0)  i + h„(uo,  vQ)  J = — - i + — J 

dv  av 


r (u0,v0  + Av) 


Podemos  aproximar  a regiao  imagem  R = T(S ) pelo  paralelogramo  determinado  pelos 
vetores  secantes 

a = r(«0  + Aw,  Vo)  ~ r(«o,  e?o)  b = r(«0,  y0  + Av)  - r(wo,  Vo) 

mostrados  na  Figura  4.  Mas 


, r(wo  + Aw,  vo)  — r(w0,  vq) 

= bm  

Am AW 


r(«e,  t’n) 


FiGURA  5 


e entao  r(wo  + Aw,  i>o)  ~ r(w 0,  Wo)  ^ Awru 

Da  mesma  forma  r(wo,  vq  + Ay)  — r(wo,  yo)  ^ Ayr(, 

Isso  significa  que  podemos  aproximar  R por  um  paralelogramo  determinado  pelos 
vetores  Aw  rM  e Ay  r„  (veja  a Figura  5).  Portanto  podemos  aproximar  a £rea  de  R pela  irea 
desse  paralelogramo,  que  da  Se^ao  12.4  e 

i s j | (Awr„)  X (Ayrs)|  = |r„  x r„j  Aw  Ay 


... 





~.AA_ 
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Calculando  o produto  vetorial,  obtemos 


1 

j 

k 

dx 

dv 

0 

dx 

dy 

dx 

dx 

du 

— 

du 

du 

du 

dv 

du 

— 

k= 

dx 

ay 

dx 

Sy 

ay 

5y 

— 

dv 

0 

dv 

dv 

du 

dv 

dv 

O deterininante  que  aparece  nesse  calculo  e chamado  jacobiano  da  transformagao  e tem 
uma  nota^o  especial: 


O jacobiano  recebeu  esse  nome  em 
homenagem  ao  matematico  aiemao 
Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  (1804-1851). 
Apesar  de  o matematico  frances 
Cauchy  ter  usado  esse  determinante 
especial  envoi vendo  derivadas  parciais 
antes,  Jacobi  usou-os  no  metodo  para 
calcular  as  mtegrais  multiples. 


d(jc,  v) 

d(u,  v ) 


transfonnapao  T dada  por 

x = 

= $0 

dx 

dx 

du 

dv 

dx 

dx 

a.y 

_5y 

dy 

du 

dv 

dv 

aw 

du 

dv 

g{u , v)  e y = h(u , v)  e 


Com  essa  nota^ao  podemos  utilizar  a Equa^ao  6 para  obter  uma  aproximacao  da  area 
A A de  R : 


Hi 


AA 


a(*,  y) 

d(u,  v) 


Aw  Av 


onde  o jacobiano  e calculado  em  (uq,  vq). 

Em  seguida  dividimos  a regiao  S do  piano  uv  em  retangulos  Sy  e chamamos  suas  ima- 
gens  no  piano  xy  de  Ru  (veja  a Figura  6). 


Aplicando  a aproximacao  (8)  a cada  RtJ,  apro-ximamos  a integral  dupla  de/ sobre  R como 
se  segue: 


m n 

jj  /(■*»  y)  d-A  **  X X f(xu  yj ) aa 

* R i y«*j 


X X f(g(uh  v,),  h(u„  Vj)) 

(“i J-t 


d(x,  y) 

d(u,  V) 


Aw  Av 
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onde  o jacobiano  e calculado  em  vf.  Note  que  a soma  dupla  e a soma  de  Riemann  para 
a integral 

j I fig («.  *>),  A(«,  v))  I du  dv 

s i ^ ’ M 

A argumentagao  precedente  sugere  que  o seguinte  teorema  seja  verdadeiro.  (Uma  prova 
completa  e dada  em  livros  de  calcuio  avanpado.) 


| !9|  Mudan^a  de  Variaveis  em  uma  Integral  Dupla  Suponba  que  T seja  uma  j 

transforma^ao  C]  cujo  jacobiano  seja  nao  nulo  e leve  uma  regiao  S do  piano  uv 
j para  uma  regiao  R do  piano  xy.  Suponha  que  /seja  contihua  sobre  R e que  R e -S’ 
sejam  regides  planas  do  tipo  1 ou  II.  Suponha  ainda  que  T seja  um  a urn,  exceto 
possivelmente  nos  pontos  de  fronteira  de  S.  Entao 

j j f{x,  y)dA=  |j  f(x(u,  v),  y(u,  v)) 

7 *s 


dix,  y ) 


d(u,  v ) 


du  d v 


O Teorema  9 diz  que  mudamos  de  uma  integral  cmrev  para  uma  integral  em  u e v 
escrevendo re}'  em  termos  de  u eye  escrevendo 


dA 


d(x,  y) 
d(u , v ) 


du  dv 


d> 

o 

0 = 0 

p 

a 

r = a 

S . 

r~b 

9 = a 

\ 

i 

1 i 

1 

L ^ 

0 

a b r 

Note  a semelhanqa  entre  o Teorema  9 e a formula  unidimensional  da  Equaijao  2.  Em  vez 
da  derivada  dxjdu,  temos  o valor  absoluto  do  jacobiano,  ou  seja,  | dix,  y)/d(u,  v)  j. 

Como  primeira  llustragao  do  Teorema  9,  vamos  mostrar  que  a formula  de  integragao  em 
coordenadas  polares  e um  caso  especial  desta.  Aqui  a transformaqao  T do  piano  rd  para  o 
piano  xy  e dada  por 


x = g(r,  0)  = r cos  6 y — h(r , 0)  — r sen  $ 

e a geometria  das  transformaydes  e mostrada  na  Figura  7.  T mapeia  um  retangulo  ordinario 
do  piano  rB  no  retangulo  polar  do  piano  xy.  O jacobiano  de  T e 


d(x,y) 
d(r,  0) 


dx 

dx 

dr 

d8 

cos  8 

— r sen  8 

dy_ 

dy 

sen  6 

r cos  8 

dr 

de 

= r cos 2 6 + r sen20  — r > 0 


Logo,  o Teorema  9 nos  leva  a 

[J  f(xt  y)dxdy^  jj  fire  os  0,  r sen  B) 


dir,  8) 
rcos  8,  r sen  8)  r dr  d$ 


drdO 


F1QURA  7 

Trtosforma<jao  para  as  coordenadas 
P°lares 


que  e o mesmo  que  a Formula  15.4.2. 
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EXEMPLO  2 □ Utilize  a mudanga  de  variaveis  x = u 2 ~ v2,  y ~ 2 uv,  para  calcular  a 
integral  j y dA , onde  Rea  regiao  limitada  -pelo  eixo  x e pelas  pardbolas  y2  — 4 - 4x 
jU  = 4 -}~  4 A'. 

SOLUQAO  A regiao  R esta  mostrada  na  Figura  2.  No  Exemplo  l descobrimos  que 
T(S ) = R , onde  S e o quadrado  [0,  1]  X [0,  I].  De  fato,  a razao  que  nos  levou  a fazer  a 
mudan^a  de  variavel  para  calcular  a integral  e que  S e uma  regiao  muito  mais  simples 
que  R.  Vamos  calcular  o jacobiano: 


gfc  >’) 

d(u , v) 


dx 

dx 

du 

dv 

2 u 

2v 

dy 

dy 

2v 

2 u 

du 

dv 

Portanto,  pelo  Teorema  9, 


("  j y dA 

'it 


II 


luv 


Mx,  y) 
d(u , v } 


dA  ~ | J (2ny)4(V  + ir)  du  dv 


8 jo  jQ  (idv  + uv2)  du  dv  ~ 8 \iu4v  + | u2v  ’]‘UJ0  dv 

j (2v  + 4v3)dv  — (V  + — 2 


NOTA  a O Exemplo  2 nao  foi  um  problema  muito  diftcil  de  resolver  porque  ja  conhe- 
ciamos  uma  mudan^a  de  variaveis  apropriada.  Se  nao  a conhecessemos  de  antemao,  entao 
o primeiro  passo  seria  descobrir  uma  mudan§a  de  variaveis  apropriada.  Se  f (x,  y)  e dificil 
de  integral  entao  a forma  de  fix,  y)  pode  sugerir  uma  transfornia^ao.  Se  a regiao  de  inte- 
grate R e desajeitada,  entao  a transformagao  deve  ser  escolhida  para  que  a regiao  S cor- 
respondente  no  piano  uv  tenha  uma  descri^ao  mais  conveniente. 

EXEUIPLO  3 □ Calcule  a integral  jjA>  eKX+y){(K~y) dA,  onde  R e a regiao  trapezoidal  com 
vertices  (1,  0),  (2,  0),  (0,  ~2)  e (0,*- 1). 

SOLUQAO  Como  nao  e facil  integrar  e 1 ! y>,  vamos  fazer  a mudan^a  de  variaveis  su~ 

gerida  pela  forma  da  fun^ao: 

|10j  u ~ x + y v — x — y 

Essas  equates  definem  a transforma^ao  T 1 do  piano  xy  para  o piano  uv,  O Teorema  9 
diz  respeito  a transforma^ao  T do  piano  uv  para  o piano  xy.  Esta  e obtida  resolvendo-se 
as  Equacoes  10  para  x e y: 


(TtJ 

O jacobiano  de  T e 


X “ 2 

(u  + v) 

y = \{u  - 

dx 

dx 

d(x,  y) 

du 

dv 

J i j j 

— 2 2 

d(u , v ) 

dy 

dy 

t i 

12  2 [ 

du 

dv 

v) 


Zi~ 


1044 


CALCULG 


Editora  Thomson 


Para  determinar  a regiao  S do  piano  uv  correspondente  a /?,  notamos  que  os  lados  de  R 
estao  sobre  as  retas 


Vk 

(-  2.  2) 

*-  = 2 (2,  2) 

u=  ~v\^  5 

y a = v 

(-1-D  ” 

(p  i) 

v ~ 1 

0 

u 

T 


y = 0 x — y — 2 x = 0 x — y = 1 
e das  Equaqoes  10  ou  11  as  retas  imagem  do  piano  uv  sao 

u — v v — 2 u — —v  v — 1 

Entao,  a regiao  Sea  regiao  trapezoidal  com  vertices  (1,  1),  (2,  2),  (—2.  2)  e ( — 1,  1) 
mostrada  na  Figura  8.  Como 


x - y = 1 

I 1 2 


,S'  — {(«,  v)  | 1 sS  v ^ 2,  — v *£  u v} 


o Teorema  9 leva  a 


R 


-i  r 

-X-y  = 2 

|J  e(^y)/(x~y) dA  = 
'it 

— (1  x>u/v 

3(a\  >!) 

du  dv 

-2  I 

- JJ e 

s 

d(u,  v) 

FIGURA  8 

“ 

■fj> 

uh(\)du 

dv  = ? [vetthX-_ 

= 

= \ j " (e 

— e l)vdv  — j(e  — e~') 

Integrais  Triplas 

Existe  uma  formula  de  mudanqa  de  variaveis  semelhante  para  as  integrais  triplas.  Seja  T a 
transformaqao  que  leva  uma  regiao  S no  espaco  uvw  para  uma  regiao  R no  espaco  xyz  por 
meio  das  equaqoes 


x — g(u.  v , w)  v — h(u , v , w ) 


z = k(u,  V,  w) 


O jacobiano  de  T e o seguinte  detemiinante  3X3: 


j,  z) 
d(w,  v,  w) 


dx 

dx 

dx 

du 

dv 

dw 

dy 

dy 

dy 

du 

dv 

dw 

dz 

dz 

dz 

du 

dv 

dw 

Das  hipoteses  semelhantes  aquelas  do  Teorema  9,  temos  a seguinte  formula  para  integrais 
triplas: 


Lil  % ■ . Utilize  a Formula  13  para  deduzir  a formula  para  a integraqao  tripla  em 
coordenadas  esfericas. 
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Exercicios 


SOLUQAO  Aqui  a mudan^a  de  variaveis  e dada  por 

x — p sen  t/>  cos  9 y = p sen  </>  sen  9 


p COS  <p 


Calculamos  o jacobiano  como  segue: 

d (a%  v.  z) 
dip.  0,  (p) 


sen  <p  cos  0 ~p  sen  <b  sen  6 p cos  (p  cos  9 

sen  <p  sen  9 p sen  (p  cos  9 p cos  (p  sen  0 
cos  <p  0 — p sen  <p 


-psent/>sen#  p cost/)  cos  d!  sen  (p  cos  6 - p sen  4>  sen  0 

— cos  (p  I ! — p sen  </>  I 

p sen  (p  cos  6 p cos  </>  sen  0 j sen  t/>  sen  6 p sen  <p  cos  $ 

= cos  t/>  (~~p2  sen  t/>  cos  <b sen2 6 — p2 sen  (pc os  (pcos29 ) 

— psen  (p  (psen2</>cos2#  + p sen'tpscnO) 

— —p1  sen  <pcos2<p  — p2  sen  </>  sen 2(p  = ~~p2  sen  <p 

Como  0 (p  ss  7f,  temos  sen  </>  3*  0.  Portanto 


djx,  y,  z) 
d(p.  9,  (p) 


-p2  sent/) | = p:sen</> 


e a Formula  13  nos  da 


)jff(x,y,z)dV  — Jjj  f(p  sen  <p  cos  9,  p sen  t/>  sen  9 , p cos  t/>)  p:  sen  t/»  tip  d9d<P 


que  equivale  a Formula  15.8.4. 


1-i  □ Determine  o jacobiano  da  transforma5ao. 
1.  x — u + 4v,  y *=  3u  — 2t’ 

IM.  a — m2  - v2,  v = u2  + v2 


4.  x — a sen  j8,  y — a cos  /3 
X = lit',  v = VIV,  z ~ uw 

6.  x**eu~\  z - ea+'+" 

7-10  □ Determine  a imagem  do  conjunto  5 sob  a transforma^ao  dada. 

ai  S = {(«,  «)|0*SU«3,  0«»«2}; 
x — 2u  + 3i>,  y = u - v 

8.  S 6 o quadrado  limitado  pelas  retas  w = 0,  « = 1,  y = 0, 
v ==  1;  x = y,  >•  = «(1  + r2) 

5.  S e a regiao  triangular  com  vertices  (0,  0),  (I,  1),  (0,  1); 
x ~ «*.,  y = y 


10.  S e o disco  dado  por  «2  + y2  1;  x ~ au,  y ~ bv 

11-18  c Utilize  a transforma§ao  dada  para  calcular  a integral. 

it;  (x  — 3y)  dA,  onde  Re  a regiao  triangular  de  vertices 
(0,  0),  (2, 1),  e (1,  2);  a = 2u  + v,  y — u + 2v 

12.  JJR  (4x  + 8y)  dA,  onde  R to  paralelogramo  com  vertices 
(-1,3),  (1,  -3),  (3,  —1),  e 5); 
a — | (it  + v),  y — |(y  ~ 3m) 

131;  JJR  a2 dA,  onde  R e a regiao  limitada  pela  elipse 
9a'2  + 4y2  - 36;  a - 2 u,  y = 3v 

14.  JjR  (a2  - xy  + y2)dA,  onde  Re  a regiao  limitada  pela 
elipse  a2  — x>*  + y2  = 2; 

a ~ y/2u  ~ v 2 /3 v,  y — -yfXu  + \2~j3v 

15.  jjs  xy  tM,  onde  Re  a regiao  do  primeiro  quadrante  limitada 
pelas  retas  y = x e y — 3x  e pelas  hiperboles  xy  = 1,  xy  = 3; 
a — w/y,  y = v 
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16.  jjs  y2  dA,  onde  R e a regiao  limitada  pelas  curvas  xy  = 1, 

xv  = 2,  xy2  — 1,  xy2  — 2;  u = xy,  = xy2.  Ilustre  ulilizando 
uma  calculadora  grafica  ou  um  computador  para  tra<jar  R. 

17.  (a)  Calcule  jjj£  dV,  onde  E e o solido  contido  pelo  elipsoide 

x2fa2  4-  y2/bl  + z2/x2  — 1.  Utilize  a transforma^ao 
x = au , y = bv,  z — cw. 

(b)  A Terra  nao  e perfeitamente  esferica;  como  resultado  da 
rota?ao  os  polos  foram  achatados.  Assim,  seu  formato 
pode  ser  aproximado  por  um  elipsoide  com  a — b — 6378 
kmec  = 6356  kin.  Use  o item  (a)  para  estimar  o volume 
da  Terra. 

18.  Calcule  jjf£.  x~y  dV,  onde  E e o solido  do  Exercicio  17(a). 

lfl-23  Calcule  a integral,  fazenda  uma  mudanfa  de  variaveis 
apropriada. 

•jq  ff  x ~ jA,  onde  R e o paralelogramo  delimitado  pelas 

' S3  3x  - v 

R 

retas  x — 2v  = 0,  x — 2y  — 4,  3x  — y — 1 , e 3x  — y = 8 


20.  jjs(x  -r  y)ex  r dA , onde  R e o retangulo  delimitado  pelas 
retas  x - y = 0,  x - y = 2,  x + y = 0 e x + y = 3 

21.  (J  cost  - I dA,  onde  R 6 a regiao  trapezoidal 
W \ y + x / 

com  vertices  (1,0),  (2,  0),  (0,  2)  e (0,  I) 

22.  )Jfi  sen(9x3  + 4y2)dA,  onde  R 6 a.  regiao  do  primeiro 
quadrante  limitada  peia  elipse  9x2  + 4y2  ~ i 

23.  \'\K  c ’ ' dA,  onde  R e dada  peia  inequacao  | x [ + jyj  1 

24.  Seja  / uma  funcao  continua  sobre  [0,  1]  e seja  R a 
regiao  triangular  com  vertices  (0,  0),  (1,  0)  e 

(0,  1).  Mostre  que 

||  f(x  + y)  dA  = | uf(u)  du 


Eevisao 


VERIF1CAQAO  DE  CONCEITOS 


1.  Suponha  que / seja  uma  funcao  continua  definida  sobre  um 
retangulo  R = [a,  b ] X [c,  d\ 

(a)  Escreva  uma  expressao  para  a soma  dupla  de  Riemann  de 
/.  Se  /(x,  y)  ? 0,  o que  essa  soma  representa? 

(b)  Escreva  a defini?ao  de  jjfl  fix , y)  dA  como  um  limite. 

(c)  Qual  e a interpreta^ao  geometrica  de  (Jfi  /(x,  y)  dA  se 
/(x,  y)  > 0?  E se  / tiver  valores  positivos  e valores 
negativos? 

(d)  Como  calcular  jj’R  /(x,  y)  dAl 

(e)  O que  a Regra  do  Ponto  Medio  para  as  integrals  duplas  diz? 

(f)  Escreva  uma  expressao  para  o valor  medio  de/. 

2.  (a)  Como  voce  define  jjD  f(x,  y)  dA  se  D e uma  regiao 

limitada  que  nao  e retangular? 

(b)  O que  e uma  regiao  do  tipo  I?  Como  calcular 
jj,,  /(x,  y)  dA  se  D for  uma  regiao  do  tipo  I? 

(c)  O que  e uma  regiao  do  tipo  II?  Como  calcular 
jJn  /(*>  y)  dA  se  & f°r  uma  regiao  do  tipo  II? 

(d)  Quais  as  propriedades  de  uma  integral  dupla? 

3.  Como  transformar  uma  integral  dupla  em  coordenadas 
retangulares  para  uma  integral  em  coordenadas  polares? 

Por  que  voce  faria  isso? 

4.  Se  uma  lamina  ocupa  uma  regiao  plana  D e tem  densidade 
p(x,  y),  escreva  expressoes  para  cada  um  dos  seguintes  itens 
em  termos  de  integral  dupla. 

(a)  A massa 

(b)  Os  momentos  em  rela^ao  aos  eixos 

(c)  O centre  de  massa 

(d)  Os  momentos  de  inercia  em  rela^ao  aos  eixos  e h origem 


5.  Seja  / uma  funcao  densidade  conjunta  de  um  par  de  variaveis 
aleatorias  X e Y. 

(a)  Escreva  uma  integral  dupla  que  represente  a probabilidade 
de  X estar  entre  a e b e Y estar  entre  c e d. 

(b)  Que  propriedades/ possui? 

(c)  Quais  sao  os  valores  esperados  de  X e F? 

6.  Escreva  uma  expressao  para  a area  de  uma  superficie  com  a 
equa^ao  z = /(x,  y),  (x,  y)  E D. 

7.  (a)  Escreva  a definujao  da  integral  tripla  sobre  uma  caixa 

retangular  B, 

(b)  Como  calcular  j j j f(x,  y,  z)  dV  ? 

* V 

(c)  Como  definir  j 1 1 /(x,  y,  z)  dV  se  E for  uma  regiao  solida 

£ 

limitada  diferente  de  uma  caixa  retangular? 

(d)  O que  e uma  regiao  solida  do  tipo  1?  Como  calcular 

| j j fix,  y,  z)  dV  se  E for  tal  regiao? 

V 

(e)  O que  e uma  regiao  solida  do  tipo  2?  Como  calcular 

|j|  fix,  y,  z)  dV  se  E for  tal  regiao? 

£ 

(f)  O que  e uma  regiao  solida  do  tipo  3?  Como  calcular 

Hi  f(x , y,  z)  dV  se  E for  tal  regiao? 

* £ 

8.  Suponha  que  um  objeto  solido  ocupe  uma  regiao  E e tenha 
funfao  densidade  p(x,  y,  z).  Escreva  expressoes  para  cada  um 
dos  seguintes  itens. 

(a)  A massa 
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(b)  Os  momentos  em  relagao  aos  pianos  coordenados 

(c)  As  coordenadas  do  centro  de  massa 

(d)  Os  momentos  de  inercia  em  relagao  aos  eixos 

8.  (a)  Como,  em  uma  integral  tripla,  trocar  de  coordenadas 
retangulares  para  ciluidricas? 

(b)  Como,  em  uma  integral  tripla,  trocar  de  coordenadas 
retangulares  para  coordenadas  esfericas? 


(c)  Em  que  situates  voce  deve  trocar  para  coordenadas 
ciltndricas  ou  esfdricas? 

10.  (a)  Se  uma  transformacao  T e dada  por  x = g(u,  v), 
y = h(u,  v),  qual  e o jacobiano  de  T? 

(b)  Como  voce  muda  de  vanaveis  em  uma  integral  dupla? 

(c)  Como  voce  muda  de  vanaveis  em  uma  integral  tripla? 


TESTES  FALSO-VERDADE1RO 


Determine  se  sao  falsas  ou  verdadeiras  as  segulntes  afirmagoes.  Se  verdadeiras. 
explique  por  que.  Se  falsa,  explique  por  que  ou  de  um  contra-exemplo. 

1.  | '(  x2  sen(x  — >’)  dx  dy  — j2^  x2  sen(x  — y)  dy  dx 

2.  j j yjx  + v2  dy  dx  = J"  |"  \fx~'+  y2  dx  dy 

3.  j J x 2e y dy  dx  = j x2  dx  j ey  dy 

4.  j | e*'+y'  sen  y dx  dy  ~ 0 


5.  Se  D e um  disco  dado  por  x2  + y2  € 4,  entao 
||  v'4  ~ x2  — y2  dA  — j 7T 

D 

6-  J:  j.  (x2  + v v ) S£n[xzy2)dx dy  9 

7.  5.  A integral 

("2ir  f 2 C2 

|o  J j dzdrdd 

representa  um  volume  contido  pelo  cone  z = yx-  -t  y ' e pelo 
piano  z — 2. 

8.  A integral  jjj£  kE  dz  dr  dd  representa  o momento  de  inercia 
em  tomo  do  eixo  z de  um  sdlido  E com  densidade  constante  k. 


EXERC1C10S 


1.  A figura  mostra  um  mapa  de  contomos  de  uma  fungao  / sobre  o 
quadrado  R — [0,  3]  X [0,  3],  Utilize  a soma  de  Riemann  com 
nove  temios  para  estimar  o valor  de  j /(x,  y)  dA.  Tome  os 
pontos  amostra  como  sendo  o canto  superior  direito  dos  quadrados. 


2.  Utilize  a Regra  do  Ponto  Medio  para  estimar  a integral  do 
Exerctcio  i. 

3-8  o Calcule  a integral  iterada. 

3.  j';  P(y  + 2xe’)dxdy  4.  j^\'ye"dxdy 


5.  /;  j;  cos(x2}  dy  dx 


8.  | | 3 xy2  dy  dx 


i.  ri  j 

Jo  Jo  Jo 


i-j, 


y sen  x dz  dy  dx  8.  j j j 6xyz  dz  dx  dy 


□ Escreva  fjs  /(x,  y)  dA  como  uma  integral  iterada,  onde  R e 
a regiao  mostrada  e/ e uma  fungao  arbitraria  continua  em  R. 


11.  Descreva  a regiao  cuja  area  e dada  pela  integral 

fir/ 2 fSS"  26 

I I rdrdO 

Jo  Jo 

12.  Descreva  o solido  cujo  volume  e dado  pela  integral 

ir/2  rr/2  12  , 

Jo  jo  J,  P~*™<l>dpd<f>d6 

e calcule  essa  integral. 
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CALCULO 


Editora  Thomson 


13-14  □ Calcule  a integral  iterada  primeiro  invertendo  a ordem  de 
integrafao. 

13.  j * f!  cos(y2)dydx  14.  j ~f~dxdy 

15-28  G Calcule  o valor  da  integral  multipla. 

15.  jTK  ye”  dA,  onde  R - {(x,  v)  1 0 «=  x « 2,  0 ^ y 3} 

16.  JjD  xydA,  onde  D = {(x,  y)  | 0 « y =£  1,  y2  «£  x ^ y + 2} 

17.  | j — — — dA.  onde  D e limitada  por  y — yfx,  y = 0,  x — 1 

1 + x” 

D 

i 

18.  1 j dA , onde  D e a regiao  triangular  de 

JJ  I + X' 

o 

vertices  (0,  0)  (1,  1),  e (0,  1) 

19.  ff  y dA,  onde  De  a regiao  no  primeiro  quadrante  limitada 
pelas  parabolas  x — y"  e x — 8 — y~ 

20.  ff  y dA,  onde  Dea  regiao  do  primeiro  quadrante  que  esta 
acima  da  hiperboie  xy  — 1 e da  reta  y — x e abaixo  da  reta 
v — 2 

21.  fj  (x2  + y2)xndA,  onde  D 6 a regiao  do  primeiro  quadrante 
limitada  pelas  retas  y — 0 e y = y/3x  e pelo  cfrculo 

X"2  + y2  = 9 

22.  ffrj  x dA,  onde  Dea  regiao  no  primeiro  quadrante  que  se 
encontra  entre  os  circulos  x2  + y*  = 1 e x‘  + v2  — 2 

23.  \jj£xydV,  onde  E — {(x,  y,  z)  1 0 *£  x 3,  0 *£  y x, 

0 ^ i r + )’} 

»•  JJJ  j.  xy  dl7,  onde  T e o tetraedro  solido  com  vertices  em 
(0,0,0),  (1,0,  0),  (0,  1,0)  e(0,  0, 1) 

25.  fff£yVdV,  onde  E e limitado  pelo  paraboloide 
x = 1 - y 2 - z2  e pelo  piano  x — 0 

26.  j jj£  z dV,  onde  E e limitado  pelos  pianos  y — 0,  z = 0, 

x + y — 2 e pelo  cilindro  y2  + z2  = 1 no  primeiro  octante 

27.  Jff£  yz  dV,  onde  E estd  acima  do  piano  z = 0,  abaixo  do  piano 
z — y e dentro  do  cilindro  x2  + y2  ~ 4 

28.  fffw z3V^+  y2  + z 2 <r/V\  onde  Deo  hemisferio  solido  com 
centro  na  origem  e raio  1 , que  esta  acima  do  piano  xy 

29-34  o Determine  o volume  do  solido  dado. 

29.  Abaixo  do  paraboloide  z — x2  + 4y2  e acima  do  retangulo 
* = [0,  2]  X [1,4] 

30.  Abaixo  da  superffcie  z = x2y  e acima  do  triangulo  do  piano  xy 
com  vertices  (!,  0),  (2,  1)  e (4,  0) 

31.  O tetraedro  solido  com  vertices  (0,  0,  0),  (0,  0,  1),  (0,  2,  0)  e 
(2,  2,  0) 

32.  Limitado  pelo  cilindro  x2  + y2  = 4e  pelos  pianos  z — 0 
e y + z = 3 


33.  Da  cunha  obtida  pelo  corte  do  cilindro  x2  + 9y2  — a1  pelos 
pianos  z — 0 e z — mx 

34.  Acima  do  paraboloide  z — x2  + yz  e abaixo  do  semicone 
Z — yX2  -4-  y2 

35.  Considere  uma  lamina  que  ocupa,  no  primeiro  quadrante,  a 
regiao  D limitada  pela  parabola  x — 1 — y2  e pelos  eixos 
coordenados,  com  fun^ao  densidade  p(x,  y)  — y . 

(a)  Determine  a massa  da  lamina. 

(b)  Determine  o centro  de  massa. 

(c)  Determine  os  momentos  de  inercia  e raio  de  rotafao  em 
rela^ao  aos  eixos  x e y. 

36.  Uma  lamina  ocupa  a parte  do  disco  x2  + y2  =£  a~  que  esta  no 
primeiro  quadrante. 

(a)  Determine  o centroide  da  lamina. 

(b)  Determine  o centro  de  massa  da  lamina  se  a fungao 
densidade  for  p(x,  v)  — xy2. 

37.  (a)  Determine  o centroide  de  um  cone  circular  reto  com  altura 

h e raio  da  base  a.  (Coloque  o cone  de  forma  que  a base 
esteja  sobre  o piano  xy  com  o centro  na  origem  e seu  eixo 
esteja  sobre  o eixo  z.) 

(b)  Determine  o momento  de  inercia  do  cone  em  rela^ao  a seu 
eixo  (eixo  z). 

38.  Determine  a area  da  parte  do  cone  z2  — a2(x2  + y2 ) entre  os 
pianos  z = 1 e z = 2. 

39.  Determine  a area  da  parte  da  superffcie  z ~ x2  + y que  esta 
acima  do  triangulo  com  vertices  (0,  0),  (1,  0)  e (0,  2). 

40.  Trace  o grafico  da  superffcie  z — xseny,  -3  «£  x 3, 

— tt  *£  y *£  77,  e determine  sua  area  com  precisao  ate  a quarta 
casa  decimal. 

41.  Utilize  coordenadas  polares  para  calcular 

j*  y/9-^XZ  , -i  -y. 

j I . . (.v  + xy  ) dy  dx. 

42.  Utilize  coordenadas  esfericas  para  calcular 

C2  f y/4 y - f\S4-x--'y-  - 

, y\!x2  + v2  + z2  dz  dx  dy 

J-2J0  J -Ji-x'-y1 

H 43.  Se  D e uma  regiao  limitada  pelas  curvas  y = 1 — x2  e y — ex, 
determine  o valor  aproximado  da  integral  jJD  y2d\.  (Utilize  um 
dispositivo  grafico  para  estimar  os  pontos  de  intersefao  das 
curvas.) 

■ 44.  Determine  o centro  de  massa  do  tetraedro  solido  com  vertices 

(0,  0,  0),  (1,  0,  0),  (0,  2,  0),  (0,  0,  3)  e fun<jao  densidade 
p(x,  y,  z)  — x2  + y2  + z2. 

45.  A funyao  densidade  conjunta  das  variaveis  aleatorias  X e Y e 

C(x  + y)  seo«jt«3,  0«y*s2 
0 em  caso  contrario 


(a)  Determine  o valor  da  constante  C. 


James  Stewart  CAPITULO  15  INTEGRAIS  MULTIPLAS 


1049 


(b)  Determine  P{X  2,  Y 2=  1). 

(c)  Determine  P(X  + Y t). 

46.  Uma  lampada  tem  tres  bulbos,  cada  um  de  um  tipo,  com  vida 
media  de  800  horas.  Se  modelarmos  a probabilidade  de  falha 
dos  bulbos  por  uma  funcao  densidade  exponencial  com  mddia 
800,  determine  a probabilidade  dos  tres  bulbos  virem  a falhar 
dentro  de  um  intervale  de  1000  horas. 

47.  Reescreva  a integral 

| | ' i ' fix,  v,  z)  dz  dy  dx 

como  uma  integral  iterada  na  ordem  dx  dy  dz. 

48.  De  outras  cinco  integrals  iteradas  iguais  a 

j'  j f fix,  y , z)  dz  dx  dv 

Jo  JO  Jo 

49.  Utilize  a transforma^ao  u = x ~ y,  v — x + y para  calcular 
I (x  — y)j  (x  + y)  dA,  onde  Re  o quadrado  com  vertices 
(0,  2),  (1,  1),  (2,  2)  e (1,  3). 

50.  Utilize  a transforma^ao  x — u~,  v — v 2,  z = w2  para 
determinar  o volume  da  regiao  limitada  pela  superffeie 
yjx  + v.V  + \fz  ~ i e pelos  pianos  coordenados. 

51.  Utilize  a formula  de  mudan^a  de  variaveis  e a transforma^ao 
apropriada  para  calcular  j jft  xy  dA,  onde  Re  o quadrado  com 
vertices  (0,  0),  (1,  1),  (2,  0)  e (1,  —1). 

52.  O Teorema  do  Valor  Medio  para  as  Integrals  Duplas  diz 

que,  s e/e  uma  funcao  continua  em  uma  regiao  plana  D do  tipo 
I ou  do  tipo  II,  entao  existe  um  ponto  (xo,  >’o)  em  D,  ta!  que 


j j fix,  >’)  dA  — fix  o,  yo)A(D) 

/> 

Utilize  o Teorema  do  Valor  Extremo  (14.7.8)  e a Propriedade 
15.3. 1 1 das  integrals  para  provar  esse  teorema.  (Use  a prova  da 
versao  unidimensional  da  Se^ao  6.5  do  Volume  I como  guia.) 

53.  Suponha  que / seja  contfnua  sobre  um  disco  que  content  o 
ponto  (a,  b).  Seja  D,  um  disco  fechado  com  centro  em  (a,  b)  e 
raio  r.  Utilize  o Teorema  do  Valor  Medio  para  as  integrals 
duplas  (veja  o Exercicio  52)  para  mostrar  que 

1 

lint  — 7 1 1 fix,  y)  dA  = f(a.  b ) 

r~* 0 JJ 

Dr 

54.  (a)  Caicule  (|  — — y—r^dA,  onde  n e um  inteiro  e D 

X!  (x*  + y2y* 

e a regiao  limitada  por  cfrculos  com  centro  na  origem  e 
raios  r e R,  0 < r < R. 

(b)  Para  que  valores  de  n a integral  da  parte  (a)  tem  limite 
quando  r — ->  (V? 

(c)  Determine  flj  ~~~~y y~~. -dV.  onde  £ea regiao 

JJJ  (x2  + _y2  + z2)',/2  ' 

limitada  pelas  esferas  com  centro  na  origem  e raios  r e R, 
0 <r<R. 

(d)  Para  que  valores  de  n a integral  da  parte  (c)  tem  limite 
quando  r — » (V? 


1.  Se  M denota  o maior  intciro  contido  em  x,  calcule  a integral 


jjlx  + yidA 

R 

onde  R = {(x,  v)  j 1 « i s 3,  2 *£  y =s£  5}. 

2.  Calcule  a integral 


, rrm{x 


dv  dx 


onde  max  {x2,  y2}  significa  o maior  dos  numeros  x2  e y2. 

3,  Determine  o valor  medio  da  fun^ao  f(x)  = f('  cos (r)dt  no  intervalo  [0,  1 j. 

4.  Se  a,  b e c sao  vetores  constantes,  reo  vetor  de  posicao  xi  + y j + zk,  e E e dado  pelas 
inequa§oes  0 «£  a • r *£  a , O^b-r^/3,  0 *£  c * r *£  7 , mostre  que 


(a  • r)(b  -r)(c  * r)  dV 


(at By)1 


8|a-  (bxc)| 

5.  A integral  dupla  j — dx  dy  e uma  integral  impropria  e pode  ser  definida  eomo 

limite  da  integral  dupla  sobre  o retangulo  [0,  /]  X [0,  t\  quando  t 1 ' . Mas,  se  expandirmos 
o integrando  como  uma  serie  geometrica,  podemos  exprimir  a integral  como  a soma  de  uma 
serie  infinita.  Mostre  que 

1 


Jo  Jo  1 - XV  ",  n~ 


6.  Leonhard  Euler  determinou  o valor  exato  da  soma  das  series  do  Probiema  5.  Em  1736,  ele 
provou  que 


n 


Nesse  probiema,  pedimos  para  voce  provar  esse  fatos  calculando  a integral  dupla  do  Probiema  5. 
Comece  fazendo  a mudan^a  de  variavel 


u + v 


V'2 


Isso  corresponde  a uma  rota^ao  em  tomo  da  origem  de  um  angulo  de  7r/4.  Voce  precisa 
esbo$ar  a regiao  eorrespondente  no  piano  uv. 

[Dica:  se,  calculando  a integral,  voce  eneontrar  uma  das  expressoes  (1  — sen  0)1  cos  6 ou 
(cos  ff)/(l  + sen  9),  deve  usar  a identidade  cos  9 ~ sen((ir/2)  — $)  e a identidade 
eorrespondente  para  sen  0.] 


7.  (a)  Mostre  que 


f ( f 

Jo  Jo  Jo 


—  dx  dy  dz  — X 

- xyz  ",  n 


(Ninguem  jamais  foi  capaz  de  determinar  o valor  exato  da  soma  dessa  serie.) 


ik'i  : ■ ; - r: 


(b)  Mostre  que 


r r r — - — dxdvdz  - i 

Jo  Jo  Jo  1 + xvz  ' „=i  n 


Use  essa  equagao  para  calcular  a integral  tripla  com  precisao  de  duas  casas  decimais. 

8.  Mostre  que 

r =»  arctg  7tx  — arctg  x it 

Jo  x 2 

primeiro  escrevendo  a integral  como  uma  integral  iterada. 

9.  Se  / e contfnua,  mostre  que 

r r r /w  ^ * h f o - oyw  ^ 

Jo  Jo  Jo  Jo 

10.  (a)  Uma  lamina  tern  densidade  constante  p e o formato  de  um  disco  com  centro  na-origem  e 
raio  R.  Utilize  a Lei  de  Newton  da  Gravitagao  (veja  a Segao  13.4)  para  mostrar  que  a 
grandeza  da  forga  de  atragao  que  a lamina  exerce  sobre  um  corpo  com  massa  m colocado 
em  um  ponto  (0,  0,  d)  sobre  o lado  positivo  do  eixo  z e 


J 1 

t = 27 rGmpd^  — 


I 


y'fl2  + d2 


[Dica\  divida  o disco  como  na  Figura  4 da  Segao  15.4  e calcule  primeiro  o componente 
vertical  da  forga  exercida  pelo  sub-retangulo  polar 
(b)  Mostre  que  a grandeza  da  forga  de  atragao  da  lamina  com  densidade  p que  ocupa  o piano 
inteiro  sobre  um  objeto  de  massa  m localizado  a distancia  d do  piano  e 

F — 2tt  Gmp 

Note  que  essa  expressao  nao  depende  de  d. 


10 

i 


16 

Calculo  Vetorial 


-ft*. 


Os  vetores  podem  representar 
campos  de  velocidade,  como 
correntes  oceanicas,  velocidade 
do  vento  durante  um  tornado  ou 
o fluxo  de  ar  passando  por  um 
aerofolio  inclinado. 
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James  Stewart  CAPITULO  16  CALCULO  VETORIAL  U 

Neste  capi'tulo  estudaremos  o calculo  de  campos  vetoriais.  {Esses  campos  sao 
fungoes  que  associam  vetores  a pontos  do  espago.)  Em  particular,  definimos  a 
integral  de  linha  (que  pode  ser  utilizada  para  determinar  o trabalho  efetuado  por 
um  campo  de  forga  agindo  sobre  um  objeto  que  se  move  ao  iongo  de  uma  curva). 
Definimos  a integral  de  superficie  (que  pode  ser  usada  para  determinar  a taxa  de 
vazao  de  um  fluido  atraves  de  uma  superficie).  As  conexoes  entre  esses  tipos 
novos  de  integrais  e as  integrais  de  fungoes  de  uma  variavel  real,  dupias  e triplas, 
que  ja  vimos,  sao  dadas  por  versoes  de  maior  dimensao  do  Teorema  Fundamental 
do  Calculo:  Teorema  de  Green,  Teorema  de  Stokes  e Teorema  da  Divergence. 


Campos  Vetoriais 


Os  vetores  da  Figura  1 representam  os  vetores  velocidade  do  ar  e indicam  a rapidez,  a 
diregao  e o sentido  em  pontos  10  m acima  da  superficie  na  area  da  baia  de  Sao  Francisco. 
Dando  uma  olhada  nas  setas  maiores  da  parte  (a)  vemos  que  a maior  rapidez  dos  ventos 
naquele  instante  ocorre  quando  os  ventos  entram  na  bafa  atraves  da  ponte  Golden  Gate.  A 
parte  (b)  mostra  um  aspecto  bastante  diferente  em  uma  epoca  posterior.  Associado  a cada 
ponto  no  ar  podemos  imaginar  o vetor  velocidade  do  vento.  Esse  e um  exemplo  de  um 
campo  de  vetores  velocidade. 
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Outros  exemplos  de  campos  de  vetores  velocidade  estao  ilustrados  na  Figura  2:  cor- 
rentes  oceaiiicas  e o fluxo  por  um  aerofolio. 


(a)  correntes  ocean icas  em  frente  a costa  de  Nova  Scotia 


(a)  Fluxo  do  a r passando  por  um  aerofolio  inclinado 


FtGURA  2 

Campos  de  vetores  velocidade 


y* 

'^F  (x,  >■) 

\ 

■>  U.  V1) 

y9 

A o 

% 

FIGURA  3 

Campo  vetorial  no  R 2 


Outro  tipo  de  eampo  vetorial,  chamado  campo  de  forga,  associa  um  vetor  forga  a cada 
ponto  da  regiao.  Um  exemplo  e o campo  de  forga  gravitacional  mostrado  no  Exemplo  4. 

Geralmente  um  campo  vetorial  e uma  fungao  cujo  domfnio  e um  conjunto  de  pontos  do 
R2  (ou  IR3)  e cuja  imagem  e um  conjunto  de  vetores  em  V2  (ou  Vj). 

| LIJ  Dsflnlgis  Seja  D um  conjunto  em  R2  (uma  regiao  plana).  Um  campo  vetorial  | 
| sabre  R 2 e uma  fungao  F que  associa  a cada  ponto  (x,  j?)  em  D um  vetor 
] bidimensionai  F(x,  y).  j 

A melhor  maneira  de  enxergar  um  campo  vetorial  e desenhar  setas  representando  os 
vetores  F(x,  y)  comegando  em  um  ponto  (x,  y).  E claro  que  e impossfvel  fazer  isso  para 
todos  os  pontos  (x,  y),  mas  podemos  visualizar  F fazendo  isso  para  alguns  pontos  repre- 
sentatives em  D,  como  na  Figura  3.  Como  F(x,  j)  e um  vetor  bidimensionai,  podemos 
escreve-lo  em  termos  de  suas  fungoes  componentes  P e Q,  como  segue: 

F(x,  y)  = P(x,  y)  i + Q(x,  y)  j = { P(x,  y),  Q(x,  y)) 


FIGURA  4 

Campo  vetorial  no  R3 


ou,  simplificando,  F = P i + Q j 

Note  que  P e Q sao  fungoes  escalares  de  duas  varidveis  e sao  chamadas,  algumas  vezes, 
campos  escalares,  para  distinguir  dos  campos  vetoriais. 

\ ^ j 

j [Jj  Defirsigae  Seja E um  subconjunto  do  R3.  Um  campo  vetorial  sobre  oR3e 
uma  fungao  F que  associa  a cada  ponto  (x,  y,  z)  em  E um  vetor  tridimensional 
j F (x,y,z).  j 

Um  campo  vetorial  F sobre  R3  esta  ilustrado  na  Figura  4.  Podemos  escreve-lo  em  ter- 
mos das  fungoes  componentes  P,  Qq  R como 

F(x,  y,  z)  = P(x,  v,  z)  i + Q(x,  y,z)  j + R(x,  y,  z)  k 

Como  para  fungoes  vetoriais  na  Segao  13.1,  podemos  definir  continuidade  de  campos 
vetoriais  e mostrar  que  F e continua  se  e somente  se  suas  fungoes  componentes  P,  Q e R 
sao  contmuas. 

As  vezes  identificamos  o ponto  (x,  y,  z)  com  see  vetor  de  posicao  x = (x,  y,  z)  e 
escrevemos  F(x)  em  vez  de  F(x,  y,  z).  Entao  F e uma  fungao  que  associa  um  vetor  F(x)  ao 
vetor  x. 
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FIGURA  5 

F (x,  >’)  -y  i + x j 


1 Um  campo  vetorial  em  R~  e definido  por 
F(x,  v)  — —y  i -f  x j 

Descreva  F desenhando  alguns  de  sens  vetores  F(x,  y),  coroo  na  Figura  3. 

SOLUQAO  Como  F(l,  0)  = j,  desenhamos  o vetor  j — (0,  1 ) comegando  no  ponto  (i,  0) 
na  Figura  5.  Como  F(0,  1)  — — i,  desenhamos  o vetor  { — l,  0)  iniciando  no  ponto  (0,  1). 
Continuamos  desse  modo  desenhando  um  numero  significativo  de  vetores  para  represen- 
tar  o campo  vetorial  na  Figura  5. 


Na  Figura  5 parece  que  cada  seta  e tangente  a um  circulo  com  centre  na  origem.  Para 
confirmar  isso,  vamos  tomar  o produto  esc  alar  do  vetor  de  posicao  x — x i + y j com  o 
vetor  F(x)  = F(x,  y): 


x • F(x)  « (xi  + y j)  • (—y  i + x j) 

= —xy  + ;yx  — 0 

Isso  mostra  que  F(x,  y)  e perpendicular  ao  vetor  de  posicao  (x,  y)  e portanto  tangente  ao 
circulo  com  centre  na  origem  e raio  | x j = y/x 1 + y2.  Note  tambem  que 

| F(x,  y)  | — V( '">')■  + x*  = y/x^  + s*»  | x j 

e o comprimento  do  vetor  F(x,  y)  6 igual  ao  raio  do  circulo. 
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FIGURA  6 
F(x,  >’}  — (— y,  x) 


Alguns  sistemas  algebricos  computacionais  sao  capazes  de  plotar  o campo  vetorial  em 
duas  ou  tres  dimensoes.  Eles  fornecem  raelhor  visualiza^ao  do  campo  que  aquela  que  faze- 
mos  manualmente,  pois  o computador  pode  desenhar  grande  ndmero  de  vetores  represen- 
tativos.  A Figura  6 apresenta  uma  saida  de  computador  para  o campo  vetorial  do  Exemplo 
1 ; as  Figuras  7 e 8 mostram  outros  dois  campos  vetoriais.  Note  que  o computador  faz  uma 
mudanpa  de  escala  no  comprimento  do  vetor  de  forma  que  ele  nao  seja  muito  comprido, 
mantendo  entretanto  proporcionalidade  com  seu  verdadeiro  comprimento. 


6 


-6 


FIGURA  7 
F(x,  y)  — (y,  sen  x) 
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FIGURA  8 

F(x,  y)  = (ln{l  + v2),  ln(l  + x2)} 
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FIGURA  9 
F(jc,  v,  z)  ~ z k 


FIGURA  10 

F{x,  v,  2)  = + rj  + xk 


FIGURA  13 

Campo  de  velocidade  de  escoamento  de 
um  h'quido 


OEMPLQ  2 o Desenhe  o campo  vetorial  era  R 1 dado  por  F(x,  y,  z)  ~ z k. 

SOLUQAQ  O desenho  esta  mostrado  na  Figura  9.  Note  que  todos  os  vetores  sao  verticals 
apontando  para  cima,  quando  acima  do  piano  xy,  e para  baixo,  quando  abaixo  do  piano 
xy.  O comprimento  aumenta  a medida  que  nos  distanciamos  do  piano  xy, 

Somos  capazes  de  desenhar  o campo  vetorial  do  Exemplo  2 a mao,  pois  ele  e especial- 
mente  simples.  Entretanto,  e impossivel  desenhar  a mao  a maioria  dos  campos  vetoriais 
tridimensionais,  e assim  precisamos  do  auxilio  de  um  sistema  algebrico  computacional. 
Exemplos  estao  ilustrados  nas  Figuras  10,  11  e 12.  Note  que  os  campos  vetoriais  das 
Figuras  10  e 11  tem  formulas  semelhantes,  mas  todos  os  vetores  da  Figura  1 1 apontam  na 
direcao  negativa  do  eixo  y,  porque  seu  componente  y vale  -2.  Se  o campo  vetorial 
da  Figura  12  representa  um  campo  de  velocidade,  entao  Lima  particula  seria  levada  para 
cima  em  uma  espiral  em  torno  do  eixo  z na  dire9§o  dos  ponteiros  do  relogio  quando  visto 
de  cima. 


F(x,  v,  z)  ~ y i ~ 2 j + x k 


F(A',y,z)  = Ji-f  j+ jk 


EXEMPLO  3 □ Imagine  um  liquido  fluindo  uniformemente  em  um  cano  e seja  V(jc,  y,  z ) o 
vetor  velocidade  em  um  ponto  (*,  y,  z).  Entao  V associa  um  vetor  a cada  ponto  (x,  y,  z) 
de  um  certo  dominio  E (interior  do  cano),  e assim  V e um  campo  vetorial  em  IRE 
chamado  campo  de  velocidade.  Um  campo  de  velocidade  possfvel  esta  ilustrado  na 
Figura  13.  A rapidez  em  qualquer  ponto  e indicada  pelo  comprimento  da  seta. 

Campos  de  velocidade  ocorrem  em  outras  areas  da  ffsica.  Por  exemplo:  o campo 
vetorial  do  Exemplo  1 pode  ser  usado  como  o campo  de  velocidade  descrevendo  a 
rotate  no  sentido  horario  de  uma  roda.  Vimos  outros  exemplos  de  campo  de  velocidade 
nas  Figuras  1 e 2.  G 

EXEMPLO  4 c A Lei  Gravitacional  de  Newton  estabelece  que  a amplitude  da  for§a 
gravitacional  entre  dois  objetos  com  massa  m e M e 


mMG 


onde  r e a distancia  entre  os  objetos  eOea  constante  gravitacional.  (Esse  6 um  exemplo 
de  uma  lei  de  um  inverso  ao  quadrado.)  Vamos  admitir  que  o objeto  com  massa  M esteja 
localizado  na  origem  no  R J.  (Por  exemplo,  M poderia  ser  a massa  da  Terra  e a origem 
seria  seu  centra.)  Seja  x — {x,  y,  z)  o vetor  de  posi^ao  do  objeto  com  massa  m.  Entao 
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FIGURA  14 
Campo  gravitacional 


r — | x | ou  r*-  — j x |2.  A forga  gravitacional  exercida  nesse  segundo  objeto  age  em 
diret^ao  a origem,  e seu  versor  e 


x 


Portanto,  a forca  gravitacional  agindo  no  objeto  em  x — (x,  y,  z)  e 


F(x)  - 


mMG 


[Ffsicos  frequentemente  utilizam  a notagao  r em  vez  de  x para  o vetor  posi^ao,  de  modo 
que  voce  possa  conhecer  a Formula  3 escrita  como  F — —(mMG/G) r.]  A funcao  dada 
pela  Equa^ao  3 e um  exemplo  de  campo  de  velocidade,  chamado  campo  gravitacional, 
porque  associa  um  vetor  [a  forga  F(x)j  a todo  ponto  x do  espago. 

A Fdrmula  3 e um  modo  compacto  de  escrever  o campo  gravitacional,  mas  podemos 
escreve-lo  em  termos  de  suas  fungoes  componentes  usando  o fato  de  que 
x = x i + y j + z k e | x | — v/v^  +"_v;:  3 rL 


F(j t,y,z) 


-mMGx 


i + 


-mMGy 


77  j + 


-mMGi 


(x2  + y~  + z2)'v2  (x2  + y~  + z3)3-'2  (x2  + y2  + z2Yf 


O campo  gravitacional  F esta  ilustrado  na  Figura  14. 

BGMKS  3 Suponha  que  uma  carga  eletrica  Q esteja  localizada  na  origem.  Pela  Lei 
de  Coulomb,  a forga  eletrica  F(x)  exercida  por  essa  carga  sobre  uma  carga  q localizada 
no  ponto  (x,  y,  z ) com  vetor  posigao  x — (x,  y,  z ) e 


F(x) 


x 


onde  e e uma  constante  (que  depende  da  unidade  usada).  Para  cargas  iguais  utilizamos 
qQ  > 0 e a forga  e repulsiva;  para  cargas  diferentes  temos  qO  < 0 e a forca  e atrativa. 
Note  a semelhanga  entre  as  Formulas  3 e 4.  Ambas  sao  exemplos  de  campos  de  forga. 

Em  vez  de  considerar  a forga  eletrica  F,  os  fisicos  frequentemente  consideram  a forga 
por  unidade  de  carga: 


E(x) 


x 


Entao  E e um  campo  vetorial  em  R3  chamado  campo  eletrico  de  Q. 
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iaa3  Campos  Gradientes 

Se/e  uma  funqao  escalar  de  duas  variaveis,  sabemos  da  Seqao  14.6  que  seu  gradiente  V/ 
(ou  grad  f)  e definido  por 


V/(x,  y)  = fix,  y)  i + fix,  v)  j 


FfGURA  15 


Portanto,  V/  e realmente  urn  campo  vetorial  emi^e  denominado  campo  do  vetor  gra- 
diente.  Da  mesma  forma,  se/ for  uma  funcao  escalar  de  tres  variaveis,  seu  gradiente  e um 
campo  vetorial  era  K J dado  por 

V/(x,  y,  z)  = fix,  y,  z)  i + fix,  v,  z)  j + fix,  y,  z)  k 


EXEMPLO  S □ Determine  o vetor  gradiente  de  fix,  y)  = x2y  — y3.  Desenhe  o campo  de 
vetores  gradientes  juntamente  com  um  mapa  de  contomo  de  /.  Como  estao  relacionados? 

SOLUQAO  O campo  de  vetor  gradiente  e dado  por 


y fix,  y)  = + -~j  = 2xy\  + (xl  - 3y2)j 

dx  dy 

A Figura  15  mostra  o mapa  de  contomo  de/com  o campo  de  vetor  gradiente.  Note  que 
os  vetores  gradientes  sao  perpendiculares  as  curvas  de  nfvel,  como  devfamos  esperar  da 
vSeqao  14.6.  Note  tambem  que  os  vetores  gradientes  sao  mais  longos  onde  as  curvas  de 
nfvel  estao  mais  proximas  umas  das  outras  e mais  curtos  quando  elas  estao  mais 
distantes  entre  si.  Isso  se  deve  ao  fato  de  o comprimento  do  vetor  gradiente  ser  o valor 
da  derivada  direcional  de/e  a proximidade  das  curvas  de  nfvel  indicar  uma  grande 
inclina§ao  do  grdfico.  o 

Um  campo  vetorial  F e dito  ser  um  campo  vetorial  conservativo  se  ele  e o gradiente 
de  algurna  funcao  escalar,  ou  seja,  se  existe  uma  funqao / tal  que  F — V/.  Nessa  situa^ao 
/ e dita  ser  uma  fungao  potencial  de  F. 

Nem  todos  os  campos  vetoriais  sao  conservatives,  mas  aparecem  frequentemente  era 
ffsica.  Por  exemplo:  o campo  gravitacional  F do  Exemplo  4 e conservativo,  pois,  se 
defmimos 


fix,  y,  z) 


mMG 

yx*  ••(•  y ~ z ■ 


entao 


„ , , df  df  df 

V/(x,  y,  z)  = ~~~  1 + ~~  j + — - k 
dx  dy  dz 


—mMGx 


I + 


- mMGy 


(x2  4-  y2  + z2fn  (x2  + y2  + z2)3 
F(x,  y,  z) 


7T  J + 


—mMGz 
(x~  + y " + z" ) 


Nas  vSecdes  16.3  e 16.5  aprenderemos  a determinar  se  um  campo  vetorial  e conservativo 
ou  nao. 
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1-18  □ Esboce  o campo  vetorial  F,  desenhando  um  diagrama  como 
o da  Figura  5 ou  da  Figura  9. 


1.  F(x,y)  = fO  + j) 

3.  F (x,  y)  — y i + 5 j 
y i + x j 


5.  F(x,y) 


sfx~  + v 
7.  F(x,  y,  z)  = j 
9.  F(x,  y,  z)  — y j 


2.  F(x,  y) 

4.  F (x,  y) 

6.  F(x,  y)  , 

y/xz  + y 

8.  F(x,  y,  z)  — 2 j 
10.  F(x,  y,  z)  = j - i 


11-14  G Case  o campo  vetorial  F com  a figura  rotulada  de  I-IV. 
De  razoes  para  suas  escolhas. 


m F(x,y)  « <y,x> 

12.  F(x, y)  = <I,seny) 

13.  F(x,  y)  - (x  - 2,  x + 1 ) 

14.  F(x,  y)  = <y,  1/x) 


3 
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19.  Se  voce  dispoe  de  um  CAS  que  plota  campos  vetoriais  (o 
comando  para  faze-lo  no  Maple  e o "fieldplot"  e no 
Mathematica  e o " PlotVectorField"),  use-o  para  plotar 

F(x,y)  — (y2  — 2 xy)  i + (3xy  — 6x2)j 

Explique  sua  aparencia,  determinando  um  conjunto  de  pontos 
(x,  y)  ta!  que  F(x,  y)  — 0. 

g/  20.  Seja  F(x)  — (r2  — 2r)x,  onde  x ~ (x, y)  e r — | x |.  Use  um 
CAS  para  plotar  esse  campo  vetorial  com  varios  dommios  ate 
conseguir  ver  o que  esta  acontecendo.  Descreva  a 
aparencia  do  desenho  e explique-o,  determinando  os  pontos 
onde  F(x)  — 0. 

21-24  □ Determine  o campo  do  vetor  gradiente  de  /. 

21.  f(x,  y)  = ln(x  4-  2y)  22.  fix,  y)  - x*e~** 

111  fix,  y,  z)  — fx2  + y2  +~p  24.  fix,  y,  z)  — x cos(v/z) 


IB-18  G)  Case  o campo  vetorial  F era  U2  com  a figura  rotulada  de 
I-IV.  De  razoes  para  suas  escolhas. 

15.  F(x,  v,  z)  = i + 2j  + 3 k 

16.  F(x,  y,  z)  = i + 2 j + z k 

F(x,  y,  z)  — x i 4 y j + 3 k 

18.  F(x,  y,  z)  = x i + y j + z k 


25-2®  c Determine  o campo  do  vetor  gradiente  V/  de/e  o desenhe. 
25,  fix,  y)  = xy  — 2x  26.  fix,  y)  — |(x  + yf 

27-28  □ Plote  o campo  do  vetor  gradiente  de/junto  com  o mapa 
de  contomo  de  /.  Explique  como  eles  estao  relacionados. 

27.  fix.y } = senx  + seny  28.  /(x,  y)  — sen(x  4-  y) 
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29-32  ::  Case  as  funfoes  / com  os  desenhos  de  seus  campos  de 
velor  gradiente  (rotulados  de-MV).  De  razoes  para  suas  escolhas. 


29.  fix,  v)  ~ xy  30.  f(x.y)  — x'  ~~  y~ 

31.  f{x,y)  = a-2  + y2  32.  f(x,y ) = \/x2  + y- 

33.  As  linhas  de  fluxo  (ou  linhas  de  eorrenleza)  dc  urn  campo 
vetorial  sao  as  trajetorias  seguidas  por  uma  parti'cula  cujo 
campo  de  velocidade  e um  campo  vetorial  dado.  Assim,  os 
vetores  do  campo  vetorial  sao  tangentes  a suas  linhas  de  fluxo. 

(a)  Use  um  esbo§o  do  campo  vetorial  F(a,  y)  — a i - y j para 
desenhar  algumas  linhas  de  fluxo.  Desses  seus  esbo^os  e 
possivel  descobrir  qual  e a equa<jao  das  linhas  de  fluxo? 

(b)  Se  as  equafoes  parametricas  de  uma  linha  de  fluxo  sao 
x — xit),  y = >’(/),  explique  por  que  essas  fun^oes 
satisfazem  a equa^ao  diferencial  dxjdt  — x e dy/dt  ~ —y. 
Em  seguida  resolva  as  equa9oes  diferenciais  para  determi- 
nar  uma  equacao  para  as  li  nhas  de  fluxo  que  passe  pelo 
ponto  (1,  1). 

34.  (a)  Esboce  o campo  vetorial  F(x,  y)  = i -T  x j e algumas 

linhas  de  fluxo.  Qual  e o formato  que  essas  linhas  de  fluxo 
parecem  ter? 

(b)  Se  as  equacoes  parametricas  das  linhas  de  fluxo  sao 

x — xit),  v — >'{/},  que  equacoes  diferenciais  essas  f undoes 
satisfazem?  Deduza  que  dyjdx  — a. 

(c)  Se  uma  particula  esta  na  origem  no  instante  inicial  e o 
campo  de  velocidade  e dado  por  F,  determine  uma 
equacao  para  a trajetoria  percorrida. 


Integrals  de  Linha 

Nesta  se9§o  defmimos  uma  integral  que  e semelhante  a uma  integral  de  uma  funQio  de 
uma  variavel  real,  exceto  que,  em  vez  de  integrarmos  sobre  um  intervalo  [a,  b],  inte- 
graremos  sobre  uma  curva  C.  Tais  integrals  sao  chamadas  integrals  de  linha , apesar  de 
a expressao  “integrals  curvas”  ser  a mais  adequada.  Elas  foram  inventadas  no  comedo 
do  seculo  XIX  para  resolver  problemas  que  envolviam  escoamento  de  hquidos,  formas, 
eletricidade  e magnetismo. 

Come9amos  com  uma  curva  plana  C dada  pelas  equates  parametricas 


x = A'(f)  y = >’(/)  a ^ t ^ b 


pfixf , yf) 


' t! 

t 

S l 


f 


fR 

\ 


tfl 


t'  \ 


b 1 


FtGURA  1 


ou,  o que  e equivalente,  pela  equacao  vetorial  r (t)  ~ x(t)  i + >’(/j  j , e admitiremos  que  C 
seja  uma  curva  lisa.  [Isso  significa  que  r'  e contmua  e r’(t)  # 0.  Veja  a Se^ao  13.2.]  Se 
dividirmos  o interval©  do  parametro  [a,  b]  em  n subintervalos  [U-i»  ti]  de  igual  tamanho  e 
se  fizermos  x,  = xit,)  e y,  — v(ri),  entao  os  pontos  correspondentes  P,(xt,  v,)  dividem  C em 
n subarcos  de  comprimento  Asj,  A s2, . . . , A s„  (veja  a Figura  1).  Escolhemos  um  ponto 
qualquer  P*(x*,  y*)  no  t-esimo  subarco.  (Isso  corresponde  a um  ponto  t*  em  ti].)  Se 
/ e uma  funcao  de  duas  varidveis  cujo  dormnio  inclui  a curva  C,  calculamos  / no  ponto 
(x* , >’*),  multiplicamos  pelo  comprimento  Ax,  do  subarco  e somamos 

S fix*,  y*)  As,- 

i~  t 

o que  e semelhante  a soma  de  Riemann.  Em  seguida  tomamos  o limite  dessa  soma  e faze- 
mos  a seguinte  definicao  por  analogia  com  a integral  de  funcao  de  uma  variavel  real. 
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O A fungao  comprimento  de  arco  s 
esta  iiustrada  na  Segao  1 3.3. 


FIGUHA  2 


I GO  Selin  i gas  Se/  e definida  sobre  uma  curva  lisa  C dada  pelas  Equagdes  1,  entao 

a integral  de  linha  de/ sobre  C 6 

\ 

l * ti 

j fix,  y)  ds  = lim  X f(x*,  yf)  As, 

j JC 

! se  esse  limite  existir. 


Na  Segao  10.3  achamos  que  o comprimento  da  curva  C e 


Argumentagao  semelhante  pode  ser  usada  para  mostrar  que,  s e/e  uma  fungao  continua, 
entao  o limite  na  Definigao  2 sempre  existe  e a formula  seguinte  pode  ser  empregada  para 
calcular  a integral  de  linha: 


\ 

\ 

\ 

I 


O valor  da  integral  de  linha  nao  depende  da  parametrizagao  da  curva,  desde  que  cada  ponto 
da  curva  seja  atingido  uma  unica  vez  quando  / cresce  de  a para  b. 

Se  j'(r)  e o comprimento  de  C entre  r(a)  e r(t),  entao 

pVTT^y 

dt  \l\dt)  \ dt ) 

Um  modo  de  guardar  a Formula  3 e escrever  tudo,  em  termos  do  parametro  t.  Usando  a 
parametrizagao  para  exprimir  x e y em  termos  de  t,  temos  ds  como 


No  caso  especial  onde  C e um  segmento  de  reta  unindo  (a,  0)  a {b,  0),  tomando  x como 
parametro,  escrevemos  as  equagoes  parametricas  de  C assirn:  x — x,  y = 0,  a =£  x ^ b.  A 
Formula  3 fica 


fix,  y)  ds  — j f(x,  0)  dx 

» C Ja 


e nesse  caso  a integral  de  linha  se  reduz  a uma  integral  de  fungao  de  uma  variavel  real. 

Assim  como  para  as  integrals  de  fungoes  de  uma  variavel  real,  podemos  interpretar  a 
integral  de  linha  de  uma  fungao  positiva  como  uma  area.  De  fato,  se  f(x,  y)  ^ 0, 
\,  fix,  y)  ds  representa  a area  de  um  iado  da  “cerca”  ou  “corn n a”  da  Figura  2 cuja  base  e 
C e cuja  altura  acima  do  ponto  (x,  y)  e f(x,  y). 

EMEMPL0  1 o Calcule  \c  (2  + x2y)  ds,  onde  Cea  metade  superior  do  circuio  unitario 
x~  + y2  ~ 1. 
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y < 

x2  + y2  = 1 

(y = 0} 

/ 

3\ 

/ 

j \ 

\ 

-1  0 

l A 

FIGURA  3 


G 


G 


C, 


X G 


G 


FIGURA  4 

Curva  lisa  por  trechos 


y> 

f (L  2) 

4 

I U,  i) 
G / 

/ 

(0,  0) 

X 

FIGURA  5 

C=  C 

i U C2 

SQLUCAO  Para  usar  a Formula  3 precisamos  de  equacoes  parametricas  que  representem  a 
curva  C.  Como  ja  vimos,  o cfrculo  uni  lari  o pode  ser  parametrizado  por  meio  das 
equates 

x — cos  / v = sen  t 

e a metade  superior  do  cfrculo  e descrita  pelo  intervalo  do  parametro  0 tt  (veja  a 

Figura  3).  Logo,  da  Formula  3,  temos 


| (2  + x2y)  ds  — j (2  + cos 2t  sent)  -y  ^ 


I dx 
dt 


. , dy 
+ j — 1 dt 
dt 


j (2  + cos2/ sen?)Vsen2f  + cos 2t  dt 


j ° (2  + cos2/ sen/)  dt 
Jo 


2rr  + 


2/ 


COS'/ 


Suponha  agora  que  C seja  uma  curva  lisa  por  trechos;  ou  seja,  Ce  a uniao  de  um 
numero  fmito  de  curvas  lisas  Ci,  Cn  . . . , C,„  onde,  como  ilustrado  na  Figura  4,  o ponto  ini- 
cial  de  C,+  \ e o ponto  terminal  de  C,.  Entao,  definimos  a integral  de  / ao  longo  de  C como 
a soma  das  integrals  de/ ao  longo  de  cada  trecho  liso  de  C: 

c c c c 

1 f(x,  y)  ds  = 1 j(x,  y)  ds  + ) f(x,  y)  ds  + • ♦ - + f{x,  y)  ds 
vC  Jc,  JC;  JCn 


HXEMPtO  2 □ Calcule  jr  2x  ds,  onde  C e formada  pelo  arco  C\  da  parabola  y — x2  de 
(0,  0)  a (1,  I)  seguido  pelo  segmento  de  reta  vertical  C2  de  (1,  1)  a (1,  2). 

SOLUCAO  A curva  C e mostrada  na  Figura  5.  Ci  € o grdfico  de  uma  funcao  de  x;  entao 
podemos  escolher  x como  parametro  e as  equates  de  Ci  se  tomam 


X — X V — X 


0 x G 1 


Portanto 


f 2xds=  (l2xJ(—\+  (—\dx 

Jc,  Jo  Y ydx  J \dx  J 


2xJ\  + 4x2  dx  — 5 • § (1  + 4x2)3/2]{j 


5V5  ~ 1 


Em  Ci  escolhemos  y como  parametro,  e as  equacoes  de  C2  sao 

x ~ 1 y ~ y l^y^2 


r , r 2 . , // dx  V / dy  \2  , r2 

j 2x  ds  - 2(1) , J — ) + -f-  dy  - 2 dy  « 2 

Jc,  Jj  Y \ dy  J \ dy  J Ji 

! 2x  ds  — j 2xds  + \ 2x  ds  — — - — — + 2 
Jc  Jc,  Jc:  6 


Entao 


6 
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Qualquer  mtcrpretagao  fisica  da  integral  de  linha  \cf(x,  y)  ds  depende  da  interpreta9ao 
fi'sica  da  fimcao  /.  Suponha  que  p(x,  y)  represente  a densidade  linear  num  ponto  (x,  y)  de 
um  arame  fino  com  o formato  de  uma  curva  C.  A massa  da  parte  do  arame  do  ponto  P<- 1 
ate  P-  na  Figura  1 e aproximadamente  p(x*,y*)  Ay,  e entao  a massa  total  do  arame  tera 
valor  aproximado  de  2 p(xf , y*)  A y.  Tomando  mais  pontos  sobre  a curva,  obtemos  o valor 
da  massa  m do  arame  como  o valor  iimite  dessas  aproxima^oes: 

m ~ lim  2 p(x*,  yf)  A y — p(x,  y)  ds 

n— *»  ’ J C 

[Por  exemplo:  se  f(x, y)  = 2 + x2y  representa  a densidade  de  um  arame  semicircular, 
entao  a integral  do  Exemplo  1 representa  a massa  do  arame.]  O centro  de  massa  do  arame 
com  funcao  densidade  p esta  localizado  no  ponto  (x,  y),  onde 

[ 4 { x — — j xp(x,  y)  ds  v — — I vp(x,  v)  ds 

m JC  ' m 1C 


Outra  interpretagao  fisica  da  integral  de  linha  sera  discutida  adiante  neste  capitulo. 


EXEMPLO  3 □ Um  arame  com  g formalo  de  um  semictrculo  x2  + y2  = 1,  y 2s  0,  e mais 
grosso  perto  da  base  do  que  perto  do  topo.  Ache  o centro  de  massa  desse  arame  se  a 
fun9§o  densidade  linear  em  qualquer  ponto  e proporcional  a sua  distancia  a reta  y — 1. 

S01UQA0  Como  no  Exemplo  1,  usamos  a parametriza9ao  x — cos  t,  y — sen  t, 

0 t =£  tt,  e determinamos  que  ds  ~ dt.  A densidade  linear  e 

p(x,y)  = k{\  ~ y) 

onde  k e uma  constante,  e entao  a massa  do  arame  e 

m — J fc(l  — y)  ds  = J k(l  — sen  t)  dt 
— k[t  + cos  t]  o’  = k(7r  — 2) 

Das  Equagoes  4,  temos 


m Jc 

1 

77  ~~  2 
4 — 77 


yp(x,  y)  ds  = fc  yk^1  ~ ^ ds 


(sen  t ~~  sen2?)  dt  — T—cos  t — \t  + \ sen  2/]0 

jo  7T  - 2 ‘ 


2(-jr  — 2) 

Por  simetria  vemos  cue  i - 0.  e o centro  de  massa  e 


(Veja  a Figura  6.) 


io.AruL. 

\ 2(17  “ 2) 


(0,  0,38) 


Duas  outras  integrals  de  linha  sao  obtidas  trocando-se  Ay-  por  Ax,-  = x,  — x,-i  ou 
Ay,-  — y,  - >7-1  na  Definicao  2.  Elas  sao  chamadas  integrals  de  linha  de / ao  long©  de  C com 
retail®  ax  ey: 


rtf  Six- 


FIGURA  6 
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15!  I f(x,  v)  dx  — lim  j| } Ax;- 

JC  1 

[f!  ) f(x,y)  dy  = lira  S/(a'*,  vf)  Aj; 

JC  n — * 00  y_  I 

Quando  queremos  distinguir  a integral  de  linha  original  fr/{x,  j)  ds  das  Equates  5 e 6, 
chamamos  a mesma  de  integral  de  linha  com  relagao  ao  comprimento  do  arco. 

As  formulas  seguintes  dizem  que  as  integrals  de  linha  com  relacao  axe  y podem  ser 
calculadas  escrevendo-se  tudo  em  termos  de  t:  x — x(t),  y — y(t ),  dx  — x'(t)  dt, 
dy  — y'if)  dt. 

| | 

il]  ! | /(x,  y)  dx  = P/(x(r),  y(t))x'(t)  dt 

JC  J a 

3 f 

1 i 

| /(*,  v)  dy  = I bf(x(i),  y(t))y’(t)  dt 

l JC  Ja  | 

l I 

Frequentemente  ocorre  de  as  integrals  de  linha  com  rela9ao  a x e y aparecerem  juntas. 
Quando  isso  acontece,  e costume  abreviar  escrevendo 

£ P(x,  y)  dx  + £ Q(x,  y)  dy  - £ P(x,  y)  dx  + 0(x,  y)  dy 

Quando  estamos  nos  organizando  para  resolver  urna  integral  de  linha,  as  vezes  o mais 
diffcil  e pensar  em  uma  representa^o  parametrica  para  uma  curva  cuja  descrigao  geo- 
metrica  e dada.  Em  particular,  frequentemente  precisamos  parametrizar  um  segmento  de 
reta,  e portanto  e util  lembrar  que  a representa^ao  vetorial  do  segmento  de  reta  que  inicia 
em  r0  e termina  em  rs  e dada  por 

(Veja  a Equa^ao 


>’ 


1(0,2) 


FIGURA  7 


EXEMPLO  4 a Calcule  j cy~dx  + xdy,  onde  (a)  C = C\  e o segmento  de  reta  de 
(—5,  —3)  a (0,  2)  e (b)  C ™ C2  e o arco  de  parabola  x = 4 — y2  de  ( — 5,  —3)  a (0,  2) 
(veja  a Figura  7). 

SOLUgAO 

(a)  A representa^ao  parametrica  para  o segmento  de  reta  e 

x = St  — 5 y ~ 5t  — 3 0 / «£  j 

(Use  a Equa9ao  8 com  r0  ~ (~5,  -3)  e r=  — (0,  2).)  Assim  dx  — 5 dt , dy  ~ 5 dt,  e a 
Formula  7 nos  da 


j*  y2  dx  + xdy  — Jo  (5/  — 3)2(5  dt)  + (5 1 ~ 5)(5  dt) 
= 5 £ (25/2  - 25 1 + 4)  dt 
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(b)  Como  a parabola  e dada  em  funcao  de  y,  vamos  usar  y como  parametro  e escrever  Ci 
como 


a = 4 ~ V2  >’  = v —3  ss  )’  2 

Entao  dx  — —2 y dy , e pela  Formula  7,  temos 


£ y ~ dx  + x dy  = | y2(—2y)  dy  + (4  - y2)dy 

= P (-ly1  -y'  + Mdy 


+ 4 y 


40| 


Note  que  as  respostas  para  os  itens  (a)  e (b)  do  Exemplo  4 sao  diferentes,  apesar  de  as 
duas  curvas  terem  as  mesmas  extremidades.  Assim,  em  geral,  o valor  de  uma  integral  de 
Iinha  depende  nao  somente  dos  pontos  extremos  da  curva,  como  tambem  da  propria  tra- 
jetoria  (veja  a Se^ao  16.3  para  condiqoes  nas  quais  a integral  independe  da  trajetoria). 

Note  tambem  que  as  respostas  do  Exemplo  4 dependent  da  orienta9ao  ou  sentido  em 
que  a curva  e percorrida.  Se  ~C\  representa  o segmento  de  reta  que  vai  de  (0,  2)  a 
(—5,  ~~3),  voce  pode  verificar,  usando  a parametriza^ao 

x “ -5/  >—2-5/  0 ^ t ^ 1 


que  | y2  dx  + x dy  = | 

» -Cj 

Em  geral,  uma  parametriza9ao  dada  x — x(t),  y = >>(/),  a t b,  determina  uma 
orienta9ao  de  uma  curva  C,  com  a orienta9ao  positiva  correspondendo  aos  valores  cres- 
centes  do  parametro  t (veja  a Figura  8,  onde  o ponto  inieial  A corresponde  ao  valor  do 
parametro  a e o ponto  terminal  B corresponde  a t — b). 

Se  C-  denota  a curva  constitufda  pelos  mesmos  pontos  que  C,  mas  com  orienta9ao 
contraria  (do  ponto  inieial  B para  o ponto  terminal  A na  Figura  8),  entao  temos 


J_c  /(*•  y)dx £ fix,  y)  dx  j £ fix,  y)  dy  = - £ /(x,  y)  dy 

Mas,  se  integrarmos  em  rela9§o  ao  comprimento  de  arco,  o valor  da  integral  de  linha  nao 
mudara  quando  revertermos  a orienta9ao  da  curva: 

| /(a,  y)  ds  = £ f(x,  >•)  ds 

Isso  e porque  Ax,  e sempre  positive,  enquanto  Ax*  e A mudam  de  sinal  quando  reverte- 
mos  a orientacao  de  C. 


Integrals  de  Linha  no  Espa^o 
Suponhamos  agora  que  C seja  uma  curva  espacial  lisa  dada  pel  as  equa9oes  parametricas 
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ou  pela  equacao  vetorial  r (t)  — x(»  i + y(/)  j + z(t ) k.  Se  ft  uma  funyao  de  ires  variaveis 
que  e contmua  em  alguma  regiao  oontendo  C,  entao  definimos  a integral  de  linha  de/ ao 
longo  de  C (com  relacao  ao  comprimento  de  arco)  de  modo  semelhante  ao  feito  para  cur- 
vas  planas: 

j f(x,  y,  z)  ds  — lim  X/(xf,  >f , zf)  A.v, 

JC  ' " i«l 


Calculamos  essa  integral  utilizando  uma  formula  analoga  a Equacao  3: 


fc/U,  z)  ds  = | /(.v(7),  v(»,  z(0)  y'  I 


I dx 
dt 


4- 


+ 


dt 


Observe  que  as  integrals  das  Equapoes  3 e 9 podem  ser  escritas  de  modo  mais  compacto 
com  notatjao  vetorial 


b f(r(t))\r'(t)\dt 


Para  o caso  especial  quando  f(x , y,  z)  — 1 , temos 

J ds  — | 1 | r'(t)  | dt  = L 

onde  Leo  comprimento  da  curva  C (ver  a Secao  13.3.3). 

Tambem  podemos  definir  integrals  de  linha  ao  longo  de  C com  relacao  a x,  y e z.  For 
exemplo. 


I /( jc,  y,  z)  dz  = lim  2 fix**  >’*>  zf)  A zf 

Jc  n— »<*>  j 

Portanto,  como  para  as  integrals  de  linha  no  piano  podemos  calcular  integrals  da  forma 

[To]  | P(x,  y,  z)  dx  + g(x,  y,  z)  dy  + i?(x,  y,  z)  dz 

escrevendo  tudo  (x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  em  termos  do  parametro  t. 

EXEMPLO  5 □ Calcule  |cy  sen  z ds,  onde  Cea  helice  circular  dada  pelas  equates 
X = cos  t,  y = sen  /,  z = t,  0 t =ss  2ir  (veja  a Figura  9). 

SQLUQAO  A Formula  9 nos  da 

| y sen  z dy  = j (sen  t)  sen  t 

= f~’  sen/ysend  + cos H + T dt 
Jo 

— sfl  | |(1  — cos  2 1)  dt  — — [i  — | sen  2 1],/  = y'2  rr  ^ 

EXEMPLO  6 □ Calcule  \cy  dx  + zdy  + xdz,  onde  C consiste  no  segmento  de  reta  Cx  que 
une  (2,  0,  0)  a (3, 4,  5)  seguido  pelo  segmento  de  reta  vertical  C2  de  (3,  4,  5)  a (3, 4,  0). 
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SOLUQAO  A Figura  10  mostra  a curva  C.  Usando  a Equa^ao  8,  escrevemos  C\  como 
r(?)  - (1  - 0(2,  0,0)  + ?< 3,4,5)  = <2  + ?,  4t,  5?) 
ou,  na  forma  parametrica,  como 

x~2  + t v = 4?  z ~ 5t  0 ss  t 1 


Entao 


c v dx  + z dy  + xdz  — (4/)  di  + (5?)4  dt  + (2  + t)5  dt 


i 1 (10  + 29?)  dt  = 10?  + 29 

Jo 


24,5 


Da  mesma  maneira,  C2  pode  ser  escrito  na  fornja 

r(?)  “ (1  “ ?){3,  4,  5>  + ?<3,4,0>  = <3,4,5  - 5?) 


ou  a"  — 3 y — 4 2 = 5 — 5?  0 «£  ? s£  1 

Entao  dx  — 0 — dy,  logo 

[c  y dx  4-  z dy  + xdz  = j * 3( — 5)  dt  — - 15 


Somando  os  vaiores  das  integrals,  obtemos 

[ y dx  + zdy  + xdz  = 24,5  - 15  = 9,5 


Integrals  de  Linha  de  Campos  Vetoriais 


Lembre-se  da  Segao  6.4  do  Volume  I em  que  o trabalho  feito  por  uraa  for^a / (a)  que  move 
uma  particula  de  a ate  b ao  longo  do  eixo  x e W = J*/(x)  dx . Depois,  na  Se^ao  12.3, 
achamos  que  o trabalho  feito  por  uma  for 5 a constante  F para  mover  um  objeto  de  um  ponto 
P para  outro  ponto  Q do  espa^o  e W — F * D,  onde  D = PQ  e o vetor  deslocamento. 

Suponha  agora  que  F = Pi  + Q j + Rk  6 um  campo  de  fortja  contmuo  no  R 3,  tal 
como  o campo  gravitacional  do  Exemplo  4 da  Se^ao  16.1  ou  o campo  de  forga  eletrica  do 
Exemplo  5 da  Secao  16.1.  (Um  campo  de  for$a  em  R2  pode  ser  visto  como  um  caso  espe- 
cial onde  R — 0 e P e 0 dependent  so  de  a e y.)  Queremos  calcular  o trabalho  exercido  por 
essa  for$a  movimentando  uma  particula  ao  longo  de  uma  curva  lisa  C. 

Dividimos  C em  subarcos  P,  lPl  com  comprimentos  A a,  dividindo  o intervalo  do 
parametro  [a,  b]  em  subintervalos  de  mesmo  tamanho  (veja  a Figura  1 para  o caso  bidi- 
mensional  ou  a Figura  1 1 para  o caso  tridimensional).  Escolha  P*{x? , yf,  zf)  no  i-esimo 
subarco  correspondendo  ao  valor  do  parametro  tf.  Se  As,;  e pequeno,  o movimento  da 
particula  de  P ;_i  para  Pt  na  curva  se  processa  aproximadamente  na  dire^ao  de  T(?f),  ver- 
sor  tangente  a P'f . Entao,  o trabalho  feito  pela  for^a  F para  mover  a partfcuia  de  P-~ s para 
Pi  e aproximadamente 

F(x?.  yf,  zf)  ■ [Ai,T(/0]  - [F(xf , yf,  zf)  ■ Tfc*)]  A* 


mss*,-.:. 


■ ■ 'StjSf'S&b&fa.  . . ::-tS£*4'Sx.  .•  ..S';:.  : ■ .:/K • 
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e o trabalho  total  executado  para  mover  a particula  ao  longo  de  C e aproximadamente 

III!  2 [FU,*,  yf,  z?)  ■ T(xf.  >•*,  zt)]  As, 

onde  T(x,  y,  z)  e o versor  tangente  ao  ponto  (x,  v,  z)  sobre  C.  Intuitivamente  podemos  ver 
que  essas  aproximagoes  devem  ficar  melhores  quando  n aumenta  muito.  Portanto  defini- 
mos  o trabalho  W feito  por  um  campo  de  for^a  F como  o limite  da  soma  de  Riemann  dada 
por  (11),  ou  seja, 


m w - f Fix,  V,  z)  • T(x,  y,  z)  ds  = f F • T ds 

Jc  ' Jc 

A Equa9ao  12  nos  diz  que  o trabalho  e a integral  em  re  lay  do  ao  comprimento  do  area  da 
componente  tangencial  da  forya. 

Se  a curva  C e dada  pela  equa^ao  vetorial  r(t)  = x(t)  i + y(/)  j + z(t)  k , entao 
T(/)  = r'(/)/|  r'(f)  |,  e da  Piqua^ao  9 podemos  reescrever  a Equa^ao  12  como 

! r'(f)  | dt  = f F(r(/))  • r'(f)  dt 

da 

Essa  ultima  integral  e freqiientemente  abreviada  como  fr  F * dr  e ocorre  tambem  em  ou- 
tras  areas  da  ffsica.  Portanto  podemos  definir  a integral  de  linha  para  um  campo  vetorial 
contmuo  qualquer. 

j 13j  Dsbnieao  Seja  F um  campo  vetorial  contmuo  definido  sobre  uma  curva  lisa  C ; 

j dada  pela  fun^ao  vetorial  r(/),  a t b.  Entao  a integral  de  linha  de  F ao  longo 
de  C e | 

! f F • dr  = P F(r(f))  ■ r’(t)  dt  = f F * T ds  1 

JC  Ja  JC 

Quando  usamos  a Defmi^ao  13,  devemos  nos  lembrar  de  que  F(r(/))  e uma  abrevia^ao 
para  F(x(/),  y(t),  z(t)),  e calcuiamos  F(r(/))  tomando  x = x(/),  y = y(/)  e z — z(t)  na 
expressao  de  F(x,  y,  z).  Note  tambem  que  podemos  formalmente  escrever  que  dr  = r'U)  dt 


A Figura  1 2 mostra  o campo  de 
forga  e a curva  do  Exemplo  7.  0 
trabalho  realizado  e negativo  porque  o 
campo  impede  o movimento  ao  longo 
da  curva. 


EX  EM  f!  10  7 g Determine  o trabalho  feito  .pelo  campo  de  forga  F(x,  y)  = x2i  — xy  j para 
mover  uma  particula  ao  longo  de  um  quarto  de  circulo  r (/)  — cos  t i + sen  t j , 

0 sS  t =£  ir/2. 

SOIUQAO  Como  x — cos  t e y = sen  t,  temos 


\ \ \ 

' ^ \ \ X 

5 s \ 

S N. 


F(r(/))  = cos2/  i — cos  t sen/  j 
e r'(/)  = —sen  / i + cos  t j 

Portanto  o trabalho  realizado  e 


f F • dr  = ^ F(r (/))  • r'(t)  dt  - f " ” (-2  cos H sen/)  dt 
Jc  Jo  Jo 

_ cos3/ 


FIGURA  12 
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NOTA  o Apesar  de  j',,  F * dr  = fr  F * T ds  e as  integrals  em  rela^ao  ao  comprimento  do 
arco  nao  trocarem  de  sinal  quando  a orientacao  do  caminho  e invertida,  e verdade  que 


j F • dr  — - j _ F • dr 

porque  o versor  tangente  T e substitufdo  por  seu  negativo  quando  C e trocado  por  ~C. 


□ A Figura  13  mostra  a cubica  torcida 
C do  Exemplo  8 e aiguns  vetores 
tspicos  agin  do  em  tres  pontos  de  C. 


X 


FIGURA  13 


EXEMPLO  8 c Calcule  |c  F * dr,  onde  Ff.x,  y,  z)  = xy  i + yz  j + zx  k e Ce  a cubica 
retorcida  dada  por 


x — t y = t2  z = r 0 < r < 1 


SOLUQAO  Temos 


r(/)  — / i + f'j  + r3k 
r'O)  — i + 2r  j + 3rk 
F(r(/))  — 1 3i  + r j + ?4k 


Entao 


’ F • dr  = f : 1 F(r(/))  • r'(t) 

<c  Jo 


dt 


fi  , , _ , tA  5 t’ 

j ( t~  + St)  dt  — F — 

Jo  4 7 


27 

28 


Finalmente,  notamos  a rela^ao  entre  as  integrals  de  linha  de  campos  vetoriais  e as  inte- 
grals de  linha  de  campos  escalares.  Suponha  que  um  campo  vetorial  F em  IR3  seja  dado 
sob  a forma  de  componentes  pela  equacao  F = Pi  + 0j  + /?k.  Usamos  a Defin^ao  13 
para  calcular  sua  integral  de  linha  ao  longo  de  C: 

f F • dr  = f F(r (r))  • r'(t)  dt 
JC  Ja 

= f (P  i + Q j + R k)  • (x'(t)  i + y’(t)  j 4-  z'{t)  k)  dt 

Ja 

= | b [Pm.  y(t),  z(t))x'(t)  + Q(x{t),  ><r),  2(r))y'0)  + R{x{t),  y(t),  z(t))z'(t)]  dt 

Ja 

Mas  essa  ultima  integral  e precisamente  a integral  de  linha  de  (10).  Portanto,  temos 

i ” “ “ * 1 

i 

|cF  • dr  = \cPdx  + Qdy  + Rdz  onde  F = Pi  + <2j+jRk  j 


Por  exemplo:  a integral  jr.  ydx  + z dy  + x dz  do  Exemplo  6 poderia  ser  expressa  como 
fc  F * dr  onde 


¥(x,  y,  z)  ~ y i + z j + x k 


. 


fsS. 
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Exercicios 


1-16  □ Calcule  a integral  de  linha,  onde  C e a curva  dada. 

1.  Jc y ds , C:  x = t2,  y =*  t,  0 « / « 2 

2.  fc  (y/x)  ds , C:  * *=  C,  y “ t\  j « 1 

1 3,  f xyV„v,  C e a metade  direita  do  cfrculo  x2  i v2  = 16 

4.  fcye'  C e o segmento  de  reta  que  liga  (1,  2)  a (4,  7) 

5.  jc  (xy  + In  x)  dy, 

C 6 o arco  de  parabola  y ==  x2  de  (1,  1)  a (3,  9) 

6.  | xey  dx, 

Ceo  arco  de  curva  x — ey  de  (1,  0)  a (e,  1) 

-7.  f xy  dx  + (x  — y)  dy,  C consiste  nos  segmentos  de  reta  de  (0, 
0)  a (2,  0)  e de  (2,  0)  a (3,  2). 

8.  f sen  jc  dx  + cos  y dy,  C consiste  na  metade  superior  da 
circunferencia  x2  + y2  = 1 de  (1,  0)  a (—  1,  0)  e o segmento  de 
reta  de  (—  1,  0)  a (—2,  3). 

9.  frJty3  ds,  C:  x — 4 sen  t,  y = 4 cos  t , 2 = 3 f,  ()*£/«=  77/2 

10.  J x2z  ds,  Ceo  segmento  de  reta  de  (0,  6,  — 1 ) a (4,  1,  5) 

Jti;  \cxeyT  ds,  C 60  segmento  de  reta  de  (0,  0,  0)  a (1,  2,  3) 

12.  fc  (2x  + 9 z)  ds,  C:  x - /,  y = t2,  z = t\  0 ^ t « 1 

13.  lcx2yy[z  dz,  C:  x ~ t\  y - t,  z = t\  0 « / *£  1 

14.  jczdx  + xdy  + y dz,  C:  x = f2,  v = z = t2,  0 =S  t 3 

15.  f (x  + yz)  dx  + 2x  dy  + xyz  dz,  C consiste  nos  segmentos  de 
reta  de  (1,  0,  1)  a (2,  3,  1)  e de  (2,  3,  1)  a (2,  5,  2) 

16.  j"  x2  dx  + y2  dy  + 2 2 dz,  C consiste  nos  segmentos  de  reta  de 
(0,  0,  0)  a (1, 2,  -l),ede  (1,2,  -1)  a (3,  2, 0) 

17.  Seja  F o campo  vetorial  mostrado  na  figura. 

(a)  Se  Ci  6 o segmento  de  reta  vertical  de  (-3,  -3)  a (-3,  3), 
determine  se  Jr  F * dr  e positivo,  negativo  ou  zero. 

(b)  Se  C?  e o cfrculo  de  raio  3 e centro  na  origem  percorrido 
no  sentido  anti-horario,  determine  se  jc  F • dr  e positivo, 
negativo  ou  zero. 


18.  A figura  mostra  urn  campo  vetorial  F e duas  curvas,  C e Cj. 
As  integrais  de  linha  de  F sobre  C(  e C3  sao  positivas, 
negativas  ou  nulas?  Explique. 


X / / I * 

A / ‘ * ' 
l'j  1 1 ' 
i IM  V \ 

i l Cw 


s / S x 


1S-22  □ Calcule  a integral  de  linha  |r  F • dr,  onde  C e dada  pela 
funcao  vetorial  r(?). 

19.  F(x,  y)  — x2y  3 i - yy'x  j . 
r(t)  ~ t2\  — / ■ j,  0 r «£  1 

20,  F(x%  y,  2)  — yz  i + xz  j + xy  k, 

r(0  = r i + t2  j + C k,  0 t «=  2 

J21,  F(x,  y,  z)  = sen  x i + cos  y j + xz  k , 

r(/)  — t3  i — rj  + t k,  0 *£  / «£  1 

22.  F (x,  y,  z)  — z i + y j — x k, 

r{/)  — 1 1 + sen  t j + cos  t k,  0 t *£  it 

335  23-24  □ Use  um  grafico  do  campo  vetorial  F e a curva  C para 
dizer  se  a integral  de  linha  de  F ao  longo  de  C e positiva,  negativa 
ou  nula.  Em  seguida  calcule  a integral. 

23.  F(x,  y)  = (x  — y)  i + xy  j , Ce  o arco  de  cfrculo  x2  + y2  — 4 
percorrido  no  sentido  anti-horfirio  de  (2,  0)  a (0,  —2) 

24.  F(x,  y)  = ;g  j + ■■  — j , C e a parabola  de 

(-1,2)  a (1,2) 


Vi 

/ S s ' - 

/ / / ^ - 

/ / / '•  1-- 

i < , ! ; ■ 

---  ^ ^ X \ 

- ^ X \ \ 

- ^ \ \ \ 

' ' N \ \ 

...1 1 .v.(. 1 K 

4 — 2 ' A 0 

■ i 1 2 i ix 

\ \ ^-1- 

- ' / / j 

x -2-1 

" ^ S / / 

\ A V - 

- / / 

\ V ^ ^-3- 

^ sjC 

25.  (a)  Calcule  a integral  de  linha  f F * dr,  onde 

F(x,  y)  — ex~'  i + xy  j eCe  dado  por  r(t)  = t1  i + r’j , 

0 < t ^ 1. 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  utilizando  uma  calculadora  grafica  ou  um 
computador  para  desenhar  C e os  vetores  do  campo  veto- 
rial  correspondentes  a / — 0,  1 j ^2  e 1 (como  na  Figura  13). 

26.  (a)  Calcule  a integral  de  linha  Jr  F ■ dr,  onde 

F(x,  y,  z)  = x i - z j + y k e C 6 dado  por 
r (f)  = 2t  \ + 3t  j - t k,  - 1 t 1 . 

(b)  Ilustre  a parte  (a)  utilizando  um  computador  para  desenhar 
C e os  vetores  do  campo  vetorial  correspondentes  a 
t — ± 1 e ± I (como  na  Figura  13). 
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27.  Determine  o valor  exato  de  Qx3y5<iy,  onde  C e a parte  da 
astroide  x — cos  V,  y — sen  7 no  primeiro  quadrante. 

28.  Determine  o valor  exato  de  Jr  F * dr , onde 

F(x,  v,  z)  = x V:i  + In  z j + yy2  + z2  k e C e o segmento  de 
reta  entre  (1,2,  1)  a (6,  4,  5). 

29.  SeCea  curva  com  equayoes  parametricas  x — In  /,  y — e"\ 

l *£  t 2,  use  uma  calculadora  ou  CAS  para  calcular  a integral 
de  linha  j ..  x sen  y ds  com  precisao  ate  a terceira  casa  decimal. 

30.  (a)  Determine  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  forca 

Fix.  y)  — x2  i + xy  j sobre  uma  partfcula  que  da  uma 
volta  no  cfrculo  x~  + y2  = 4 no  sentido  anti-horario. 

(b)  Utilize  um  sistema  algebrico  computacional  para  desenhar 
o campo  de  forya  e o cfrculo  na  mesma  tela.  Use  essa 
figura  para  explicar  sua  resposta  da  parte  (a). 

31.  Um  arame  fino  e entortado  no  formato  de  uma 
semicircunferencia  x~  + y'  = 4,  x 0.  Se  a densidade 
linear  for  uma  constante  k,  determine  a massa  e o centro  de 
massa  do  arame. 

32.  Determine  a massa  e o centro  de  massa  de  um  arame  fmo  no 
formato  de  um  quarto  de  cfrculo  x2  + y2  — r2,  x =3  (),  y & 0, 
se  a funyao  densidade  for  p(x,  v)  — x + y . 

33.  (a)  Escreva  formulas  semelhantes  a Equayao  4 para  o centro 

de  massa  (x,  y,  z ) de  um  arame  fmo  com  funyao  densidade 
p(x,  y,  z)  e forma  da  curva  espacial  C. 

(b)  Determine  o centro  de  massa  de  um  arame  com  formato  da 
helice  x = 2 sen  /,  y — 2 cos  /,  z — 3t,  0 *£  t sS  27r,  se  a 
densidade  for  uma  constante  k. 

34.  Determine  a massa  e o centro  de  massa  de  um  arame  com 

formato  da  helice  x — t,  y — cos  t,  z — sen  t,  0 2-rr,  se  a 

densidade  em  qualquer  ponto  for  igual  ao  quadrado  da 
distancia  do  ponto  if  origem. 

35.  Se  um  arame  com  densidade  linear  p(x,  y)  esta  sobre  uma 
curva  plana  C,  seu  momento  de  inercia  em  relacao  aos  eixos  x 
e y sao  defintdos  como 

l<  — J^  v2p(x,  y)  ds  Iy  — j x2p(x,  y)  ds 
Determine  os  momentos  de  inercia  do  arame  do  Exemplo  3. 

36.  Se  um  arame  com  densidade  linear  p(x,  y,  z ) esta  sobre  uma 
curva  espacial  C,  seu  momento  de  inercia  em  relacao  aos 
eixos  x,  y e z sao  definidos  como 

h ~ j (y2  + z2)p(x,y,  z)  ds 

h “ | + z2)p(x,  y,  z)  ds 

l-  — |c  D'2  + yr)p(x,  y,  z)  ds 

Determine  os  momentos  de  inercia  do  arame  do  Exercfcio  33. 

37.  Determine  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  forya 

F(x,  y)  = x i + (y  + 2)  j para  movimentar  um  objeto  sobre 
um  arco  da  cidoide  r(7)  = (/  — sen  t)  I + (1  — cos  t)  j , 

0 ^ « 2 7T. 


38.  Determine  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  forya 

Fix,  y)  — xseny  i + y j para  movimentar  um  objeto  sobre  a 
pardbola  y ==  x2  de  (—  1 , 1 ) a (2,  4). 

39.  Detennine  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  forya 

Fix,  y,  z)  = (y  + z,x  + z,  x + y)  sobre  uma  partfcula  que  se 
move  ao  longo  do  segmento  de  reta  (1,  0.  0)  a (3,  4,  2). 

40.  A forya  exercida  pela  carga  eletrica  colocada  na  origem  sobre 
uma  partfcula  carregada  em  um  ponto  (x,  y,  z)  com  vetor 
posiyao  r = (x,  y,  z)  e F(r)  = A'r/j  r j 3,  onde  K e uma 
constante  (veja  o Exemplo  5 da  Seyao  16.1).  Determine  o 
trabalho  realizado  quando  a partfcula  se  move  sobre  0 
segmento  de  reta  de  (2,  0,  0)  a (2,  1 , 5). 

'41.  Um  homem  pesando  160  lb  carrega  uma  lata  de  pintura  de 
25  lb  por  uma  escada  helicoidal  em  tomo  de  um  silo 
com  raio  de  20  pes.  Se  o silo  tern  90  pes  de  altura  e 
o homem  da  tres  voltas  completas  em  tomo  do  silo,  quanto 
trabalho  e feito  pelo  homem  contra  a gravidade 
para  chegar  ao  topo? 

42.  Suponha  que  haja  um  furo  na  lata  de  pintura  do  Exercfcio  4 1 e 
9 lb  de  tinta  vazam  da  lata  de  modo  contfnuo  durante  a subida 
do  homem.  Quanto  trabalho  e realizado? 

43.  (a)  Mostre  que  um  campo  de  forya  constante  realiza  um 
trabalho  nulo  sobre  uma  partfcula  que  da  uma  unica  volta 
completa  uniformemente  na  circunferencia  x^  4-  y2  — 1 

(b)  Isso  tambem  e verdadeiro  para  um  campo  de  forca, 

F(x)  — kx  onde  k 6 uma  constante  e x ==  (x,y)? 

44.  A base  de  uma  cerca  de  raio  10  m 6 dada  por 

x = 10  cos  t,  y = 10  sen  t.  A altura  da  cerca  na  posiyao 
(x,  y)  e dada  pela  funcao  h(x,  y)  — 4 + 0,0 l(x2  - y3), 
portanto  a altura  varia  de  3m  a 5m.  Suponha  que  1L 
de  tinta  eubra  100  nr.  Faya  um  esboyo  da  cerca  e determine 
quanto  de  tinta  voce  necessitara  para  pintar  os  dois  lados 
da  cerca. 

45.  Um  objeto  se  move  sobre  a curva  C mostrada  na  figura  de 

(1,  2)  a (9,  S).  Os  comprimentos  dos  vetores  do  campo  de  forya 
F sao  medidos  em  newtons  pela  escala  dos  eixos.  Estime  o 
trabalho  realizado  por  F sobre  o objeto. 


1072 


CALCULO 


Editors  Thomson 


46.  Experimentos  mostram  que  uma  corrente  continua  / em  um 
fio  comprido  produz  um  campo  magnetico  B que  e tangente 
a qualquer  circulo  em  um  piano  perpendicular  ao  fio  e cujo 
centro  seja  o eixo  do  fio  (como  na  figura).  A Lei  de  Ampere 
relaciona  a corrente  eletrica  ao  campo  magnetico  criado  e esta- 
belece  que 

{ B * dr  = ja0/ 

Jc 

onde  / e a corrente  que  passa  por  qualquer  superffcie  limitada 
por  uma  curva  fechada  Cegoe  uma  constante  chamada  per- 
meabilidade  do  espa<jo  livre.  Tomando  C como  um  cfrculo  com 
raio  r.  mostre  que  a amplitude  B — | B j do  campo  magnetico  k 
distancia  r do  centro  do  fio  e 


B ~ 


pd 

2irr 


Teorema  Fundamental  para  as  Integrals  de  Linha 


Lembre-se  da  Se^ao  5.3  do  Volume  I em  que  a Parte  2 do  Teorema  Fundamental  do 
Calculo  pode  ser  escrita  como 

[Tj  f F'(x)  dx  — F(b ) — F(a) 

Ja 

onde  F'  e contmua  em  [a,  b].  A Equa^ao  1 tambem  e chamada  Teorema  da  Variat^ao  Total: 
a integral  da  taxa  de  varia^ao  e a variatjao  total. 

Se  consideramos  o vetor  gradiente  V/  da  fun9ao /de  duas  ou  tres  variaveis  como  uma 
especie  de  derivada  de  /,  entao  o teorema  seguinte  pode  ser  considerado  uma  versao  do 
Teorema  Fundamental  do  Calculo  para  as  integrals  de  linha. 


A (*.,>0 


B (x,  y2) 


f c 


| [I]  Teorema  Seja  C uma  curva  lisa  dada  pela  fun?ao  vetorial  r(i),  a t =£  b.  Seja 

] / uma  fun?ao  diferenciavel  de  duas  ou  tr6s  variaveis  eujo  vetor  gradiente  V/  e 

I continue  em  C.  Entao 

£v/-rfr-/(r(«)-/(r(a)) 


NOTA  □ 0 Teorema  2 nos  diz  que  podemos  calcular  a integral  de  linha  de  um  campo 
vetorial  conservative  (o  campo  vetorial  gradiente  da  fun$ao  potencial/)  sabendo  apenas 
o valor  de / nos  pontos  terminals  de  C.  De  fato,  o Teorema  2 diz  que  a integral  de  linha  de 
V/  e a variagao  total  de/.  S ef  6 uma  funcao  de  duas  variaveis  e C,  uma  curva  plana  com 
inicio  era  A(xu  y-,  ) e termino  em  B(x2,  yh ),  como  na  Figura  1,  o Teorema  2 fica 

Jc  Vf'dr=  fix 2,  y2)  - f(xu  }’) ) 

Se / e uma  fun§ao  de  tres  variaveis  e C,  uma  curva  espacial  ligando  o ponto  A{x\,y\,z\) 
ao  ponto  B(x 2,  y2,  z2),  entao  temos 

jc  V/  • dr  ~ f(x 2,  z2)  ~ f(x i,  yu  z\ ) 

Vamos  provar  o Teorema  2 nesse  caso. 
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iPr-tn/a  do  Tgorems  t Usando  a Definicao  16.2.13,  temos 
| V/*  Jr  = I " V/(r(/))  • r'{»  Jr 

*’t  Jzz 

p ( df  dx  df  dy  dfdz\ 

\ dx  dt  dy  dt  dz  dt)  1 

= \°  ~ /(**(/))  tir  . ...,i  KeaiT  d«;  C<  ) 

Jo  dt 

=f(r(b)}  — f(r(a)) 

O ultimo  passo  segue  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  (Equa£ao  1). 

Apesar  de  termos  provado  o Teorema  2 para  curvas  lisas,  ele  tambem  vale  para  curvas 
lisa  por  trecho.  Isso  pode  ser  visto  subdividindo-se  C em  urn  numero  finito  de  curvas  lisas 
e somando  as  integrais  resultantes. 


liXEil/lPiC  1 :::  Determine  o trabalho  realizado  pelo  campo  gravitacional 


F(x)  = - 


mMG 


x 


ao  mover  uma  particula  com  massa  m do  ponto  (3,  4,  12)  para  o ponto  (2,  2,  0)  ao  iongo 
da  curva  lisa  por  trechos  C (veja  o Exemplo  4 da  Seqao  16.1). 

S0LUQA0  Da  Seqao  16.1  sabemos  que  F e um  campo  vetorial  conservative  e,  de  lato. 

F — V/,  onde 


fix,  y,  z) 


mMG 

fx2  + V2  + Z2 


Portanto,  pelo  Teorema  2,  o trabalho  realizado  e 


W — fcF-  Jr  = j V/*  dr 
= /( 2,  2,0)  -/( 3,4,  12) 

_mMG  mMG  1 1 ^ 

~~  v/22  + 22  “ v/3^+"42  + IT-  = mMG\rj2  ~ 73/ 


Independence  do  Caminho 


Suponha  que  Ci  e Ci  sejam  curvas  lisas  por  trecho  (chamadas  caminhos)  que  tem  o 
mesmo  ponto  inicial  A e o mesmo  ponto  terminal  B.  Sabemos  do  Exemplo  4 da  Seqao  16.2 
que,  em  geral,  jc  F * Jr  # Ja  F • Jr.  Mas  uma  decorrencia  do  Teorema  2 e que 


£ V/  • Jr  — | Vf  ♦ Jr 

sempre  que  Vf  for  contmuo.  Em  outras  palavras,  a integral  de  iinha  de  um  campo  vetorial 
conservative  depende  somente  dos  pontos  extremes  da  curva. 

Em  geral,  se  F for  um  campo  vetorial  contmuo  com  dominio  D,  dizemos  que  a integral 
de  linha  jc  F * dr  e independente  do  caminho  se  jr  F * Jr  = \c  F * Jr  para  quaisquer 
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F1GURA  2 
Uni  curva  fechada 

C, 


dois  caminhos  G e C?  em  D que  tenham  os  mesmos  pontos  iniciais  e finals.  Com  essa  ter- 
minologia,  podemos-  dizer  que  as  integrals  de  linha  de  campos  vetoriais  conservatives  sdo 
independentes  do  caminho. 

Uma  curva  e dita  fechada  se  seu  ponto  terminal  coincide  com  seu  ponto  inicial,  ou  seja, 
r (b)  = r(fl)  (veja  a Figura  2).  Se  fr  F * dr  e independente  do  caminho  em  DeCe  uma 
curva  fechada  em  D,  podemos  escolher  quaisquer  dois  pontos  A e B sobre  C e olhar  C 
como  composta  por  um  caminho  G de  A a B seguido  de  um  caminho  G de  B a A (veja  a 
Figura  3).  Entao 

f F ■ dr  = f F • dr  + f F * dr  = f F * dr  - f F • dr  = 0 

JC  JC:  JC;  JC,  J-C : 

ja  que  G e — tern  os  mesmos  pontos  iniciais  e linais. 

For  outro  lado,  se  e verdade  que  jr  F • dr  = 0 sempre  que  C for  um  caminho  fechado 
em  D,  podemos  demonstrar  a independence  do  caminho,  como  segue.  Tome  quaisquer 
dois  caminhos  G e C?  de  A a B em  D e defina  C como  a curva  constitufda  por  G seguida 
por  ~C2.  Entao 

0 — f F • dr  — f F * dr  + f F ■ dr  « f F • dr  - f F • dr 

Jc  Jc , J~c-  Jc\  Jc, 

e jc  F • dr  = jr  F • dr.  Assim,  provamos  o seguinte  teorema. 


| jjTj  Teorema  jr  F * dr  e independente  do  caminho  em  D see  somente  se  j 

| fc  F • dr  = 0 para  todo  caminho  fechado  C em  D.  j 

Como  sabemos  que  a integral  de  linha  de  qualquer  campo  vetorial  conservative  F e 
independente  do  caminho,  segue-se  que  jr  F • dr  = 0 para  qualquer  caminho  fechado.  A 
interpreta9ao  ffsica  e que  o trabalho  realizado  por  qualquer  campo  de  for^a  conser\rativo 
(tal  como  o campo  gravitacional  ou  o campo  eletrico  da  Se^ao  16.1)  para  mover  um  objeto 
ao  redor  de  um  caminho  fechado  e 0. 

O teorema  a seguir  fala  que  somente  campos  vetoriais  independentes  do  caminho  sao  con- 
servatives. Ele  esta  estabelecido  e provado  para  curvas  planas,  mas  existe  uma  versao  espa- 
cial  desse  teorema.  Admitiremos  que  D seja  aberto,  o que  significa  que  para  todo  ponto  P 
em  D existe  uma  bola  aberta  com  centro  em  P inteiramente  contida  em  D.  (Portanto  D nao 
tern  nenhum  ponto  de  sua  fronteira.)  Alem  disso,  admitiremos  que  D seja  conexo.  Isso  sig- 
nifica que  quaisquer  dois  pontos  de  D podem  ser  ligados  por  um  caminho  inteiramente 
contido  em  D. 


IjTl  Teorema  Suponha  que  F seja  um  campo  vetorial  continuo  sobre  uma  regiao 
aberta  conexa  D.  Se  j’..  F * dr  for  independente  do  caminho  em  Z),  entao  F e um 
campo  vetorial  conservative,  ou  seja,  existe  uma  fungao/tal  que  V/  ~ F. 

Prova  Seja  A(a,  b)  um  ponto  fixo  em  D.  Vamos  construir  a fun^ao  potencial / desejada 
definindo 

fix.  v)  = !{x’y)  F ♦ dr 

J (a.  b) 

para  qualquer  ponto  (x,  v)  em  D.  Como  Jr  F • dr  e independente  do  caminho,  nao  interessa 
qual  o caminho  de  integragao  utiiizado  entre  ( a , b ) e (x,  y)  para  definir  /ix,  y).  Como  D e 
aberto,  existe  uma  bola  aberta  contida  em  D com  centro  era  (x,  y).  Escolha  qualquer  ponto 
(xj,  >’)  na  bola  aberta  com  xx  < x e considere  C como  qualquer  caminho  G de  (a,  b)  a 
(xj,  _y)  seguido  pelo  segment©  de  reta  horizontal  G de  (x1?  y)  a (x,  y)  (veja  a Figura  4).  Entao 

f(x,  y)  - f F * dr  + f F * dr  - F • dr  + f F * dr 

Jc  Jc  J(a,  b)  Jc 


FIGURA  4 
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Note  que  a primeira  dessas  integrals  nao  depende  de  a,  e assira 

d dr 

— fix,  v)  = 0 + — F - dr 
dx  ox  Jq 

Se  escrevermos  F — P i + Q j,  entao 

j F • dr  = [ P dx  + Q dy 

Sobre  Ci , y e constante,  dy  = 0.  Usando  t como  parametro,  onde  x\  x,  temos 

y)  — ~~  f Pdx  + Qdy  = l*  P(t , y)  dt  - P(a,  y) 

da  dx  Jc;  da  Jj.1 

pda  Parte  1 do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  (veja  a Se9ao  5.3  no  Volume  1). 

Uma  argumenta^ao  semelhante,  usando  urn  segmento  de  reta  vertical  (veja  a Figura  5), 
mostra  que 


d 

dv 


- /(*,  y)  = — f Pdx  + Q dy  - — f G(jc,  r)  dt  = fi(x,  y) 
J dy  Jc,  dy  -bi 


Entao 

que  mostra  que  F e conservativo. 


„ „ . ^ . df . d/  . „ 

F = P l + 0 j = ~i  + ~j  = V/ 
da  dy 


Uma  questao  permanece:  como  e posstvel  saber  se  urn  campo  vetorial  e conservativo 
ou  nao?  Suponha  que  saibamos  que  F — P i + Q j seja  conservativo,  onde  P e Q tenham 
derivadas  parciais  de  primeira  ordem  contmuas.  Entao  existe  uma  fun^ao  / tal  que  F — V/, 
ou  seja. 


P = 


M. 

dx 


e 


Q 


jf 

dy 


Portanto,  pelo  Teorema  de  Clairaut, 


simples, 
nao  fechada 


simples, 

fechada 


FIGURA  6 
Tipos  de  curvas 


nao  simples, 
nao  fechada 


nao  simples, 
fechada 


BP  __  B2f  _ d2/  _ dQ_ 
dy  dy  da  dx  dy  dx 


| [Sj  Teorema  Se  F(a,  y)  = P(a,  y)  i + Q(x,  y ) j e um  campo  vetorial  conservativo,  I 

j onde  P e Q tem  derivadas  parciais  de  primeira  ordem  contmuas  sobre  um  domfnio  j 

j D,  entao  em  todos  os  pontos  de  D temos 


3P  = dQ  | 

| dy  dx  | 

O reciproco  do  Teorema  5 so  6 verdadeiro  para  um  tipo  especial  de  regiao.  Para  explicar 
isso  precisamos  do  conceito  de  curva  simples,  que  e uma  curva  que  nao  se  intercepts  em 
nenhum  ponto  entre  os  pontos  terminais.  [Veja  a Figura  6;  r (a)  — r(b)  para  uma  curva 
simples  fechada,  mas  r(/, ) # r(?2)  quando  a < u < h < b.] 

No  Teorema  4 precisamos  de  regiao  conexa.  Para  o proximo  teorema  precisaremos  de 
uma  condigao  mais  forte.  Uma  regiao  simplesmente  conexa  em  um  piano  e uma  regiao 
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regiao  simplesmenle  conexa 


regioes  que  nao  sao 
simplesmente  conexas 


FtGURA  7 


10 


FIGURA  8 


conexa  D tal  que  toda  curva  simples  fechada  em  D contorna  somente  pontos  que  estao  em 
D.  Note  que,  da  Figura  7,  intuitivamente  falando,  uma  regiao  simplesmenle  conexa  nao 
contem  buracos  nem  e constituida  por  dois  pedagos  separados. 

Para  regioes  simplesmenle  conexas  podemos  estabelecer  o reciproco  do  Teorema  5,  que 
fomece  um  processo  conveniente  para  verificar  se  urn  campo  vetorial  em  1R2  e conservativo. 
A demonstracao  sera  esbogada  na  proxima  secao  como  consequencia  do  Teorema  de  Greens. 


L£j  Teorema  Seja  F — P i + Q j um  campo  vetorial  sobre  uma  regiao  D aberta  e 
simplesmenle  conexa.  Suponha  que  P e Q tenham  derivadas  parciais  de  primeira 
ordem  continuas  e que 


dP 
d V 


dQ 

dx 


por  toda  a regiao  D 


Entao  F e conservativo. 


l3 I'D  2 □ Determine  se  o campo  vetorial 

F(x,  y)  = (a  — y)  i + (x  — 2)  j 

e ou  nao  conservativo. 

SOLUQAO  Seja  P(x,y)  — x — y e Q(x,  y)  — x — 2.  Entao 


u As  Figuras  8 e 9 mostram  os  campos 
vetonais  dos  Exemplos  2 e 3, 
respectfvamente.  Os  vetores  da  Figura 
8 que  comegam  na  curva  fechada  C 
parecem  apontar  basicamente  para  a 
mesma  diregao  que  C Assim  parece 
que  fc  F • dr  > 0 e portanto  F nao  e 
conservativo.  Os  calculos  no  Exempio  2 
confirmam  essa  impressao.  Atguns  dos 
vetores  perto  das  curvas  C e C2  na 
Figura  9 apontam  aproximadamente 
para  a mesma  diregao  que  as  curvas, 
enquanto  outros  apontam  para  a 
diregao  oposta.  Portanto  parece 
ra2oavel  que  as  integrals  de  linha  sobre 
toda  curva  fechada  sejam  0.  0 Exempio 
3 mostra  que  de  fato  F e conservativo. 


dP 

By 


dQ 

dx 


Como  BP/  By  # BQ / dx,  pelo  Teorema  5,  F nao  e conservativo. 


EXEMPIO  3 □ Determine  se  o campo  vetorial 

F (x,y)  = (3  + 2a  v)  i + (a2  - 3>=2)  j 


e ou  nao  conservativo. 

SOLUQAO  Seja  P(x,  >:)  — 3 + 2xy  e Q(x,y ) = x~  - 3y2.  Entao 


dP_ 

dy 


= 2a  — 


BQ 

dx 


2 


FIGURA  9 


Alem  disso,  o dommio  de  Feo  piano  inteiro  ( D ~ !R2),  que  e aberto  e simplesmenle 
conexo.  Portanto  podemos  aplicar  o Teorema  6 e concluir  que  F e conservativo.  s 

No  Exempio  3,  o Teorema  6 diz  que  F e conservativo,  mas  nao  mostra  como  encontrar 
a fungao  (potencial)/  tal  que  F = V/.  A prova  do  Teorema  4 da  indfcios  de  como  encon- 
trar/. Usamos  “integragao  parcial”,  como  no  exempio  a seguir. 


EXEMPIO  4 g 

(a)  Se  F(a,  v)  — (3  +•  2x>’)  i + (a2  — 3>,2)j,  determine  uma  fungao/ tal  que  F = V/. 

(b)  Caicule  a integral  de  linha  j'r  F • dr,  onde  C 6 a curva  dada  por 
r (/)  = el sat  t i + c'cos  / j,  0 *£  t tt. 


iii  , : .„i..,..,..,-.,i.iii..ii, ..i.iiA.iii.iiiin. ■ . ..  „ . 
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SOLUQAO 

(a)  Do  Exemplo  3 sabemos  que  F e conservative,  e assim  existe  uma  fun^ao / com 
Vf  — F,  ou  seja, 

LI]  fx(x,  y)  = 3 + 2xy 

LU  fy(x,  y)  = X2  - 3v2 

integrando  (7)  com  rela^ao  a x,  obtemos 

ill  f(x,y)  = 3x  + x2y  + g(y ) 

Note  que  a constante  de  integra^ao  e uma  constante  em  relacao  a x,  ou  seja,  uma  fun^ao 
de  que  chamamos  g(y).  Em  seguida  diferenciamos  ambos  os  lados  de  (9)  em  relacao  a y: 

(ill  y)  » ,v • t-  g'(y) 

Comparando  (8)  e (10),  vemos  que 

g'iy)  = ~~3y2 

Integrando  com  relacao  a y,  obtemos 

g(y)  » "V3  + K 

onde  K e uma  constante.  Substituindo  em  (9),  temos 

f(x,  y)  = 3x  + x2y  ~ y3  + K 
como  a fungao  potencial  desejada. 

(b)  Para  aplicar  o Teorema  2 devemos  conhecer  os  pontos  inicial  e final  de  C,  ou  seja, 
r(0)  — (0,  1)  e r(ir)  = (0,  - e *).  Na  expressao  para  f(x,  y)  da  parte  (a),  qualquer  valor 
da  constante  K serve.  Entao  tomemos  K — 0.  Assim  temos 


'if  i^'i 


Jc  F ' dr  = jcV/-  dr  =/( 0,  -e*)  -/(0,  1) 

= e2*  ~~  (-1)  = e3,r  + 1 

Esse  metodo  e mais  curto  que  o metodo  direto  de  calculo  para  as  integrals  de  linha  que 
aprendemos  na  Se§ao  16.2.  C 

Um  criterio  para  determinar  se  um  campo  vetorial  F em  IR 3 e ou  nao  conservativo  sera 
dado  na  Se$ao  16.5.  Enquanto  isso,  o proximo  exemplo  mostra  que  a tecnica  para  achar 
funt^oes  potenciais  e muito  semelhante  a utilizada  para  campos  vetoriais  em  R2. 

EXEMPLO  i o Se  F(x,  y,  z)  ~ y2i  + (2 xy  + e3r)  f + 3ye3’k,  determine  uma  fun^ao/tal 
que  Vf  = F. 

S0LUQA0  Se  existe  tal  fungao/,  entao 


fYil 

fxU,  v,  z)  = y2 

Lili 

fy(x,  y,  z)  = 2xy  + e 

[Tlj 

P 

Vs! 

N 

if 

fti 

m*. 
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Integrando  (1 1)  em  rela^ao  a x,  obtemos 

Hi]  /(*.  y,  z)  = xy2  + g(y,  z) 

onde  g(y,  z ) e uma  constante  em  relaijao  a x.  Entao,  diferenciando  (14)  em  rela^ao  a y, 
temos 

fy(x,  y,  z)  = 2 xy  + gy(y,  z) 

e,  comparando  com  (12),  vem 

gy{y,  z)  = e3z 

Entao,  #(y,  z)  = ye22  + h{z)  e reescrevemos  (14)  como 

fU,  y,  z)  = xy2  + ye 3r  + h{z) 


Finalmente,  diferenciando  era  rela$ao  a z e comparando  com  (13),  obtemos  h'(z)  -Oe, 
portanto,  /t(z)  = AT,  uma  constante.  A fungao  desejada  e 

/(jc,  y,  z)  — jcy2  + ye 32  + AT 


E facil  verificar  que  V/  — F. 


Conserva^ao  de  Energia 


Vamos  apiicar  as  ideias  deste  capitulo  para  um  campo  de  formas  contmuo  F que  move  um 
objeto  ao  longo  de  uma  trajetdria  C dada  por  r(?),  a =s  t b,  onde  r(a)  — A e o ponto  ini- 
cial  e r(b)  = Be  o ponto  terminal  de  C.  Pela  Segunda Lei  do  Movimento de  Newton  (veja 
a Se^ao  13.4),  a for$a  F(r(f))  em  um  ponto  de  C esta  relacionada  com  a acelerayao 
a(f)  = r "(t)  pela  equafao 


F(r(?))  — mr"(t) 

Assim  o trabalho  realizado  pela  for^a  sobre  o objeto  e 
W = | F - dr  ~ j&  F(r(/))  • r '(/)  dt 

— j mr"(t)  * r’(/)  dt 

3 a 


= ” r H [r'(0  • r '(/)]* 

2 dt 
m cb  d . 

= “ (|r'(»l2  - |r'(a)|2) 


(Teorema  13.2.3,  Formula  4} 


(Teorema  Fundamental  do  Calcuio) 
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Portanto 


ill;  W — km  j \(b)  |'  ~ \m  | y(a)  |2 

onde  v = r'  e a velocidade. 

A quantidade  \m  f v(/)  j2.  ou  seja,  metade  da  massa  vezes  o quadrado  da  rapidez,  e 
chamada  energia  cinetica  do  objeto.  Portanto  podemos  reescrever  a Equa^ao  15  como 

IH  W — K(B)  - K(A) 

que  diz  que  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  formas  ao  longo  do  caminho  C e igual  a 
varia^ao  da  energia  cinetica  nos  pontos  terminals  de  C. 

Agora  vamos  admitir  que  F seja  um  campo  de  formas  conservative;  ou  seja,  podemos 
escrever  F — Vf.  Em  ftsica,  a energia  potential  de  um  objeto  no  ponto  (x,  y,  z)  e definida 
como  P(x,  y\  z ) = —fix,  y,  z),  e temos  F = —VP.  Entao,  pelo  Teorema  2,  temos 

W=  [F*^r=  -j  VP-dr 

= -[P(r(b))  - P(r(a))] 

= P(A)  - P(B) 

Comparando  essa  equafjao  com  a Equa^ao  16,  vemos  que 

Pi  A)  + KiA)  = P(B)  + KiB) 

que  diz  que,  se  um  objeto  se  move  de  um  ponto  A para  outro  B sob  a infiuencia  de  um 
campo  de  formas  conservative,  entao  a soma  de  sua  energia  potential  e energia  cinetica  per- 
manece  constante.  Essa  e a chamada  Lei  de  Conservative  de  Energia  e e a razao  pela  qua! 
o campo  vetorial  e denominado  conservative). 


Exerricios 


1.  A figura  mostra  uma  curva  C e um  mapa  de  contomo  de  uma 
funcao/cujo  gradiente  e continuo.  Determine  L V/  • dr. 


\ \ 

60 

50  \ 


2.  6 dada  uma  tabela  de  valores  de  uma  funsjao /com  gradiente 
contmuo.  Determine  jc  Vf  * dr,  onde  C tem  equacoes 
parametricas  x — t2  + 1,  y — P + /,  0 «£  t 1 . 


V\}' 

X 

0 

i 

2 

B 

1 

6 

4 

im 

— 

7 

B 

| 

n 

9 

3-10  □ Determine  se  F e ou  nao  um  campo  vetorial  conservative . 
Se  for,  determine  uma  fun^ao/tal  que  F — Vf. 

3.  F(x,  y ) = i6x  + 5y)  i + (5x  + 4y)  j 

4.  F(x,  y)  = (xJ  + 4 xy)  1 + (4xy  - >,3)j 

5.  F(x,  y)  = xey  i -F  ye*  j 

6.  F(x,  y)  = eyi  + xey  j 

1.  F(x,  y)  — (2x  cos  y — y cos  x)  I + (~x2  seny  — senx)  j 
8,  F(x,  v)  = (1  + 2xy  + In  x)  i H-  x2  j 
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9.  F(x,  y)  — (yex  + seny)  i + (e*  + xcosy)  j 
10.  F(x,  y)  = (xy  cosh  xy  + senh  xy)  i + t.v  cosh  xv)j 


It.  A figura  mostra  o campo  vetorial  F(x,  y)  *=  <2 xy,  x 2 ) e tres 
curvas  que  comecam  em  (1,  2)  e terminam  em  (3,  2). 

(a)  Explique  por  que  fr  F • dr  tem  o mesmo  valor  para  as 
tres  curvas. 

(b)  Qual  e esse  valor  comum? 


VA 

3 1 


2 + 


It 


0 


+ 

J 


">r_ 

^ ^)f/ 

A S 

**  s Z Z 
s s/  / / 

/ / 
> t r t 

t t t t 
-M t 1 i 


12-18  ::  (a)  Determine  uma  fun^ao / tai  que  F — V/e  (b)  use  a 
parte  (a)  para  calcular  Jc  F ■ dr  sobre  a curva  C dada. 

12.  F(x.  y)  — y i + (x  + 2y)  j , C e a semicircunferencia  superior 
que  come^a  em  (0,  1)  e termina  em  (2,  l) 

13.  Fix,  y)  - x3)’4  i + x4}’3  j, 

C:  r(f)  - yfti  + (1  + t3)  j.  0 « f * l 

2 

14.  F(x,  v)  - — ji  + 2 y arctg  a j. 

C : r(r)  = ri  + 2tj,  0«  t *£  1 

15.  F(x,  y,  z)  ~ yz  i + xz  j + (xy  + 2z)  k, 

Ceo  segmento  de  reta  de  (1,  0,  —2)  a (4,  6,  3) 

16.  F(x,  y,  z)  = (2xz  + y2)i  + 2xyj  -f  (x2  + 3z2)k, 

C:  x = tz,  y - t + 1,  z **  2/  - 1,  0 «s  r I 

17.  F(x,  y,  z)  = y 2 cos  z i + 2xy  cos  z j - xy 2 sen  z k, 

C:  r(f)  — t1  i + sen  t j + t k,  0 «£  t tt 

18.  Fix,  y,  z)  ™ eyi  + xe y j + (z  + l)e“  k, 

C:  r(f)  — / i + t2  j + r k,  0 t 1 

1S-2S  ::  Mostre  que  a integral  de  linha  6 independence  do 
caminho  e calcule  a integral. 

19.  jr  tg  y dx  + x sec2y  dy,  C e qualquer  caminho  de  (1,  0) 
a (2,  7r/4) 

20.  fr  (1  - ye"x)dx  + e~xdy,  C e qualquer  caminho  de  (0,  1) 
aC(l,2) 

? : • iz  : Determine  o trabalho  realizado  pelo  campo  vetorial  de 
forya  F movendo  urn  objeto  de  P a Q. 

21.  Fix,  y)  - 2y 3/2 1 + 3xVy  j;  P(l.  1),  Q( 2, 4) 


22.  F(x, y)  = (y2/x2)i  - (2y/x)  j:  P(l,  1).  0(4,  ~2) 

23.  O campo  vetorial  mostrado  na  figura  e conservativo?  Explique. 


- 

y 

i 

\ i 

— 

- 

^ x t 

>• 

- 

N \ i 

i l 

-=■ 

- 

i l 

J / 

.Xs 

y 

s* 

i / / 

/ / 

Z 

/ 
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.■/  / / 

/ / X 

/' 

/ 

■ 

- 

,y  ,y  ./ 

Z ■/ 

r 

t 

- 

- 

.ts'  y y 

y y 

! 

- 

- 

^ 

y y 

- 

-- 

y y 

ey:;  24-28  □ A partir  do  grafico  de  F voce  diria  que  ele  e 
conservativo?  Verifique  se  seu  palpite  estava  correto. 


24.  F(x,  y)  — (2xy  + seny)  i + (x2  + xcosy)  j 


25. 


F(x,  y) 


(x  — 2y)  i + (x  — 2)  j 
v'l  + x2  + y2 


26.  Seja  F — V/,  onde  f(x,  y)  — sen(x  — 2y).  Determine  as  curvas 
Ci  e Ci  que  nao  sejam  fechadas  e satisfa^am  a equat^ao. 

(a)  f F‘<fr*0  (b)  j'  F * dr  ~ \ 

HH  Mostre  que,  se  urn  campo  vetorial  F = P i + 0 j + /?  k e 
conservativo  e P,  Q,  R tem  derivadas  pareiais  de  primeira 
ordem  continuas,  entao 

dP  dQ  dP  dR  dQ  dR 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 

28.  Use  o Exercfcio  27  para  mostrar  que  a integral  de  linha 
fc  y dx  + x dy  + xyz  dz  nao  e independente  do  caminho. 

29-32  c Determine  se  o conjunto  dado  e ou  nao:  (a)  aberto,  (b) 
conexo  e (c)  simplesmente  conexo. 

{(x,y)|x>0,y  >0} 

{(x,y)|x#0} 

{(x,  y)  1 1 < x2  -f  y2  < 4) 

{(x,  y)  |x2  + yA  ^ 1 ou  4 x2  + y 2 =S  9} 


~y  i + x i 

m Seja  F(x,  y)  - 

X-  + y 

(a)  Mostre  que  dP/dy  — dQ/dx. 

(b)  Mostre  que  Jr  F * dr  nao  e independente  do  caminho. 
[Dica:  Calcule  jc  F • dr  e fc  F • dr,  onde  C\  e C2  sao  as 
metades  superior  e inferior  do  ctrcuio  x2  + y2  = 1 de 
(1,  0)  a (—1,  0).j  Isso  contraria  o Teorema  6? 
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34.  (a)  Suponha  que  F seja  um  campo  vetorial  quadratic  inverso, 
ou  seja, 


para  alguma  constante  c,  onde  r = x i + y j + 2 k.  Deter- 
mine  o trabalho  realizado  per  F ao  mover  um  objeto  de  um 
ponto  P i por  um  caminho  para  um  ponto  em  termos  da 
distancia  d\  e ck  desses  pontos  a origem. 

(b)  Um  exemplo  de  um  campo  quadrado  inverso  e o campo 
gravitacional  F — —(mMG) r/J  r j ' discutido  no  Exemplo  4 
da  Se$ao  16. 1 . Use  a parte  (a)  para  determinar  o trabalho 
realizado  pelo  campo  gravitacional  quando  a Terra  se  move 


do  afelio  (em  uma  distancia  maxima  em  rela^ao  ao  Sol  de 
1,52  X 10s  km)  ao  perielio  (em  uma  distancia 
minima 

de  1.47,  X 10s  km).  (Use  os  valores  m — 5,97  X 1024  kg, 
M = 1.99  X 103Gkg,e  G = 6.67  X lCTn  N-m1 2/kg2.) 

(c)  Outro  exemplo  de  um  campo  quadrado  inverso  e o campo 
eletrico  E — sqQr/\  r j3 *  discutido  no  Exemplo  5 da  Sefao 
16.1.  Suponha  que  um  eletron  com  carga  de  - 1,6  X 10"’ 9 
C esteja  localizado  na  origem.  Uma  carga  positiva  unitaria 
e colocada  a distancia  de  10  13  m do  eletron  e se  move 
para  uma  posicao  que  esta  a metade  da  distancia  original 
do  eletron.  Use  a parte  (a)  para  determinar  o trabalho  rea- 
lizado pelo  campo  eletrico.  (Use  o valor  s ~ 8,985  X ID10.) 


Teorema  de  Green 


FfGURA  2 


O Teorema  de  Green  fomece  a rela^ao  entre  uma  integral  de  linha  ao  redor  de  uma  curva 
fechada  simples  C e uma  integral  dupla  sobre  a regiao  D do  piano  cercada  por  C.  (Veja  a 
Figura  1.  Admitiremos  que  D consiste  em  todos  os  pontos  dentro  de  C alem  dos  pontos 
sobre  C.)  Para  enunciar  o Teorema  de  Green  usaremos  a conven^ao  de  que  a orienta^ao 
positiva  de  uma  curva  fechada  simples  C se  refere  a percorrer  C no  sentido  anti-hordrio 
apenas  uma  vez.  Assim,  se  C for  dado  como  uma  fun9ao  vetorial  r(t),  a ^ t ^ b,  entao  a 
regiao  D esta  a esquerda  quando  o ponto  r(r)  percorrer  C (veja  a Figura  2). 


□ Recorde-se  de  que  o tado  esquerdo 
desta  equaqao  e outra  forma  de 
escrever  Jc  F • dr,  onde  F — Pi  + Q j. 


1 Teorema  de  iresn  Seja  C uma  curva  plana  simples,  fechada,  contmua  por  trechos,  f 

orientada  positivamente,  e seja  D a regiao  delimitada  por  C.  Se  P e Q tern 

derivadas  parciais  de  primeira  ordem  continuas  sobre  uma  regiao  aberta  que 

l contenha  D,  entao 


N0TA  o A nota5ao 


£ P dx  + Q dy  on  ^ P dx  + Q dy 

6 usada  algumas  vezes  para  indicar  que  a integral  de  linha  e calculada  usando-se  a orienta^ao 
positiva  da  cur\fa  fechada  C.  Outra  notacao  da  orientapao  positiva  da  curva  ffonteira  de 
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C O Teorema  de  Green  recebeu  esse 
nome  em  homenagem  ao  cientista 
ingles  autodidata  George  Green  { 1 793- 
1841),  que  trabaihava  periodo  integral 
na  padaria  do  pai  desde  os  9 anos 
e aprendeu  matematica  em  livros  de 
biblioteca,  Em  1828,  Green  publicou 
An  Essay  on  the  Application  of 
Mathematical  Analysis  to  the  Theories 
of  Electricity  and  Magnetism , contudo, 
somente  foram  impressas  100  copias, 
a maioria  presenteada  a seus  amigos. 
Esse  panfleto  continha  um  teorema 
equivalente  ao  que  conhecemos  como 
Teorema  de  Green  hoje,  mas  nao  se 
tornou  conhecido  na  epoca. 

Finalmente,  com  40  anos.  Green 
entrou  para  a Universidade  de 
Cambridge  como  aluno  de  graduaqao, 
porem  morreu  quatro  anos  apos  ter  se 
formado.  Em  1846,  William  Thompson 
{iorde  Kelvin)  locaiizou  uma  copia  dos 
ensaios  de  Green,  compreendeu  sua 
importancia  e os  reimprimiu.  Green  foi 
a primeira  pessoa  a tentar  formular 
uma  teoria  matematica  da  eletricidade 
e do  magnetismo.  Seu  trabalho  serviu 
de  base  para  os  trabaihos  de  teoria  do 
eletromagnetismo  subsequentes  de 
Thomson,  Stokes,  Rayleigh  e Maxwell. 


y = 9i(x) 
/ 

D 


J C2 


y = gdx) 


D e ED,  assim  a equapao  no  Teorema  de  Green  pode  ser  escrita  como 


dA  — J P dx  + Q dy 

O Teorema  de  Green  pode  ser  olhado  como  a contrapartida  do  Teorema  Fundamental 
do  Caiculo  para  de  integrals  duplas.  Compare  a Equafao  1 com  o estabelecido  pelo 
Teorema  Fundamental  do  Caiculo,  Parte  2,  na  seguinte  equa^ao: 

f F’(x)  dx  = F(b ) - F(a) 

Ja 


rr  (dQ_9P 
JJ  \ dx  dy 


Em  ambos  os  casos  existe  uma  integral  envolvendo  as  derivadas  (F\  dQ/dx  e dP/Sy)  do 
lado  esquerdo  da  equaqao.  E em  ambos  os  casos  o lado  direito  envolve  valores  da  fun^ao 
original  (F,  Q e P ) somente  sobre  a fronteim  da  regiao.  (No  caso  unidimensional,  a regiao 
e um  intervalo  [a,  b ] cuja  fronteira  e constituida  apenas  pelos  dois  pontos  a e b.) 

O Teorema  de  Green  nao  e facil  de  provar  no  caso  geral  apresentado  no  Teorema  1 , mas 
faremos  uma  prova  para  o caso  especial  onde  a regiao  e tipo  I ou  tipo  0 (veja  a Sepao  15.3). 
A essas  regioes,  vamos  chamar  regioes  simples. 


Pmva  de  Tsorema  de  Green  m Caso  Onde  D t yma  Regiao  Simples  Note  que  o Teorema 
de  Green  estara  provado  se  mostrarmos  que 


dP_ 

dy 


dA 


e 


03 

D 

Vamos  provar  a Equaqao  2 exprimindo  D como  uma  regiao  do  tipo  I: 
D = {(x,  y)\a^  b,  g^x)  ^ y g2(x)} 


onde  gx  e g2  sao  funcoes  contmuas.  Isso  nos  permite  calcular  a integral  dupla  do  lado 
direito  da  Equa^ao  2,  como  segue: 


w If 


dP 

dy 


dA 


agJx)  dP  ft  _ 

jiW  y)  dy  dx  = [P(x,  g2(x))  - P(x,  gdx))}  dx 


onde  o ultimo  passo  segue  do  Teorema  Fundamental  do  Caiculo. 

Vamos  agora  calcular  o lado  esquerdo  da  Equayao  2,  quebrando  C como  a uniao  de 
quatro  curvas  Ci,  C2,  C3  e C4  mostradas  na  Figura  3.  Sobre  C\  tomamos  como  parametro 
x e escrevemos  as  equacoes  parametricas  como  x — x,  y = g{(x),  a ^ x ^ b.  Assim 


fc  Hx,  y ) dx  — j P(x,  gi(x))  dx 

Observe  que  C3  vai  da  direita  para  a esquerda,  mas  ~C3  vai  da  esquerda  para  a direita,  e 
podemos  escrever  as  equacoes  parametricas  de  — C3  como  x ~ x,y  ~ gi{x),  a x *£  b. 
Portanto 


FIGURA  3 


+ 


b 


x 


\ P(x,  y)  dx  — f P(x,  y)  dx  = ~ j P P(x,  g2(xj)  dx 

-~C5  Ja 
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(0,0)|  (1,0)  * 
FIGURA  4 


□ Em  vez  de  utilizarmos  as 
coordenadas  pofares,  podemos 
simplesmente  usar  o fato  de  que  D e 
um  circulo  de  raio  3 e escrever 

|j  4 dA  — 4 * tt( 3)2  — 36tt 

D 


Sobre  C2  ou  C4  (qualquer  uma  delas  pode  se  reduzir  a um  dnico  ponto),  x e constante,  e 
assim  dx  ~ 0 e 


P(x,  y ) dx  — 0 — P(x,  j)  <Pv 


Portanto 


jc  y)  - £ P(x,  y ) + £ PU,  >•)  dx  4 £ P(jc,  j)  dx  4 £ P(r,  y)  dx 

“ I P(x,  Qi(x))  dx  - \b  P(x,  g2(x))  dx 

da  Jc i 

Comparando  essa  expressao  com  a da  Equa?ao  4,  vemos  que 

jcP(x,y)dx  = - jj^dA 

D J 

A Equayao  3 pode  ser  provada  de  forma  semelhante,  exprimindo  D como  regiao  do  tipo  II 
(veja  o Exercicio  28).  Entao,  somando  as  Equates  2 e 3,  obtemos  o Teorema  de 
Green. 


EXEfVIPLO  1 u Calcule  jcx4dx  4-  xy  dy,  onde  Cea  curva  triangular  constituida  pelos 
segmentos  de  reta  de  (0,  0)  a (1,  0),  de  (1,  0)  a (0,  1)  e de  (0,  1)  a (0,  0). 

S0LUQA0  Apesar  de  essa  integral  poder  ser  calculada  pelos  metodos  usuais  da  Se^ao 
16.2,  o que  envolveria  estabelecer  tres  integrals  separadas  sobre  os  tres  lados  do  trian- 
gulo,  vamos,  em  vez  disso,  usar  o Teorema  de  Green.  Note  que  a regiao  D cercada  por  C 
e simples  e C tern  orienta?ao  positiva  (veja  a Figura  4).  Se  tomarmos  P(x,  y)  = x4  e 
Q(x,  y)  = xy , entao  teremos 

Lx1dx +xydy~  JJ  (lr  - |r) = r r - 0)  dy“* 

D 

= £ [!>,2K=o  ' dx  = 2 £ (1  “ xfdx 

= ~J(i  - xY'H  - l a 


EXEMPL0  2 Calcule  j>c  (3 y — eieax)  dx  4 (lx  4 Jy4  4 l)  dy , onde  Ceo  circulo 

X2  4 yl  = 9. 

SOLUQAO  A regiao  D delimitada  por  Ceo  circulo  x2  4 y2  *£  9,  entao  vamos  raudar  para 
coordenadas  polares  depois  de  aplicar  o Teorema  de  Green: 


£ (3 y ~ esenx)dx  4 (lx  4 JyrTl)  dy 

d 


C 11 


(lx  4 dy4  4 l)  - T~  (3v  - e™*) 
ox  dy 


dA 


£ (7  — 3 ) r dr  d6 

4 1 d6  \ r dr  = 3 6ir 
J o JO 
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Nos  Exemplos  1 e 2 consideramos  que  a integral  dupla  era  mais  facilmente  calculada 
como  uma  integral  de  linha.  (Tente  escrever  a integral  de  linha  do  Exemplo  2 e voce  ficara 
convencido  rapidamente!)  Mas  as  vezes  e mais  simples  calcular  a integral  de  linha,  e,  nesse 
caso,  usamos  o Teorema  de  Green  na  ordem  inversa.  Por  exemplo:  se  sabemos  que 
P(x,  y)  ~ Q(x,  y)  = 0 sobre  uma  curva  C.  entao  o Teorema  de  Green  nos  da 

1 1 ^ dA  = fc  P dx  + Q dy  = 0 

*D 

nao  interessando  os  valores  das  funcoes  P e Q em  D. 

Outra  aplica^ao  da  direqao  reversa  do  Teorema  de  Green  esta  no  calculo  de  areas.  Como 
a area  de  uma  regiao  D e ff  1 dA,  desejamos  escolher  P e Q de  modo  que 

dQ_  _ dP_  = 
dx  dy 

Existem  varias  possibilidades: 

P(x,  y)  ==  0 P(x,  y)  = —y  P(x,  y)  — -\y 

Q(x,  y)  = x Q(x,  y)  = 0 Q(x,  v)  = \x 

Entao,  o Teorema  de  Green  da  as  seguintes  formulas  para  a area  de  D: 


X"  v* 

EXEMPLO  3 □ Determine  a area  delimitada  pela  elipse  •— r + ~ = 1. 

ti‘  b~ 

SOLUQAO  A elipse  tem  equates  parametrieas  x — a cos  ( e y = b sen  t , onde 
0 ^ t ==£  277.  Usando  a terceira  formula  da  Equa^ao  5 temos 


A 


| x dy  — y dx 

{ (a  cos  t){b  cos  i)  dt  — ( b sen  t)(— a sen  t)  dt 
Jo 

n v 

dt  = irab 

In 


ab 
2 Jo 


Apesar  de  termos  provado  o Teorema  de  Green  somente  no  caso  particular  onde  D e 
simples,  podemos  estende-lo  agora  para  o caso  em  que  Dea  uniao  finita  de  regioes  sim- 
ples. Por  exemplo:  s eD  6 uma  regiao  como  mostrado  na  Figura  5,  entao  podemos  escrever 
D — D\  U D2 , onde  Dx  e D2  sao  ambas  simples.  A fronteira  de  D\  e Ci  U C3  e a fronteira 
de  E>2  € C2  U (~C3).  Assim,  aplicando  o Teorema  de  Green  para  D<  e D2  separadamente, 
obtemos 
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Se  somarmos  essas  duas  equacoes,  a integral  de  linha  sobre  C3  e — C3  se  cancelam  e obtemos 


i P dx  + Q dv 

Jc.ua 


if  (&■  - 

dP\ 

JJ  \ dx 

" dy) 

dA 


que  e o Teorema  de  Green  para  D — D\  U D2,  uma  vez  que  sua  fronteira  e C = C,  U C2. 

O mesmo  tipo  de  argumenta^ao  nos  permite  estabelecer  o Teorema  de  Green  para  qual- 
quer  uniao  finita  de  regioes  simples  (veja  a Figura  6). 


EXEiyiPLG  4 L.:  Calcule  |r  ); ' dx  + 3xy  dy , onde  Ce  a fronteira  da  regiao  semi-anular  D 
contida  no  semipiano  superior  entre  os  ctrculos  jc2  + y2  = 1 e x2  + y2  — 4. 

SOLUQAO  Note  que,  apesar  de  D nao  ser  simples,  o eixo  y divide-a  em  duas  regioes  sim- 
ples (veja  a Figura  7).  Com  coordenadas  polares,  podemos  escrever 

D = {(r,  6)  1 1 *£  r 2,  0 9 rr} 

Portanto  o Teorema  de  Green  fomece 


f - rr 

d d 

v " dx  + 3xy  dy  = 1 j 

— 3A.7  - — (r) 

Jc ' JJ 

D 

dx  dy 

— jj  v dA  = j j (r  son  0)  r dr  dd 

"d 

sen  Odd  r2dr  = [—cos  d]0'[|r3](  = — ~ 


FiGURA  9 


O Teorema  de  Green  pode  ser  aplicado  para  regioes  com  furos,  ou  seja,  regioes  que  nao 
sao  simplesmente  conexas.  Observe  que  a fronteira  C da  regiao  D na  Figura  8 e constituida 
por  duas  curvas  fechadas  simples  Cj  e C2.  Admitiremos  que  essas  curvas  fronteiras  sao  ori- 
entadas  de  modo  que  a regiao  D esteja  a esquerda  quando  percorremos  a curva  C.  Entao  a 
orientacao  positiva  e anti-horaria  na  curva  externa  Cj  mas  6 horaria  na  curva  interna  C2-  Se 
dividirmos  D em  duas  regioes  D'  e D"  pela  introdu^ao  das  retas  mostradas  na  Figura  9 e 
entao  aplicarmos  o Teorema  de  Green  a cada  uma  das  regides  D'  e D",  obteremos 


— | P dx  + Q dy  -F  P dx  + Q d y 

J SD‘ 


Como  a integral  de  linha  sobre  a fronteira  comum  sao  em  sentidos  opostos,  elas  se  cance- 
lam e obtemos 

^dA=  J Pdx+  Qdy  + ('  P dx  + Q dy  = )’  P dx  + Q dy 
que  e o Teorema  de  Green  para  a regiao  D. 

EXEMPIO  5 □ Se  F(x,  y)  — (—  yi  + x j)/(x‘  + y2),  mostre  que  fc  F * dr  = 2-7r  para 
todo  caminho  fechado  simples  que  circunde  a origem. 

SOLUQAO  Como  C e um  caminho  fechado  arbitrdrio  contendo  a origem  em  seu  interior, 
e diffcil  calcular  a integral  dada  diretamente.  Vamos  entao  considerar  um  circulo, 


rr  (bq  _ dp_ 

jj  \ dx  dy 


.i 
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percorrido  no  sentido  anti-horario  C com  centre  na  origem  e raio  a , onde  a e escolhido 
pequeno  o suficiente  para  que  C esteja  inteiramente  contido  em  C (veja  a Figura  10). 
Seja  D a regiao  limitada  por  C e C . Entao  a orienta^ao  positiva  da  fronteira  e 
C U ( — C')  e,  aplicando  a versao  geral  do  Teorema  de  Green,  temos 


P dx  + Q dx  + 
-c 


Portanto  J P dx  + O dy  = J P dx  + Q dy 

ou  seja,  J F * dr  = j F • dr 


Agora  podemos  calcular  facilmente  essa  ultima  integral  usando  a parametrizaqao  dada 
por  r(/)  = a cos  / i + a sen  / j , 0 =£  / ^ 2n.  Entao 


dr  — j F • dr  = j F(r(/))  • r'(/)  dt 

czi r {~~a  sent)(—n  sen/)  + (a  cos  t)(a  cos  /) 

= dt 

•to  a cos"/  + cr  sere/ 

= [2^  dt  — 2tt 
Jo 


Terminaremos  esta  se9ao  utilizando  o Teorema  de  Green  para  discutir  um  resultado  que 
foi  afirmado  na  seqao  anterior. 

Esboco  da  Prova  do  Teorema  16.3.8  Estamos  admitindo  que  F = P i + Q j e um  campo 
vetorial  em  uma  regiao  simplesmente  conexa  D,  que  P e Q tern  derivadas  parciais  de 
primeira  ordem  continuas  e que 

BP  dQ  , 

= em  todo  o D 

dy  dx 

Se  C e um  caminho  fechado  simples  qualquer  em  D e R e a regiao  envolvida  por  C,  o 
Teorema  de  Green  nos  da 

| F * dr  — | P dx  + Q dy  = j j ( — J dA  = j j 0 dA  = 0 

Uma  curva  que  nao  seja  simples  se  intercepta  em  um  ou  mais  pontos  e pode  ser 
quebrada  em  um  certo  numero  de  curvas  fechadas  simples.  Mostramos  que  as  integrals 
de  linha  de  F sobre  essas  curvas  simples  sao  todas  0,  e somando  essas  integrals 
podemos  ver  que  Jc  F ♦ dr  = 0 para  qualquer  curva  fechada  C.  Portanto,  fr  F • dr  e 
independente  do  caminho  em  D pelo  Teorema  16.3.3.  Segue-se  entao  que  F e um 
campo  vetorial  conservative.  G 


! 





— — 
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Exercicios 
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1-4  □ Calcule  a integral  de  linha  por  dots  metodos:  (a) 
diretamente  e (b)  utilizando  o Teorema  de  Green. 

1.  . xy2  dx  + xJ  dy, 

Ceo  retangulo  com  vertices  (0,  0),  (2,  0),  (2,  3)  e (0,  3) 

2.  j,cy  dx  — xdy, 

Ceo  circulo  com  centro  na  origem  e raio  1 

m.  $f . at  dx  + x2y 3 dy , 

Ceo  triangulo  com  vertices  (0,  0),  (1,  0)  e (1,  2) 

4.  jc  xdx  + y dy,  C consiste  nos  segmentos  de  reta  de  (0,  1)  a 
(0,  0)  e de  (0,  0)  a ( 1 , 0)  e na  parabola  y = 1 — x2  de  ( 1 , 0)  a 
(0,  1) 

5-8  □ Verifique  o Teorema  de  Green,  usando  um  sistema  algebrico 
computacional  para  calcular  tanto  a integral  de  linha  como  a 
integral  dupla. 

5.  Fix,  y)  = x4y\  Q(x,  >’)  “ — x7y6,  Cea  circunferencia 
x 1 + v2  ~ 1 

6.  Fix,  y)  - y 2 sen  x,  Q(x,  y)  — x 1 sen  y , 

C e formado  pelo  arco  da  parabola  y — x2  de  (0,  0)  a (1,  1) 
seguido  do  segmento  de  reta  de  (1,  1)  a (0,  0) 

7-12  □ Use  o Teorema  de  Green  para  calcular  a integral  de  linha 
ao  longo  da  curva  dada  com  orientagao  positiva. 

7.  j'c  ey  dx  + 2 xey dy, 

C 6 o quadrado  de  lados  x = 0,  x — 1,  y = 0 e y = 1 

8.  jcx2y2dx  + 4xyidy, 

C 6 o triangulo  com  vertices  (0,  0),  ( 1 . 3)  e (0,  3) 

gffjgj  J (y  t e''x)dx  + (2x  + cos  y2)dy, 

C 6 a fronteira  da  regiao  delimitada  pelas  parabolas  v — x2  e 
x “ y- 

10.  jcxe~2*dx  + (x4  + 2x2y2)  dy, 

C 6 a fronteira  da  regiao  entre  as  circunferencias  x2  + y2  — 1 
e x2  + y2  — 4 

HH  jc y3  dx  - x3 dy,  Ceo  cfrculo  x2  + y2  = 4 

12.  fr  seny  dx  + x cos  y dy,  C6a  elipse  x2  + xy  + y2  — i 

13-16  □ Use  o teorema  de  Green  para  calcular  Jc  F * dr.  (Verifique 
a orientagao  da  curva  antes  de  aplicar  o teorema.) 

13.  F(x,  y)  — {yfx  + y\x2  + Vy), 

C consiste  no  arco  de  cur\'a  y — sen  x de  (0,  0)  a in,  0)  e do 
segmento  de  reta  ( tt,  0)  a (0,  0) 

14.  F(x,y)  — (y2cosx,x2  + 2ysenx). 

Ceo  triangulo  de  (0.  0)  a (2,  6)  a (2,  0)  a (0,  0) 


15.  F(x,  y)  = (ex  + x2y,  ey  — xy2),  Cea  circunferencia 
x2  + y2  = 25  orientada  no  sentido  horario 

.^|  F(x,  y)  = <y  - ln(xz  + y2),  2tg_i(y/x)),  Cea 

circunferencia  (x  - 2)2  + (y  - 3)2  = 1 orientada  no  sentido 
anti-horario 

17.  Use  o Teorema  de  Green  para  achar  o trabalho  realizado  pela  forga 
F(x,  y)  — x(x  + y)  i + xy2j  ao  mover  uma  parttcula  da  origem 
ao  longo  do  eixo  x ate  (1,0),  em  seguida  ao  longo  de  um  segmento 
de  reta  ate  (0,  l ),  e entao  de  volta  a origem  ao  longo  do  eixo  y. 

18.  Uma  particula  inicialmente  no  ponto  (—2,  0)  se  move  ao  longo 
do  eixo  x ate  (2,  0),  e entao  ao  longo  da  semicircunfcrencia 

y = v/4  — x1  atd  o ponto  inicial.  Utilize  o Teorema  de  Green 
para  determinar  o trabalho  realizado  nessa  particula  pelo 
eampo  de  forga  F(x,  y)  — {x,  x3  + 3xy2). 

19.  Use  uma  das  formulas  em  (5)  para  achar  a area  sob  um  arco  da 
cicloide  x ==  t — sen  t,  y — 1 — cos  t. 

20.  Se  uma  circunferencia  C de  raio  1 rola  ao  longo  do  interior  da 
circunferencia  x 2 + y2  = 16,  um  ponto  fixo  P de  C descreve 
uma  curva  chamada  epicicloide,  com  equagoes  parametricas 

x — 5 cos  i — cos  St,  y — 5 sen  t — sen  St.  Faga  o grafico  da 
epicicloide  e use  (5)  para  calcular  a area  da  regiao  que  ela  envoi  ve. 

g|3i  (a)  Se  C e o segmento  de  reta  ligando  o ponto  (xi,  yf)  ao  ponto 
(x'2,  yz),  mostre  que 

| xdy  ~ y dx  = x,y2  - x2yx 

(b)  Se  os  vertices  de  um  pohgono,  na  ordeni  anti-horaria,  sao 
(xj,  yj ),  (xj,  y2),  - . . , (x„,  y„),  mostre  que  a &rea  do 
polfgono  e 

A — |[(xi yz  - x2yi)  + (x2y3  - x3y2)  + • • • 

+ (x„-iyn  - x„y„- 1)  + (xflyi  - x(y„)] 

(c)  Determine  a area  do  pentagono  com  vertices  (0,  0),  (2,  l), 
(1*  3),  (0,  2)  e (—1, 1). 

22.  Seja  D a regiao  Umitada  por  um  caminho  simples  fechado  C 
no  piano  xy.  Utilize  o Teorema  de  Green  para  provar  que  as 
coordenadas  do  centroide  (x,  y)  de  D sao 

£ — _ -I  x2dy  y — —I  y2dx 

2 A Jc  1 2 24  Jc J 

onde  A 6 a area  de  D. 

23.  Utilize  o Exercfcio  22  para  achar  o centroide  do  triangulo  com 
vertices  (0,  0),  ( 1 , 0)  e (0,  1 ). 

24.  Utilize  o Exercfcio  22  para  achar  o centroide  de  uma  regiao 
semicircular  de  raio  a. 

25.  Uma  lamina  plana  com  densidade  constante  p(x,  y)  — p ocupa 
uma  regiao  do  piano  xy  Umitada  por  um  caminho  fechado  simples 
C.  Mostre  que  seus  momentos  de  inercia  em  relagao  aos  eixos  sao 
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26.  Utilize  o Exercfcio  25  para  achar  o momento  de  inercia  de  um 
cfrculo  de  raio  a com  densidade  constante  p em  rela^ao  a um 
diametro.  (Compare  com  o Exempio  4 da  Se§ao  15.5.) 

Wi  SeFeo  campo  vetorial  do  Exempio  5,  mostre  que 

jr  F • dr  = 0 para  todo  caminho  fechado  simples  que  nao 
passa  nem  content  a origem. 

28.  Complete  a prova  do  Teorema  de  Green  provando  a Equa^ao  3. 

29.  Utilize  o Teorema  de  Green  para  provar  a formula  de  mudan^a 
de  variaveis  para  as  integrals  duplas  (Formula  15.9.9)  para  o 


caso  onde  /( x,  v)  — 1 : 


jj  dxd>’  “ JJ 

h s 


1 d(x,  y) 
j d(u,  v) 


du  dv 


Aqui  R e a regiao  do  piano  xy  que  corresponde  a regiao  S do 
piano  uv  sob  a transformacao  dada  por  x — g(u,  v ),  y — h{u,  v). 

[Dica:  note  que  o lado  esquerdo  e A(R)  e apiique  a primeira 
parte  da  Equa^ao  5.  Converta  a integral  de  linha  sobre  dR  para 
uma  integral  sobre  dS  e apiique  o Teorema  de  Green  no  piano  uv. J 


Rotacional  e Divergencia 


Nesta  secao  definimos  duas  operates  que  podem  ser  realizadas  com  campos  vetoriais  que 
sao  basicas  nas  aplica^oes  de  calculo  vetorial  a mecanica  dos  fluidos  e a eletricidade  e 
magnetismo.  Cada  opera^ao  lembra  uma  diferencia^ao,  mas  uma  produz  um  campo  veto- 
rial  enquanto  a outra  gera  um  campo  escalar. 


mm  Rotacional 

SeF  = /:>i  + <2j~FRke  um  campo  vetorial  sobre  K 3 e as  derivadas  parciais  de  P,  Q e 
R existem,  entao  o rotacional  de  F e um  campo  vetorial  sobre  !R 3 definido  por 


Como  ajuda  a nossa  memoria,  vamos  reescrever  a Equaqao  1,  usando  nota^ao  de  ope- 
rador.  Introduziremos  o operador  diferencial  vetorial  V (“del”)  como 


. d . d 3 

V — i F i F k — 

dx  dy  dz 

Ele  tern  a propriedade  de,  quando  operando  sobre  uma  fun^ao  escalar,  produzir  o gradiente 
de/: 


. df  .a/  a/ 

V/  — l — — F j F k — 

dx  3}'  dz 


¥.,dfdf 

~~  j I -j Jj 

dx  dy  dz 


Se  pensarmos  em  V como  um  vetor  com  componentes  d/dx,  d/ dy  e d/ dz,  podemos  con- 
siderar  o produto  vetorial  formal  de  V pelo  campo  vetorial  F,  como  segue: 

k 


V X F 


_a_ 

dx 

P 

a# 

dy 

rot  F 


j 

a 

dy 

Q 


_a_ 

az 

R 


dQ 

dz 


i + 


dP_ 

dz 


dR 

dx 


j + 


SQ 

dx 


dP 

dy 


i 


k 
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Assim,  o modo  mais  facil  de  lembrar  a Deiinigao  1 e pela  expressao  simbolica 


rot  F ~ V X F 


G A maiona  dos  sistemas  algebricos 
computacionais  tem  um  comando  para 
caicular  rotacionat  e divergente  de 
campos  vetoriass.  Se  voce  tem  acesso 
a um  CAS,  use  esses  comandos  para 
verificar  as  respostas  dos  exernpios  e 
exercicios  desta  segao. 


EXEMPLO  1 : Se  F(x,  v,  z)  — xzi  + xyz  j - y2k,  determine  o rotacional  de  F. 
SOLUQAO  Usando  a Equacao  2,  ternos 


rot  F — V X F 


i j k 

d d d 

dx  dy  dz 

xz  XYZ  — v 


(~2y  - xy)  i - (0  - x)  j + (vz  - 0)  k 
—y(2  + x)  i + x j + yz  k 


d 

d 

a , a 

y1)  ~-~(xyz) 

i - 

(-y)  - — — (xz) 

dz 

dx  dz 

a , a 

— “ {xyz)  ~~  ~r~ 

(xz) 

k 

dx  dy 

Lembre-se  de  que  o gradiente  de  uma  fungao  / de  tres  variaveis  e um  campo  vetorial 
sobre  iR J de  modo  que  podemos  caicular  seu  rotacional.  O proximo  teorema  diz  que  o rota- 
cional do  gradiente  de  um  campo  vetorial  e 0. 


j~3l  Teorema  Se  / e uma  funt^ao  de  tres  variaveis  que  tem  derivadas  parciais  de 
segunda  ordem  contmuas,  entao 

rot  (V/)  - 0 | 


Q Note  s semeihanga  com  o que 
sabemos  da  Segao  12,4:  a x a — 0 
para  todo  vetor  tridimensional  a. 


□ Compare  isso  com  o Exercicio  27  da 
Segao  16.3. 


Prowa  Ternos 


rot  (V/)  = V X (V/) 


i 

j 

k 

a 

a 

a 

= 

ax 

dy 

dz 

df 

¥_ 

y 

dx 

By 

dz 

d2f  \ 
dz  dy  J 

i + ^ 

d2f 

dz  dx 

— Gi  + OjTOk^O 


d2f 

dxdz 


j + 


\ k 

dx  dy  By  dx  j 


pelo  Teorema  de  Clairaut.  O 

Como  um  campo  vetorial  conservative  e tal  que  F = V/,  o Teorema  3 pode  ser  re- 
escrito  como  segue: 


Se  F conservativo,  entao  rot  F = 0. 

E acabamos  de  obter  um  modo  de  verificar  se  um  campo  vetorial  6 conservativo  ou  nao. 
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fcXEWtPU  2 Mostre  que  o campo  vetorial  F(x,  y,  z)  — xz  I + xyz  j — y2  k nao 
e conservativo. 

SOLUQAO  No  Exemplo  1 mostramos  que 

rot  F = — y(2  + x)  i + x j + yz  k 

Isso  mostra  que  rot  F # 0 e portanto,  pelo  Teorema  3,  F nao  e conservative. 

Em  geral,  o recfproco  do  Teorema  3 nao  e verdadeiro,  mas  o proximo  teorema  esta- 
belece  que,  se  F tor  definido  em  todo  o espa^o,  o reciproco  vale.  (Mais  especificamente,  o 
recfproco  vale  se  o dommio  e simplesmente  conexo,  ou  seja,  ‘'nao  apresenta  furosT)  O 
Teorema  4 e a versao  tridimensional  do  Teorema  16.3.6.  Sua  prova  requer  o Teorema  de 
Stokes,  e urn  eslxxjo  dela  sera  apresentado  no  final  da  Seqao  16.8. 


j jjj  Teorema  Se  F e um  campo  vetorial  definido  sobre  todo  R 3 cujas  funqoes 
componentes  tern  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  continuas  e rot  F = 0, 
entao  F e um  campo  vetorial  conservative. 


ElfcMPlO  3 u 

(a)  Mostre  que  F(x,  y,  z)  — y2z3  i + 2 xyz3}  + 3xy2z2  k e um  campo  vetorial  conservativo. 

(b)  Determine  uma  funqao/  tal  que  F = V/. 

SOLUQAO 

(a)  Calculemos  o rotacional  de  F: 

i j k 

__  d d d 

rot  F = VXF=  — — — 

dx  dy  dz 

y2z3  2 xyz3  3xy2z2 

~ (6 xyz2  ~ 6xyz2)i  - (3 y2z2  - 3yV)j  + (2yz3  - 2yz3)k 

= 0 

Como  rot  F — 0 e o domfnio  de  F e IR J,  F e um  campo  vetorial  conservativo  pelo  Teo- 
rema 4. 

(b)  A tecnica  para  achar / foi  dada  na  Seqao  16.3.  Temos 

lB  fix,  y,  z)  = y2z3 

L®J  fy(x,  y,  z)  = 2xyz3 

LI!  f{x,y,z)  ~ 3xy2z2 

integrando  (5)  em  relaqao  a x,  obtemos 

ill  /(a  y,  z)  = xy2z3  + g(y\  z) 

Dd erenciando  (8)  em  relagao  a y obtemos  fix,  y,  z)  — 2 xyz3  + gy(y,  z),  e comparando 
com  (6)  temos  gy(y,  z)  — 0.  Entao,  g(y,  z)  = h(z)  e 

f(x,y,z)  = 3x>,2z2  + h'{z) 
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Entao,  de  (7)  temos  h\z)  = 0.  Portanto 


./(x,  y,  z)  - xy2z2  4-  K 


A razao  para  o nome  rotacional  e que  o vetor  rotacional  esta  associado  com  rotates. 
Lima  conexao  esta  explicada  no  Exercicio  35.  Outra  ocorre  quando  F representa  um 
campo  de  velocidade  era  mecanica  dos  fluidos  (ver  Exemplo  3 na  Se$ao  16.1).  Partfculas 
perto  (x,  y,  z)  no  fluido  tendem  a rodar  em  tomo  do  eixo  que  aponta  na  dire^ao  de  rot  F 
(x,  y,  z),  e o comprimento  do  vetor  rotacional  e a medida  de  quao  rapido  as  partfculas  se 
movem  em  torno  desse  eixo  (veja  a Figura  1).  Se  rot  F = 0 no  ponto  P,  entao  o fluido  nao 
gira  em  P e F e chamado  irrotacional  em  P.  Em  outras  palavras,  nao  existe  redemoinho 
ou  sorvedouro  em  P.  Se  rot  F = 0,  uma  pequena  roda  com  pas  deslizaria  com  o fluido, 
mas  nao  rodaria  em  redor  de  seu  eixo.  Se  rot  F =P  0,  a roda  com  pas  giraria  em  torno  de 
seu  eixo.  Damos  mais  detalhes  dessa  explana^ao  na  Se^ao  16.8  como  conseqiiencia  do 
Teorema  de  Stokes. 


L.  Divergent  ia 

SeF  = Pi  + Qj+Pkeum  campo  vetoriai  em  IR3  e existem  dP/dx,  dQ/dy  e dP/dz, 
entao  a divergencia  de  F e a fun§ao  de  tres  variaveis  defmida  por 


Observe  que  rot  F e um  campo  vetoriai,  mas  div  F e um  campo  escalar.  Em  termos  do  ope- 
rador  gradiente  V ~ (8/ dx)  i + (3/ dy)  j + (3/ dz)  k,  a divergencia  de  F pode  ser  escrita 
simbolicamente  como  o produto  escalar  de  V e F: 


EXEMPLO  4 o Se  F(x,  y,  z)  — xz  i + xyz  j - y2  k,  ache  div  F. 

S0LUQA0  Pela  definicao  de  divergencia  (Equa^ao  9 ou  10),  temos 

div  F — V • F = -A  (xz)  + A (xyz)  + j-  (-/) 

= z + xz  p 

Se  F e um  campo  vetoriai  sobre  IR3,  entao  rot  F tambem  e um  campo  vetoriai  sobre  IR3. 
Como  tal,  podemos  calcular  sua  divergencia.  O proximo  teorema  mostra  que  o resultado  6 0. 


l'C]  Isorema  Se  F — P i +•  Qj  + R k € um  campo  vetoriai  sobre  IR3  e P,  Q e R 
tern  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  contmuas,  entao 

div  rot  F = 0 
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□ Note  a anaiogia  com  o produto  misto 
a * (a  x b)  = 0. 


D A razao  para  essa  interpretagao  de  div 
F sera  explicada  no  final  da  Segao  16.9 
como  consequencia  do  Teorema  da 
Divergencia. 


Preva  Usando  as  delinigdes  de  divergencia  e rotacional  temos 
div  rot  F = V ♦ (V  X F) 

a / dR  ^ jL (dP_  _ 9r\  | a / dQ  dP_ \ 

dx  \ By  dz  / By  \ dz  dx  / dz  \ dx  dv  / 

S2R  d2Q  | d2P  dzR  , d2Q  d2P 
dx  dy  dx  dz  dy  dz  By  dx  c)z  dx  dz  dy 

= 0 

porque  os  termos  se  cancelam  aos  pares  pelo  Teorema  de  Clairaut. 

EXEfUPtO  5 □ Mostre  que  o campo  vetorial  ¥(x,  y,  z)  = xz  i + xyz  j - yz  k nao  pode 
ser  escrito  como  o rotacional  de  outro  campo  vetorial,  ou  seja,  F # rot  G. 

SOLUQAO  No  Exemplo  4 mostramos  que 

div  F = z + xz 

e portanto  div  F # 0.  Se  fosse  verdade  que  F = rot  G,  pelo  Teorema  1 1 , terfamos 

div  F = div  rot  G — 0 

que  contradiz  div  F # 0.  Portanto  F nao  e o rotacional  de  outro  campo  vetorial.  0 

Novamente,  a razao  para  o nome  divergencia  pode  ser  entendida  no  contexto  da 
mecanica  dos  fiuidos.  Se  F(x,  y,  z)  e a velocidade  de  um  liquido  (ou  gas),  entao  div  F(x,  y, 
z)  representa  a taxa  liquida  de  variagao  (com  relagao  ao  tempo)  da  massa  do  liquido  (ou 
gas)  fluindo  no  ponto  (x,  y,  z)  por  unidade  de  volume.  Em  outras  palavras,  div  F(x,  y,  z) 
mede  a tendencia  de  o fluido  diferir  do  ponto  (*,  y,  z).  Se  div  F = 0,  entao  F e dito  incom- 
pressfvel. 

Outro  operador  diferencial  aparece  quando  calculamos  a divergencia  do  gradiente  de 
um  campo  vetorial  V/.  Se/e  uma  fungao  de  tres  variaveis,  temos 

div(V/)  = V • (V/)  = + TT  + JT 

dx~  By  dz ~ 


e essa  expressao  aparece  tao  frequentemente  que  vamos  abrevia-la  como  V ~f.  Esse  operador 

V2  = v . v 


6 chamado  operador  de  Laplace  ou  laplaciano,  por  sua  relagao  com  a equagao  de 
Laplace 


V2/- 


ff 

dx2 


o 


Podemos  tambem  aplicar  o laplaciano  V 2 a um  campo  vetorial 


F = Pi  + Qj  + Rk 


em  termos  de  seus  componentes: 
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— * Formas  Vetoriais  do  Teorema  de  Green 

Os  operadores  divergencia  e rotaciona]  nos  permitem  escrever  o Teorema  de  Green  em 
uma  versao  que  sera  util  em  nosso  trabaiho.  Suponha  uma  regiao  plana  D,  sua  curva  fron- 
teira  C e as  fungoes  P e Q que  satisfa§am  as  hipoteses  do  Teorema  de  Green.  Entao 
podemos  considerar  o campo  vetorial  F = Pi  + Q j.  Sua  integral  de  linha  e 


e seu  rotacional  e 


j F • dr  = j P dx  + Q dy 


i j k 

d ad 

dx  dy  dz 

P(x,  y ) Q(  x,  y)  0 


Portanto 


(rot  F)  • k 


dQ  dP 


1R. 

dP  \ 

dx 

dy  ) 

_JQ  . 

dP 

dx 

’ <5>: 

\ dx  dy  J dx  dy 

e podemos  reescrever  a equaqao  do  Teorema  de  Green  na  forma  vetorial 


j F • dr  = j | (rot  F)  • k dj\ 


A Equa9ao  12  expressa  a integral  de  linha  do  componente  tangeneial  de  F ao  longo  de  C 
como  uma  integral  dupla  do  componente  vertical  de  rot  F sobre  a regiao  D delimitada  por 
C.  Vamos  derivar  agora  uma  formula  semelhante7  envolvendo  o componente  normal  de  F. 
Se  C e dado  pela  equagao  vetorial 

r(f)  * x(t)  i + y(t)  j a *£  t *£  b 

entao  o versor  tangente  (veja  a Se9ao  13.2)  e 

= Li  + _2VLi 
' I Of)  I |r'(/)|j 


Voce  pode  verificar  que  o versor  normal  a C e dado  por 

(a  ~ y’®  • *'(*)  . 

“ I Of)  I1  |Of)|J 

(Veja  a Figura  2.)  Entao,  da  Equa9ao  16.2.3,  temos 
F • n ds  ~ j *'  (F  * n)(/)  | r '(/) ) dt 

JC  Ja 

= ft  f P(*f).y(t))y'(t)  Q(xjt),y(t))xXt)~ 

.1  L |r'(0|  | r'(0  | 

“ j ' Hx(t),  y(t))y'(t)  dt  - Q(x(t),  y(t))x'(t)  dt 

- f Pdy-Qdx=  ff  (^-  + ^-)dA 
Jj  \ dx  ay  / 


[ r{  t)  j dt 


-aSfc.  . 
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pelo  Teorema  de  Green.  Mas  o integrando  na  integral  dupla  e a divergencia  de  F.  Logo, 
temos  uma  segunda  forma  vetorial  do  Teorema  de  Green; 


Essa  versao  diz  que  a integral  de  linha  do  componente  normal  de  F ao  longo  de  C e igual 
a integral  dupla  da  divergencia  de  F sobre  a regiao  D delimitada  por  C. 


Exercicios 


1-8  O Determine  (a)  o rotacional  e (b)  a divergencia  do  campo 
vetorial. 


§g|§:  Ft.  v,  v,  z)  = xyz  i — x2y  k 

2.  F (a,  v,  z)  — x2yz  i + xy 2z  j + xyjr  k 

3.  F(a,  y,  z)  = i + (a  + yz)  j + (av  - y'z)  k 

4.  F (a,  y,  z)  — cos  xz  j — sen  xy  k 

5.  F(x,  y,  z ) — <?'"  serty  i + e*  cos  y j + z k 


6.  F(x,  y,  z) 


x'  + V + 


X~  + v*  + 2‘ 


Tj 


V*  + 


k 


7.  F(a,  y,  z)  — {In  x,  ln(xy),  In(xyz)) 

8,  F(a,  y,  z ) — (xe  " y,  xz,  zey) 

9—11  o O campo  vetorial  F e mosirado  no  piano  xy  e e o mesmo 
em  todos  os  pianos  horizontais.  (Em  outras  palavras,  F e 
independente  de  z e seu  componente  z e 0.) 

(a)  O div  F sera  positivo,  negativo  ou  nulo?  Explique. 

(b)  Determine  se  o rot  F = 0.  Se  nao,  em  que  dire^ao  rot  F 
aponta? 


V i 

1 

f 

t t 

t 

f 

s 

t t 

1 

t 

1 

f 1 

| 

\ 

4 

1 

1 

i t 

i l 

0 

X 

11. 


0 


12.  Seja/um  campo  escalar  e 
expressao  tern  significado 
Em  caso  afirmativo,  diga  i 
(a)  rot/ 

(c)  div  F 
(e)  grad  F 
(g)  div(grad  f) 

(i)  rot(rot  F) 

(k)  (grad  f)  X (div  F) 


F um  campo  vetorial.  Diga  se  cada 
. Em  caso  negativo,  explique  por  que. 
e um  campo  vetorial  ou  escalar. 

(b)  grad  / 

(d)  rot(grad/) 

(f)  grad(div  F) 

(h)  grad(div/) 

(j)  div(divF) 

(1)  div(rot(gradjO) 


13-18  □ Determine  se  o campo  vetorial  e conservative  ou  nao.  Se 
conservativo,  determine  uma  funcao  / tal  que  F = V/'. 

13.  F’(a,  y,  z)  — yz  i + az  j + xy  k 

14.  F(a,  y,  z)  — 3z2 1 + cos  y j + 2az  k 

H®  F(a,  y,  z ) = 2 Ay  i + (a2  + 2yz)  j + y2  k 

16.  F(a,  y,  z)  — ez  I + j + xe1  k 

17.  F(a,  y,  z)  — ye~x  i + e~x  j + 2z  k 

18.  F (a,  y,  z ) = y cos  xy  i + a cos  xy  j — sen  z k 


10. 


""//// 
o’  A 


Existe  um  campo  vetorial  G em  R 3 tal  que 
rot  G = Ay2i  + yz2  j 4-  zA2k?  Explique. 

20.  Existe  um  campo  vetorial  G em  jR2  tal  que 
rot  G = yz  i + xyz  j + xy  k?  Explique. 

1111  Mostre  que  qualquer  campo  vetorial  da  forma 
F(a,  y,  z)  = f{x)  i + g(y)  j + h(z)  k 
onde /,  g eh  sao  diferenciaveis,  e irrotacional. 
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22.  Mostre  que  qualquer  campo  vetorial  da  forma 

F(x,  v,  z)  ~ f(y,  z)  i + g(x,  z)j  + h(x,  y)  k 
e incompressfvel. 

23-  29  □ Prove  a identidade,  admitindo  que  as  derivadas  parciais 
apropriadas  existam  e sejam  contmuas.  Se/for  um  campo  escalar  e 
F.  G forem  campos  vetoriais,  entao  / F,  F * G e F X G sao 
definidos  por 

(/ F)(x,  v,  z)  — fix,  y,  z)F(x,  y,  z) 

(F  * G)(jc,  y,  z } - F(x,  y.  z)  • G(x,  y,  z) 

(F  X G)(jc,  y.  z)  = F(x,y,  z)  X G(x,y,  z) 

23.  div(F  + G)  — div  F + div  G 

24.  rot(F  + G)  = rot  F + rot  G 

25.  div(/F)  - / div  F + F * Vf 

26.  rot(/F)  «/  rot  F + (Vf)  X F 

27.  div(F  X G)  — G - rot  F - F • rot  G 

28.  div(V f X Vg)  ~ 0 

29.  rot  (rot  F)  F — grad  (div  F)  — V2F 

30-32  □ Seja  r — x i + y j + z k e r = jr|. 

30.  Veriftque  as  identidades. 

(a)  V • r — 3 (b)  V • (rr)  — 4 r 

(c)  VV3=  12r 

Veriftque  as  identidades. 

(a)  Vr  = r/r  (b)  V X r — 0 

(c)  V(l/r)  = -r/r3  (d)  V In  r — r/r 2 

32.  Se  F — r/rp,  ache  div  F.  Existe  um  valor  de  p para  o qual 
div  F - 0? 

33.  Use  o Teorema  de  Green  na  forma  da  Equacao  13  para  provar 

a primeira  identidade  de  Green: 

||  fV2g  dA  — £/{Vg)  • nds  - |j  V/-  VgdA 

D * ’ D 

onde  D t C satisfazem  as  hipoteses  do  Teorema  de  Green  e as 
derivadas  parciais  apropriadas  de/ e g existem  e sao  contmuas. 
(A  quantidade  Vg  • n = Dag  aparece  na  integral  de  linha.  Essa 
e a derivada  direcional  na  diregao  do  vetor  normal  nee 
chamada  derivada  normal  de  g.) 

34.  Use  a primeira  identidade  de  Green  (Exercfcio  33)  para  provar 

a segunda  identidade  de  Green: 

JJ  (,/V/  ~ gV2f  ) dA  = £ (fVg  - gVf)  • n ds 
o 

onde  D e C satisfazem  as  hipoteses  do  Teorema  de  Green  e as 
derivadas  parciais  apropriadas  de /e  g existem  e sao  contmuas. 


35.  Este  exercfcio  demonstra  a conexao  entre  vetor  rotacional  e 
rota?des.  Seja  B um  corpo  rfgtdo  girando  em  tomo  do  eixo 
z.  A rota^ao  pode  ser  descrita  peio  vetor  w — wk,  onde  oj  e a 
rapidez  angular  de  B,  ou  seja,  a rapidez  tangencial  de  qualquer 
ponto  P em  B dividido  pela  distancia  d do  eixo  de  rotafao. 
Seja  r — (x,  y,  z)  o vetor  posi^ao  de  P. 

(a)  Considerando  o angulo  Q da  figura,  mostre  que  o campo 
de  velocidade  de  B e dado  por  v — w X r. 

(b)  Mostre  que  v ~ — coy  i + ojxj. 

(c)  Mostre  que  rot  v = 2w. 


36.  As  equacoes  de  Maxwell  reiacionam  o campo  eletrico  E e o 
campo  magnetico  H quando  eles  variant  com  o tempo  em  uma 
regiao  que  nao  contenha  carga  nem  coirerste,  como  segue: 

div  E — 0 div  H = 0 


rot 


E 


i aH 

c dt 


rot 


H « 


1 <3E 
c dt 


onde  cea  rapidez  da  luz.  Use  essas  equacoes  para  provar  o 
seguinte: 

j 

c2  dt2 
J_£ H 
c~  dt 2 

1 32E 

(c)  V 2E  = — [Dica:  Use  o Exercfcio  29.] 


(a)  V x (V  X E)  = - 

(b)  V x (V  x H) 


(d)  V2H 


c2  dt2 

i a2H 

cA  dt2 


37.  Temos  visto  que  todos  os  campos  de  vetores  da  forma  F — Vg 
satisfazem  a equacao  rot  F = 0 e que  todos  os  campos  de 
vetores  da  forma  F = rot  G satisfazem  a equacao  div  F = 0 
(supondo  a continuidade  das  conrespondentes  derivadas 
parciais).  Isso  sugere  a pergunta:  existem  algumas  equates 
que  todas  as  funcoes  da  forma  f — div  G devem  satisfazer? 
Mostre  que  a resposta  para  essa  pergunta  e "nao”,  provando 
que  toda  fun9§o  contfnua  / em  i?3  e o divergence  de  algum 
campo  de  vetores.  [Dica:  Tome  G(x,  y,  z)  = (g(x,  y,  z),  0,  0), 
onde  g(x,  y,  z)  — \ff(t,  y,  z)  dt.].} 
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Superficies  Parametricas  e Suas  Areas 

Na  Se^ao  8.2  (Volume  I),  descobrimos  como  calcular  a area  de  uma  superficie  de  revo- 
IU9S0,  e na  Se9§o  15.6  determinamos  a area  de  uma  superficie  com  equa^ao  z =/ (x,y). 
Aqui  discutiremos  superficies  mais  gerais,  chamadas  superficies  parametricas,  e ealcu- 
laremos  suas  areas. 


timfa  Superficies  Parametricas 

De  modo  muito  semelhante  a nossa  descri^ao  de  curvas  espaciais  por  uma  funcao  veto- 
rial  r(/)  de  um  parametro  unico  t,  podemos  descrever  uma  superficie  por  uma  fun£ao 
vetorial  r (u,  v)  de  dois  parametros  u e v . Suponhamos  que 

f f]  r(u,  v ) — x(u,  v)  i + y(u,  v)  j + z(u,  v)  k 

seja  uma  funcao  com  valor  vetorial  definida  sobre  uma  regiao  D do  piano  uv.  Entao  x,  y e 
z,  componentes  de  r,  sao  fun9&es  das  duas  variaveis  u e v com  dominio  D.  O conjunto  de 
todos  os  pontos  (x,  v,  z)  em  IR 3 tais  que 

[I]  x — x(u,  v)  y = y(u,  v)  z = z(u,  v) 


e («,  v)  variando  sobre  D,  e denominado  superficie  parametrica  S,  e as  Equa9oes  2 sao 
chamadas  equates  parametricas  de  S.  Cada  escolha  de  u e v da  um  ponto  sobre  S;  ao 
fazermos  todas  as  escolhas,  obtemos  todo  o 5.  Em  outras  palavras,  a superficie  S e tra9ada 
pela  ponta  do  vetor  posi9ao  r («,  v)  quando  ( u , v)  se  move  na  regiao  D (veja  a Figura  1). 


F1GURA  1 
Uma  superficie  parametrica 


EXEfiPiG  1 □ Identifique  e esboce  a superficie  com  equa9ao  vetorial 


FIGURA  2 


r (u,  v)  = 2 cos  ui  + t;j  + 2sen«k 
SOLUQAO  As  equa95es  parametricas  para  essa  superficie  sao 

x ~ 2 cos  u y = v z — 2 sen  u 
Para  qualquer  ponto  (x,  y,  z)  da  superficie,  temos 

x2  4-  z2  — 4 cos2m  + 4 sen2M  = 4 

Isso  significa  que  todas  as  $e9oes  transversals  paralelas  ao  piano  xz  (isto  e,  com.  y cons- 
tante)  sao  circunferencias  de  raio  2.  Como  v = te  nao  existe  restr^ao  ao  valor  de  v,  a 
superficie  e um  cilindro  circular  de  raio  2 cujo  eixo  e o eixo  y (veja  a Figura  2).  O 
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No  Exemplo  1 nao  existiam  restr^oes  sobre  os  parametros  u e v,  e assim  obtivemos  o cilin- 
•dro  inteiro.  Se,  por  exemplo,  restringissemos  u e v,  escrevendo  o dominio  dos  parametros 
como 

0 5 rr/2  0 v 3 

entao  x 2s  0,  z 5*  0,  0 *£  >!  ^ 3,  e obteriamos  o quarto  do  cilindro  de  comprimento  3 
ilustrado  na  Figura  3. 

Se  uma  superficie  parametrica  S e dada  por  uma  fun^ao  vetorial  r(«,  a),  entao  existem 
FIGURA  3 duas  famflias  de  curvas  uteis  contidas  era  S,  uma  familia  com  u constante  e outra  com  v 

constante.  Essas  familias  correspondem  a retas  verticals  e horizontais  no  piano  uv.  Se  man- 
tivermos  u constante  impondo  u = uQ,  entao  r(u(),  v)  se  toma  uma  funcao  vetorial  com  urn 
unico  parametro  v que  define  uma  curva  Cs  sobre  S (veja  a Figura  4). 


f 


FIGURA  5 


Da  mesma  forma,  se  mantivermos  v constante  tomando  v — v0>  obteremos  a curva  C7  dada 
por  r (u,  vo)  contida  em  S.  A essa  curva  chamaremos  curva  da  grade.  (No  Exemplo  1 , as  cur- 
vas da  grade  obtidas  tomando  u constante  sao  retas  horizontais,  enquanto  as  curvas  da 
grade  obtidas  com  v constante  sao  circunferencias.)  De  fato,  quando  ura  computador  trapa 
o grafico  de  uma  superficie  parametrica,  ele  geralmente  retrata  a superficie  plotando  essas 
curvas  da  grade,  como  veremos  no  proximo  exemplo. 

EXEWIPLCI  2 □ Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  tra^ar  o grafico  da  superficie 

r(n,  v)  = {(2  + smv)  cos  u,  (2  + senr-)  ;sen«,  u + cos  v) 

Quais  sao  as  curvas  da  grade  com  u constante?  E com  v constante? 

S0LUQA0  Tra^amos  o gr&fico  do  peda^o  da  superficie  correspondente  a janela  de 
inspepao  com  os  parametros  delimitados  por  0 =£  u 4rr,  0 ^ v 2 tt,  na  Figura  5. 

Esse  grafico  tern  a aparencia  de  um  tubo  espiral.  Para  identificar  as  curvas  da  grade, 
escrevemos  as  equapoes  parametricas  correspondentes: 

x = (2  + sen  v)  cos  u y = (2  + sen  v)  sen  u z = u + cos  v 

Se  v e constante,  entao  sen  v e cos  v sao  constantes,  e as  equai^oes  parametricas  lembram 
as  da  helice  do  Exemplo  4 da  Se^ao  13.1.  Assim  as  curvas  da  grade  com  v constante  sao 
as  curvas  espirais  da  Figura  5.  Deduzimos  que  as  curvas  da  grade  com  u constante 
precisam  ser  aquelas  que  parecem  circunferencla  na  figura.  Maior  evidencia  dessa 
afirmapao  e que,  se  mantivermos  u fixo,  u — w{),  entao  as  equapoes  z = uq  + cos  v 
mostram  que  os  valores  de  z variam  de  u0  — 1 ate  w0  + 1 . S 


Nos  Exemplos  1 e 2 nos  foi  dada  uma  equapao  vetorial  e pedido  o grafico  da  superficie 
parametrica  correspondente.  Nos  exemplos  seguintes,  entretanto,  teremos  o problema  mais 
desafiante  de  achar  a funcao  vetorial  que  representa  uma  superficie  dada.  No  restante  deste 
capitulo,  com  frequencia  teremos  de  fazer  exatamente  isso. 
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FIGURA  6 


EXEMPLO  3 o Determine  a fungao  vetorial  que  representa  o piano  que  passa  pelo  ponto 
Pq  com  vetor  posigao  r0  e que  contenha  dois  vetores  nao  paralelos  a e b. 

SOLUQAO  SePe  urn  ponto  qualquer  do  piano,  podemos  ir  de  P0  ate  P andando  uma 
distancia  orientada  na  diregao  do  vetor  a e outra  distancia  orientada  na  diregao  do  b. 
Portanto  existem  escalares  u e v tais  que  P0P  — ua  + t»b . (A  Figura  6 ilustra  como  isso 
acontece,  por  meio  da  Regra  do  Paralelogramo,  para  o caso  em  que  u e v sao  positives. 
Veja  tambem  o Exercfcio  38  da  Secao  12.2).  Se  reo  vetor  de  posicao  de  P,  entao 

r = OeT  + PqP  — r0  + ua  + vb 
A equagao  vetorial  do  piano  pode  ser  escrila  como 

r(n,  v)  — r0  + ua  + vb' 

onde  uev  sao  numeros  reais. 

Se  escrevermos  r = (x,y,  z),  r0  = <x0,  >>0,  z0),  a = {au  a2,  a3)eb  = {bu  b2,  b3 >, 
podemos  escrever  as  equagoes  parametricas  do  piano  atraves  do  ponto  (x0,  v0,  z0) 
como  segue: 


O Um  dos  usos  de  superficies 
parametricas  esta  em  fazer  graficos 
com  computador.  A Figura  7 mostra  o 
resultado  de  tentar  grafar  a esfera 
x3  + f + r=  i resolvendo  a equagao 
separadamente  para  z e grafando  o 
topo  e a base  do  hemisferio 
separadamente.  Parte  da  esfera  parece 
estar  perdida  por  causa  do  sistema 
retanguiar  de  grades  usado  peto 
computador.  A Figura  S,  muito 
meihor,  foi  produzida  por  um 
computador  que  usa  as  equagoes 
parametricas  encontradas  no  Exemplo  4. 


x — xo  + ua ; + vb\  y — y0  + ua2  + vb2  z — z0  + ua,,  + vb3  D 

EXEMPLO  4 □ Determine  uma  representagao  parametrica  da  esfera 

? I 7?  f 2 2 

x~  + v + z = a~ 

SOLUQAO  A esfera  tern  uma  representagao  simples  p ~ a em  coordenadas  esfericas,  e 
entao  vamos  escolher  angulos  (bed  em  coordenadas  esfericas  como  parametros  (veja  a 
Segao  12.7).  Tomando  p ~ a nas  equagoes  para  conversao  de  coordenadas  esfericas  para 
coordenadas  retangulares  (Equagao  12.7.3),  obtemos 

x — a sen  <b  cos  0 y — a sen  </>  sen  0 z = a cos  <£ 

como  equagdes  parametricas  da  esfera.  A equagao  vetorial  correspondente  e 

r {<f>,  0)  = a sen  cos  0 i + a sen  <£sen  0 j + a cos  4>  k 

Temos  0 ^ d>  tt  e 0 ^ 0 «£  2 tt,  de  modo  que  o dommio  dos  parametros  e o retangulo 
D = [0,  7r]  X [0,  2 7 rj.  As  curvas  da  grade  com  <f>  constante  sao  as  circunferencias  de 
latitude  constante  (incluindo  o equador).  As  curvas  da  grade  com  0 constante  sao  os 
meridianos  (semicircunferencias),  que  ligam  os  polos  norte  e sul.  □ 

EXEMPLO  5 □ Determine  uma  representagao  parametrica  do  cilindro 

x2  + y2  ~ 4 0 Z s?  1 

S0LUQA0  0 cilindro  tern  representagao  r — 2 em  coordenadas  cilmdricas;  assim  escolhe- 
mos  como  parametros  0 e z em  coordenadas  cilmdricas.  Entao  as  equagoes  parametricas 
do  cilindro  sao 

x — 2 cos  6 y = 2sen  0 z — z 

onde  Oss05£27reO=£zssl.  p 

EXEMPLO  6 □ Determine  uma  fungao  vetorial  que  represente  o paraboloide  eliptico 
z — x2  + 2 y2. 

S0LUQA0  Se  olharmos  para  xev  como  parametros,  as  equagoes  parametricas  ficam 
simplesmente 


FiGURA  8 


x — x y — y 


„ 2 i r>  2 

z ~ X -r  2 y- 
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□ Para  alguns  propositos  as 
representacoes  parametricas  das 
Solugoes  1 e 2 sao  iguaimente  boas, 
mas  a Solugao  2 pode  ser  preferfvel 
em  certas  situagoes.  Se  estivermos 
interessados  somente  na  parte  do 
cone  que  esta  abaixo  do  piano  z — 
por  exemplo,  tudo  que  devemos  fazer 
na  Solugao  2 e mudar  o dominio  do 
parametro  para 

0 =£  2tt 


e a equagao  vetorial  e 


r(x,  y)  — xi  + y j + (x2  4-  2y2)k  a 

Em  geraL  uma  superficie  dada  como  o grafico  de  uma  fungao  dete  y,  ou  seja,  com 
equagao  da  forma  z =/( x,  y),  pode  sempre  ser  olhada  como  uma  superficie  parametrica 
tomando  x e y como  parametros  e escrevendo  as  equagoes  parametricas  como 

x = x v — y z = fix,  y) 

Representacoes  parametricas  (tambem  chamadas  parametrizacoes)  de  superficies  nao 
sao  unicas.  O proximo  exemplo  mostra  dois  modos  de  parametrizar  um  cone. 


EXEMPLO  7 □ Determine  uma  representagao  parametrica  para  a superficie 
z — 2yx2  + v 2,  ou  seja,  a metade  superior  do  cone  z1  = 4x2  + 4v 2. 

SOLUCAO  1 Lima  possivel  representagao  e obtida  escolhendo-se  x e y como  parametros: 
x — x v = y z ~ 2-s/x1  + y2 
Assim,  a equagao  vetorial  e 

r(x,  y)  — x i + y j + 2yx2  + y2  k 

SOLUQAO  2 Outra  representagao  resulta  da  escolha  como  parametro  das  coordenadas 
polares  r e ft  Um  ponto  (x,  y,  z)  sobre  o cone  satisfaz  x — r cos  0,  y — r sen  B,  e 
z = 2fx2  + "y2  = 2 r.  Assim  uma  equagao  vetorial  para  o cone  e 

r (r,  6)  — rcos  0i  + rsenflj  + 2rk 

onde  rS2  OeOsJ  0 ^ 2ir. 


Superficies  de  Revolugao 


Superficies  de  revolugao  podem  ser  representadas  na  forma  parametrica  e seus  graficos 
podern  entao  ser  desenhados,  usando-se  um  computador.  Por  exemplo:  vamos  considerar 
a superficie  S obtida  pela  rotagao  da  curva  y = f(x ),  a ^ x b,  em  tomo  do  eixo  x,  onde 
f{x)  3=  0.  Seja  $ o angulo  de  rotagao,  como  mostrado  na  Figura  9.  Se  (x,  y,  z)  e um  ponto 
de  S,  entao 


[I]  x**x  y — fix)  cos  0 z=/(x)sen0 

Portanto,  tomamos  x e 6 como  parametros  e olhamos  as  Equagoes  3 como  equagoes 
parametricas  de  5.  O dominio  do  parametro  e dado  por  a x b,  0 ^ 0 ^ 2tt. 

EXEMPLO  8 □ Determine  as  equagoes  parametricas  para  a superficie  gerada  pela  rotagao 
da  curva  y — sen  x,  0 ^ x 2 rr,  em  tomo  do  eixo  x.  Use  essas  equagoes  para  tracar  o 

grafico  da  superficie  de  revolugao. 

SOLUQAG  Das  Equagoes  3.  as  equagdes  parametricas  sao 

x ~ x y — sen  x cos  B z = sen  x sen  0 
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FIGURA  11 


□ A Figura  12  mostra  a superffcie  que 
se  auto-intercepta  do  Exempio  9 e seu 
piano  tangente  em  (1,  1,  3). 


e o domfnio  do  parametro  eO=s  2 tt,  0 ^ 0 ^ 2tt.  Usando  urn  computador  para 
plotar  essas  equagoes  e girar  a imagem,  obtemos  o grafico  da  Figura  10. 

Podemos  adaptar  as  Equagoes  3 para  representar  uma  superficie  obtida  peia  revolugao 
era  torno  do  eixo  x ou  do  eixo  y (veja  o Exercfcio  28). 

1LJ  Pianos  Tangentes 

Agora  vamos  determinar  o piano  tangente  a uma  superficie  parametrica  S tragada  por  uma 
fungao  vetorial 


r(«,  v)  = x{u,  v ) i + y(u,  v)  j + z(u , v)  k 

em  um  ponto  P{)  com  vetor  posigao  r(«0,  Vq).  Se  mantivermos  u constante  tomando  u — w0, 
entao  r(u0,  v)  se  torna  uma  fungao  vetorial  de  um  unico  parametro  v e define  uma  curva  da 
grade  Cj  sobre  S (veja  a Figura  1 1).  O vetor  tangente  a Cj  em  Po  e obtido  tomando-se  a 
derivada  parcial  de  r em  relagao  a v: 


dx  dv 

T~  («0,  Vo)  1 + — (U(h  ti0)  j 

dv  dv 


dz 

+ — ~ (n0,  i'o ) k 
dv 


Da  mesma  forma,  se  mantivermos  v constante  tomando  v — t>0,  obteremos  a curva  da 
grade  C2  dada  por  r(n,  Vo)  que  esta  sobre  S,  e cujo  vetor  tangente  em  Po  e 


dx  dv 

Fu  = — — (Mo<  |;0)i  + ~~~-  (Mo?  y0)j 

du  du 


dz 

du 


(no,  ^0)k 


Se  r„  X rt.  nao  e 0,  entao  a superficie  S e dita  lisa  (sem  “bieos”).  Para  uma  superficie  lisa, 
o piano  tangente  e o que  contem  os  vetores  tangentes  ra  e r„,  e o vetor  r«  X rse  normal 
ao  piano  tangente. 


EXEMPIO  3 □ Determine  o piano  tangente  a superffcie  com  equagoes  parametricas 
x — n2,  y — v2,  z — u + 2v  no  ponto  (1,  1,  3). 

S01UQA0  Primeiro  vamos  calcular  os  vetores  tangentes: 


dx  dy 

r„  = — j ^ — — 1 + 
du  du 


dx  dy 

Tv  = , + — -j 

dv  dv 

Assim,  o vetor  normal  ao  piano  tangente  e 


dz 

— k = 2u  i + k 
du 


2v  j + 2 k 


r„  X r„ 


^ 3 

2 u 0 

0 2v 


~2v  i — 4u  j + 4 uv  k 


Note  que  o ponto  (1,  1,3)  corresponde  ao  valor  dos  parametros  u = lev—  1.  Assim  o 
vetor  normal  la  e 

—2  i — 4 j + 4 k 


Portanto  uma  equagao  do  piano  tangente  em  (1,  1,  3)  e 

-2(x  - 1)  - 4(v  - 1)  + 4(z  - 3)  = 0 
ou  x *f  2y  — 2z  + 3 = 0 


stem 
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Area  de  Superficie 

Definiremos  agora  a area  de  superficie  de  uma  superficie  parametrica  generica  dada  pela 
Equa^ao  I.  Para  simplificar,  vamos  considerar  inicialmenle  uma  superficie  cujo  dominie 
dos  parametros  Peum  retangulo,  que  dividiremos  em  sub-retangulos  Ru.  Vamos  escolher 
(wr , vf)  como  o canto  inferior  esquerdo  do  retangulo  Ru  (veja  a Figura  13).  O peda^o  StJ 
da  superficie  S que  corresponde  a RtJ  e chamado  de  retalho  e tern  um  ponto  Ptj  com  vetor 
posiqao  r («*,  vf)  como  um  de  seus  cantos.  Seja 

r,f  ™ rju*,  vf)  e r * = r„(«*,  vf) 
os  vetores  tangentes  em  P,,  calculados  pelas  Equates  5 e 4. 


A Figura  14(a)  mostra  como  os  dois  lados  do  retalho  que  se  encontram  em  PtJ  podern 
ser  aproximados  por  vetores.  Esses  vetores,  por  sua  vez,  podem  ser  aproximados  pelos 
vetores  A u r,f  e Av  r'f  porque  as  derivadas  parciais  podem  ser  aproximadas  pelos  quo- 
cientes  de  diferenqas.  Assim,  aproximamos  S,j  pelo  paralelogramo  determinado  pelos 
vetores  A u r*  e At’  r*.  Esse  paralelogramo  esta  representado  na  Figura  14(b)  e esta  con- 
tido  no  piano  tangente  a S em  P,,.  A area  desse  paralelogramo  e 

j (An  rf ) X (At;  r*)  | = | r?  X r?  j An  Ay 
e entao  uma  aproximaqao  da  area  de  S e 


(b) 

FIGURA  14 

Aproximando  um  retalho 
por  um  paralelogramo 


X 2 | rif  X r*  j An  Ay 

'-i  M 

Nossa  intuifao  nos  diz  que  essa  aproximaqao  fica  melhor  quando  aumentamos  o numero 
de  sub-retangulos  e reconhecemos  a soma  dupla  como  a soma  de  Riemann  para  a integral 
dupla  jjD  | ra  X r„  | du  dv.  Isso  motiva  a definicao  seguinte: 


1 6j  Defini§ao  Se  uma  superficie  parametrica  lisa  S 6 dada  pela  equacao 

r(n,  v)  = x(u,  v)  i + y(u,  v)  j + z(u,  v)  k (n,  v)  E D 

e S e coberto  uma  unica  vez  quando  (u,  v)  varre  todo  o dominio  D dos  parametros, 
entao  a area  de  superficie  de  S e 


A(S)  = Jj  |r„  X r„ 


dx  . dy  . dz 
— | q.  _ j q.  — 

du  du  J du 


dx  , dy  , f dz 

— _ | q.  I q.  — 

3v  dv  dv 


1102 


CALCULG 


Editora  Thomson 


EXEMPLO  111  n Determine  a area  de  superffcie  da  esfera  de  raio  a. 
SOLUQAO  No  Exemplo  4 achamos  a representagao  parametrica 

x — a sen  4>  cos  9 y = a sat  4}  sen  6 z = a cos  4> 
onde  o dominio  dos  parametros  e 


D - {(4>,  e)\0^<f>^7T,  0^9^27 r} 
Vamos  calcular  o produto  vetorial  dos  vetores  tangentes: 


i 

j 

k 

dx 

j*y_ 

dz 

» j 

k 

r*  X r6  — 

d<j> 

d(f> 

d4> 

a cos  4>  cos  6 a cos  4>  send 

— a sen  d> 

dx 

dy_ 

dz 

—a  sen  4)  sen  9 a sen  4>  cos  9 

0 

dO 

de 

dd 

= a sen  4>  cos  9 i + a~sen2$  sen#j  + rEsen  <£cos  4>k 


Entao 

! r<*,  X | — Vcr1  sen  *</.> eos~fl  + a4sen44> sen20  4 «'sen-</>cos 24> 

= *Ja4  seu44>  + a4  sen2 (f)  cos2 $ = a\/sen24>  — a2scn(f> 
uma  vez  que  sen  (ft  S?  0 para  0 d>  7 7.  Portanto,  pela  Definipao  6.  a area  da  esfera  e 

A = jj  j X re  | dA  — J*  j a2  sen$  d(f>  d9 

~D 

= a2  I dO  j sen (b d<b  — a2{l7r)2  ~ Aira2 

Jo  Jo  ij: 

1 I Area  de  Superffcie  do  Grafico  de  uma  Furupao 

Para  o caso  especial  de  uma  superficie  S com  equaijao  z = f{x,  y),  onde  (x,  y)  esta  em  D e 
/ tern  derivadas  parciais  contrauas,  tomamos  xey  como  parametros.  As  equates  parame- 
tricas  sao 





logo 

e 


* y — y z=f(x,y) 


m 


rr  X r,, 


i j 
1 0 

lo  1 


M. 

dx 

K 

dv 


«/. 

— 1 

dx 


^j  + k 

3v 


Jlfe 
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Entao,  temos 


□ Note  a semelhanga  entre  a formula 
da  area  da  superffcie  da  Equagao  9 e a 
formula  do  comprimento  do  arco 


da  Segao  8.1  do  Volume  1. 


LU 


rx  X Ty 


V l a, 


¥ 


+ 1 


f I \ 

e a formula  de  area  de  superftcie  na  Definicao  6 fica 


r~ 

/ 1 _i_ 


dx 


dz  V / dz 


Sy 


EXEMPIO  11  □ Determine  a area  da  parte  do  paraboldide  z — x2  + yz  que  esta  abaixo 
do  piano  z — 9. 


SOLUQAO  O piano  intercepta  o paraboldide  na  circunferencia  x 2 + y1  — 9,  z — 9.  Por~ 
tanto  a superffcie  dada  esta  acima  do  disco  D com  centra  na  origem  e raio  3 (veja  a 
Figura  15).  Usando  a Formula  9,  temos 

A = jj  1 + j dA  = jj  \/T’+”’(2..v)r  (2v) ' dA 

- jj  Vl  + 4(x2  + y2)  dA 

D 

Convertendo  para  as  coordenadas  polares,  obtemos 


FIGURA  15 


A—  VI  + 4r2  rdrdO  = d$  P rVl  + 4r2  dr 
.0  .o  Jo 


“ 2w(J)|(l  + 4r3)3/!]o  = -”d7V37  - l) 

o .U 

Precisamos  ainda  verificar  se  nossa  definicao  da  area  de  superffcie  (6)  e coerente  com 
a formula  da  area  de  superffcie  obtida  no  calculo  com  uma  tinica  variavel  (B.2.4). 

Consideremos  a superffcie  S obtida  pela  rotagao  da  curva  y = f(x),  a «£  jc  «£  b,  em 
torao  do  eixo  x,  onde  f(x)  ^ 0 e /'  e contfnua.  Da  Equagao  3,  sabemos  que  as  equagoes 
parametricas  de  S sao 

x^x  y « f(x)  cos  8 z = f(x)  sea  0 x «£  b 0 *£  d 2ir 

Para  calcular  a area  da  superffcie  S,  precisamos  dos  vetores  tangentes 
rx  = i + f'{x)  cos  8 j + f'(x)  senOk 
r8  — —f(x)  sai  0 j + fix)  cos  6 k 

Entao 


i j k 

1 f'{x)  cos  6 f’{x)  sen  6 

0 —f(x)  sen  8 f{x)  cos  9 

f(x) fix)  i - fix)  cos  e j - fix)  sen  $ k 


rx  X T&  = 


ttes 
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e entao  j r X r*  j = 2 ^ +~ [/Wj2  sen20 

“ v t/(  v)  1 '[  I +17‘'U))2]  ~ /W\/i  + [/'(a)]2 

porque  /(x)  S*  0.  Portanto,  a area  de  S e 

A — | j Jr,  X re|tM  - |"  I ./( ,v ) v ! -f  [_/;;(.v)'F  dx  dd 

JJ  J 0 Jo 

D 

~ 2 71  | /(a)  \/l  + [/'M] 2 dx 

JfZ 

Isso  e precisamente  a formula  que  foi  usada  para  definir  a area  de  uraa  superfi'cie  de  re- 
volucao  no  calculo  com  uma  unica  variavei  (8.2.4). 


Exercicios 


2S2?S3S£St&iL 


I— 4  G Identifique  a superfi'cie  com  equa^ao  vetorial  dada. 

;t|l.  r(«,  v)  = u cos  v i + u sen  v j + u 2 k 

2.  r(«,  v)  — (1  4-  2u)  i + ( u 4 3t’)  j + (2  4 4u  4 5t>)  k 

3.  r(x,  0)  — (x,  cos  9,  sen  6) 
fill  r(x,  6)  — ( x , x cos  9,  v sen  6) 

5-10  □ Use  um  computador  para  traijar  o grafico  da  superfi'cie 
parametrica.  Imprima  o resultado  e indique  sobre  ele  quais  sao  as 
curvas  da  grade  que  tem  n constante  e quais  tern  v constante. 

5.  r(n,  v)  — (w2  4-  1,  tr  + 1,  u + v), 

~1  *£  u =S  1,  -1  *£  v I 

6.  r(w,  v)  = («  4-  v,  u2,  v2),  — I u *£  1,  — 1 v =£  1 

7.  r(«,  t>)  — (cos 3u  cos  V,sen.'«  cos  V, sen  Y-), 

O^U^TT,  0 *£  ITT 

8.  r (u,  v)  — (cos  «sen  n.sen  u sen  v,  cos  t>  + In  .tg „(i>/2)), 

0 ^ « 27r,  0,1  ^ v «=  6,2 

9.  x — cos  usen  2n,  y =sem  « sen  2r>,  7 ~ sen  v 

10.  x = u sen  u cos  v,  y — u cos  u cos  v,  z = « sen  t? 

II- 18  □ Case  as  equafoes  com  os  gnificos  identificados  por  I-VI  e 
de  razoes  para  sua  resposta.  Determine  quais  famflias  de  curvas  da 
grade  tem  u constante  e quais  tem  v constante. 

II 


11.  r(«,  v)  = cos  v i 4-  sen  v j + uk 

12.  r(n,  v)  ~ u cos  t'i4«sent>j4-«k 
W&i  r («,  v)  = u cos  v i + u sen  j 4 v k 

14.  x ~ u \ y — u sen  v,  z — u cos  v 

15.  x — (u  — sen  u)  cos  v,  y — (1  — cos  u ) sen  v,  z — u 

16.  x — (1  — «)(3  + cos  v)  cos  4 ttu  , 
y = (1  — m){3  + cos  »)sen4ir«, 
z = 3«  + (1  — u)  sen  v 

17-24  □ Determine  uma  representa^ao  parametrica  para  a superfi'cie. 

HU  O piano  que  passa  pelo  ponto  (1.  2,  -3)  e contem  os  vetores 
i+j-kei-j  + k. 

18.  A metade  inferior  2xz  + 4 y2  + z2  ~ l 
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19.  A parte  do  hiperboloide  x3  + y2  - z1  — 1 que  esta  a direita  do 
piano  xz 

20.  A parte  do  paraboloide  eliptico  x + y-  + 2 r — 4 que  esta  ern 
frente  ao  piano  x ==  0 

21.  A parte  da  esfera  x2  + y3  + z1  — 4 que  esta  acima  do  cone 

2 ~ y/X2  + )’2 

22.  A parte  da  esfera  x3  + y2  + z3  — 16  que  esta  entre  os  pianos 
z=-2ez-2. 

23.  A parte  do  cilindro  y3  + z2  = 16  que  esta  entre  os  pianos 
x — 0 e x = 5 

24.  A parte  do  piano  z — x + 3 que  esta  dentro  do  cilindro 
x2  + v3  » 1 

25—26  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  produzir  uni 
grafico  que  se  pareca  com  o que  esta  dado. 


27.  Determine  as  equates  parametricas  da  superficie  obtida  pela 
rota^ao  da  curva  v = e 0 x **  3,  em  tomo  do  eixo  x e 
use-as  para  tra9ar  o grafico  da  superficie. 

28.  Determine  as  equates  parametricas  da  superficie  obtida  pela 
rotafao  da  curva  x = 4y2  - y\  ~2  «=  v 2,  em  tomo  do  eixo 
y e use-as  para  tra^ar  o grafico  da  superficie. 

29.  (a)  O que  acontecera  com  o tubo  espiral  do  Exemplo  2 (veja  a 

Figura  5)  se  substituirmos  cos  u por  sen  u e sen  u por  cos  ul 
(b)  O que  acontecera  se  substituirmos  cos  u pot  cos  2u  e sen  u 
por  sen  2k? 

30.  A superficie  com  as  equacoes  parametricas 

x = 2 cos  6 + r cos(0/2) 
y — 2 sen  6 + r cos  (0/2) 
z — r sen  (0/2) 


onde  2v.  e chamada  Tira  de  Mobius. 

Trace  o grafico  dessa  superficie  com  varios  pontos  de  vista.  O 
que  ha  de  estranho  nela? 

31-34  u Detennine  uma  equacao  do  piano  tangente  a superficie 
parametrica  dada  no  ponto  especifico.  Se  voce  tiver  um  programa 
que  trace  o grafico  de  superficies  parametricas,  use  um  computador 
para  traqar  a superficie  e o piano  tangente. 

31.  x = u + v,  y ~~  3«\  z «=  u - r;  (2,  3,  0) 

32.  x — tr,  v ~ tr,  z *=  uv;  u — 1.  v — 1 

33.  r(«,  r)  — r i + 2u  sen  v j + u cos  v k;  u ~ 1,  v = 0 

34.  r (k,  v)  = uv  i + u sen  v j + v cos  u k;  u — 0,  v — tt 

35-45  G Determine  a area  da  superficie. 

35.  A parte  do  piano  x 4-  2y  T z — 4 que  esta  dentro  do  cilindro 

x~  -f  y~  = 4 

36.  A parte  do  piano  com  equacao  vetorial 

r («■,  v)  = ( 1 + v,  u — 2v,  3 — 5u  + v)  que  e dada  por 
0 S a « 1,  0 ^ c « ] 

37«  A parte  da  superficie  z = xy  que  esta  dentro  do  cilindro 
x3  + y2  — 1 

38.  A parte  da  superficie  z = i + 3x  + 2y3  que  esta  acima  do 
trianguio  com  vertices  (0,  0),  (0,  1),  e (2,  1) 

39.  A parte  do  paraboloide  hiperbolico  z — y2  — x3  que  esta  entre 
os  cilindros  x2  + y2  — 1 e x2  + v3  — 4 

40.  A parte  do  paraboloide  x — y3  + z2  que  esta  dentro  do  cilindro 

y2  +zJ  = 9 

41.  A parte  da  superficie  y = 4x  + z*  que  esta  entre  os  pianos 
x = 0,  x ~ I,  z — 0 e z * I 

42.  A parte  do  cilindro  x3  + z2  = a 3 que  esta  dentro  do  cilindro 

x*  + y2  ~ a 2 

43.  A parte  da  esfera  x * + y2  + z2  = a1  que  esta  dentro  do 
cilindro  x2  + y2  *=  ax 

44.  A helicoide  (ou  rampa  espiral)  com  equacao  vetorial 

r(«,  t>)  = u cos  v i + u sen  v j + v k , 0 u « 1 , 0 « v «£  tt 

A superficie  com  equacoes  parametricas  x — uv,  y — u + v, 
z — u — v,  u2  + t>2  *£  1 

46-4?  □ Encontre  a area  da  superficie  com  precisao  de  quatro  casas 
decimais,  expressando-a  em  termos  de  uma  integral  de  funcao  de 
uma  variavel  real  e usando  sua  calculadora  para  estimar  a integral. 

46.  A parte  da  superficie  z ~ cos(x2  + y2)  que  esta  dentro  do 
cilindro  x2  + y2  = 1. 

47.  A parte  da  superficie  z — e~x  ~y  que  esta  acima  do  circulo 
x3  + y2  4 

48.  Determine,  com  precisao  a t6  a quarta  casa  decimal,  a area  da 
parte  da  superficie  z = (1  + x2)/(l  + j2)  que  esta  acima  do 
quadrado  | x | + | y | «£  1 , Ilustre,  tracando  o grafico  dessa 
por§ao  de  superficie. 
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49.  (a)  Use  a Regra  do  Ponto  Medio  para  as  integrais  duplas  (veja 

a Se^ao  15.!)  com  quatro  quadrados  para  estimar  a area  de 
superficie  da  parte  do  paraboloide  z — x2  4-  y2  quc  esta 
acima  do  quadrado  [0,  1]  X [0,  Ij. 

y-v  (b)  Use  um  sistema  aigebrico  computacional  para  aproximar  a 
area  de  superficie  da  parte  (a)  ate  a quarta  casa  decimal. 
Compare  com  sua  resposta  da  parte  (a). 

50.  Determine  a area  da  superficie  de  equacao  veioria! 

r (u,  v ) = {cos  cos'?;,  sen  u cos  V,  sen  -v),  i r, 

0 v ^ 277.  Estabeleca  sua  resposta  com  precisao  de  quatro 
casas  decimals. 

51.  Determine  com  exatidao  a area  da  superficie 

z = 1 + 2-v  + 3y  + 4v%  l ^ x ^ 4,  0 ^ y ^ 1 . 

52.  (a)  Estabeleca,  mas  nao  calcule,  a integral  dupla  da  area  da 

superficie  com  as  equacoes  parametricas  x = an  cos  v, 
y — hu sen  v,  z — u2,  0 =£  u =£  2,  0 ^ v «£• 2 tt. 

(b)  Elimine  os  parametros  para  mostrar  que  a superficie  e um 
paraboloide  eliptico  e estabeleca  outra  integral  dupla  que 
fomece  sua  area. 

11  (c)  Use  as  equacoes  parametricas  da  parte  (a)  com  a = 2 e 

b — 3 para  tracar  o grafico  da  superficie. 

(d)  Para  o caso  a — 2,  b — 3,  use  um  sistema  aigebrico 
computacional  para  achar  a area  de  superficie  com 
precisao  ate  a quarta  casa  decimal. 

M (a)  Mostre  que  as  equacoes  parametricas  x — a sen  u cos  v, 
y — b sen  u sen  v,  z = c cos  u,  0 ==£  u tt,  0 ^ v ^ 2ir, 
representam  um  elipsoide. 

||  (b)  Use  as  equacoes  parametricas  da  parte  (a)  para  tracar  o 

grafico  do  elipsoide  para  o caso  a = 1,  b — 2,  c ~ 3. 

(c)  Estabeleca,  mas  nao  calcule,  a integral  dupla  que  da  a area 
de  superficie  da  parte  do  elipsoide  da  parte  (b). 


54.  (a)  Mostre  que  as  equacoes  parametricas  x — a cosh  u cos  v, 

y = b cosh  u sen  v,  z = c senh  u,  representam  um  hiper- 
boloide  de  uma  folha. 

||  (b)  Use  as  equacoes  parametricas  da  parte  (a)  para  tracar  o 

grafico  do  hiperboloide  para  o caso  a — 1,  b — 2,  c.  — 3. 
(c)  Estabeleca,  mas  nao  calcule,  a integral  dupla  que  da  a area 
de  superficie  da  porcao  do  hiperboloide  da  pane  (b)  que 
esta  entre  os  pianos  2 — — 3 e z = 3. 

55.  Determine  a area  da  superficie  do  Exercicio  7 com  precisao  ate 
a quarta  casa  decimal. 

56.  (a)  Determine  a representacao  parametrica  do  toro  obtido 

girando  em  tomo  do  eixo  z o circulo  do  piano  xz  com 
centro  em  (b,  0,  0)  e raio  a < b.  f Dica:  tome  como 
parametros  os  angulos  8 e a mostrados  na  figura.j 
il  (b)  Use  as  equacoes  parametricas  achadas  na  parte  (a)  para 
tracar  o grafico  do  toro  para  diversos  valores  de  a e b. 

(c)  Use  a representacao  parametrica  da  parte  (a)  para  achar  a 
area  de  superficie  do  toro. 


Integrals  de  Superficie 


A relacao  entre  integral  de  superficie  e area  de  superficie  e semelhante  aquela  entre  a inte- 
gral de  linha  e o comprimento  de  arco.  Suponha  que  / seja  uma  funfao  de  tres  variaveis 
cujo  dominio  inclui  uma  superficie  S.  Dividimos  S em  retalhos  Sij  com  area  A Sy. 
Calculamos/em  um  ponto  P*  de  cada  retalho,  multiplicamos  por  AS(;  e fonnamos  a soma 

m ri 

2 2/(p*)ax, 

/—i 

Entao  tomamos  o Hmite  quando  o tamanho  dos  retalhos  se  aproxima  de  0 e definimos  a 

integral  de  superficie  de / sobre  a superficie  S como 

m n ! 

x,y,z)dS=  lim  HAPfrAS.j  ? 

Note  a analogia  com  a defini^ao  de  integral  de  linha  (16.2.2)  e tambem  a analogia  com  a 
defini^ao  da  integral  dupla  (15.1.5). 


J/( 
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FIGURA  1 


Para  calcular  a integral  de  superficie  da  Equacao  1 aproximamos  a area  do  retalho  AS,, 
pela  area  A T-tj  de  um  paralelogramo  aproximante  no  piano  tangente,  e o limite  e a integral 
dupla.  Explicaremos  agora  detalhes  para  dois  tipos  de  superficies:  gralicos  e superficies 
parametricas. 

■O  Graficos  Se  a superficie  S e o grafico  de  uma  fungao  de  duas  variaveis,  entao  ela 
tem  uma  equagao  da  forma  z — g(x,  v),  (x,  y)€D,  ilustrada  na  Figura  1 . Vamos  inicial- 
mente  assumir  que  o domfnio  dos  parametros  D seja  um  retangulo  e vamos  dividir  esse 
retangulo  em  sub-retangulos  pequenos  Ry  todos  com  o mesmo  tamanho.  O retalho  S,,  esta 
diretamente  acima  do  retangulo  Rijt  e o ponto  P*  de  StJ  e da  forma  g(xf,  }’/))• 

Como  para  a area  de  superficie  na  Segao  15.6,  aproximamos 

A Stj  * ATij  **  VtffxUi,  Jy)]2  +~ [gyUi,  v,)]2  + 1 A A 

De  fato,  pode  ser  provado  que,  s e/e  contmua  sobre  S eg  tem  derivadas  paiciais  contmuas, 
entao  a Definigao  1 fica 


||  f(x,y,z)dS 


Jim  2 2 /(**»  yf\  gixf,  y/))  >/[</, (*„ »)]-’  + lg'y(x~yjf}2  + 1 A.4 


I j f(x , y,  g(x,  y))  \/]</,(.v,y)p  * [gy(x,  dA 

D 


Essa  formula,  valida  mesmo  quando  D nao  e retangular,  e geralmente  escrita  da  seguinte 
maneira: 


Formulas  semelhantes  se  aplicam  quando  e mais  conveniente  projetar  S sobre  o piano 
yz  ou  o piano  xz.  Por  exemplo,  se  S for  uma  superficie  com  equacao  y = h(x,  z)  e D for 
sua  projegao  no  piano  xz,  entao 


1 1 f(x,  y,  z)  dS  = Jj  fix,  h(x,  z),  z) 

S D 


EXEMPLO  1 £ Calcule  j \sy  dS,  onde  Sea  superficie  z~x  + y2,  O^Sx^s  1,  Q =£  y 2 
(veja  a Figura  2). 


SOLUgAO  Como 
a Formula  2 da 


e 


dz 


If  ydS  = \l 

S D 


dA 


— |_^  j^_  yfl  + 1 +4 y2  dy  dx 


— dx  yj  2 j yJTTiyi  dy 

= V2(])ia  + 2 ,n'  - 


As  integrais  de  superficie  tem  aplicacoes  semelhantes  aquelas  das  integrals  conside- 
radas  previamente.  Por  exemplo:  se  uma  folha  fina  (digamos,  uma  folha  de  alumlnio)  tem 
o formato  de  uma  superficie  Sea  densidade  (massa  por  unidade  de  area)  era  um  ponto 
(x,  y,  z)  for  p(x,  y,  z),  entao  a massa  total  da  folha  sera 


i -X X _i. 
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m — j | p( x,  v,  z)  dS 
"s 

e o centro  de  massa  sera  (3c,  y>  z),  onde 

I I j „„ 

x = — i j xp(x,  v,  z)  dS  y = — { j >’p(x,  \\z)  dS  5 — — | j zp(x,  y,  z)  dS 
m 3J  m 33  ' m 33 

s s s 

Momentos  de  inercia  tambem  podem  ser  definidos  como  anteriormente  (veja  o 
Exercfcio  37). 


E3  Superficies  Parametricas  Suponha  que  a superffcie  S tenha  equagao  vetorial 
r («,  v)  = x(u , v)  i + >■(«,  v)  j + z(u,  v)  k ( u , Q £ D 

Vamos  admitir  inicialmente  que  o dommio  dos  parametros  D seja  um  retangulo  e vamos 
dividi-lo  era  sub-retangulos  Rt;  com  dimensoes  Am  e Av.  Entao  a superffcie  ficara 
dividida  em  retalhos  correspondentes  S,j  com  areas  ASy,  como  na  Figura  3. 


FIGURA  3 


•— i 

1 Av 

A u 





Em  nossa  discussao  sobre  a area  de  superffcie  na  Segao  16.6,  fizemos  a aproximagao 

ASjj  j r„  X r,  | An  Av 


Admitimos  que  a superffcie  e 
coberta  somente  uma  vez  quando  (u,  v) 
varia  em  D.  0 valor  da  integral  de 
superficle  nao  depende  da 
parametrizapao  usada. 


onde 


r« 


dy  dz 

— j + — k 

du  du 


r, 


dv  . dz 

j 3 k 

dv  dv 


sao  os  vetores  tangentes  era  um  canto  de  StJ.  Se  os  componentes  sao  contfnuos  e ru  e vv  sao 
nao  nulos  e nao  paralelos  no  interior  de  D,  pode  ser  mostrado  da  Definigao  1,  mesmo 
quando  D nao  seja  retangular,  que 


m 


j j fix,  y,  z)  dS  — Jj  f(r(u,  »))|  ru  X rp  | dA 

S D 


Isso  deve  ser  comparado  com  a formula  para  a integral  de  linha: 


j f(x,  y,  z)ds  = j /(r(/))|  r'(f)  | dt 

JC  Ja 

Observe  tambem  que 

| j 1 dS  — j j | r„  X rP  | dA  — A(S ) 

"s  o 

A Formula  3 nos  permite  calcular  a integral  de  superffcie,  convertendo-a  em  uma  inte- 
gral dupla  sobre  o dommio  dos  parametros  D.  Quando  usamos  essa  formula,  precisamos 
lembrar  que  f(r(u,  v))  deve  ser  calculada  escrevendo-se  x — x{u , v),  y ~ y{u , v)  e 
z = z(u.  v ) na  formula  de  fix,  y,  z). 
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Qualquer  superficie  S com  equa^ao  z = g(x , y)  pode  ser  olhada  como  uma  superficie 
parametrica  com  equacoes  parametricas 

* “ x y = y z = g(x,  y) 

e da  Equacao  16.6.8  ternos 


r.v  X r„ 


r. . (& 

V1  u 


dv 


Portanto,  nesse  caso.  a Formula  3 se  transforma  na  Formula  2. 


EXEMPLO  2 □ Calcule  a integral  de  superficie  ff sx2dSt  onde  Sea  esfera  unitaria 
X~  + J2  + z~  — 1. 

SOLUQAO  Como  no  Exemplo  4 da  Se^ao  16.6,  utilizamos  a representa^ao  parametrica 
x — sen  <f> cos  # v = sen  <f>  sen  6 z — cos  Q ^ d>  ^ 0^0^  2rr 

ou  seja,  r((fy,  6)  = sen  cos  $ i -F  sen/  sen  9 j + cos  / k 

Como  no  Exemplo  10  da  Se^ao  16.6,  podemos  obter 

| r * X re  | = sen  / 

Portanto,  pela  Formula  3, 

| j x2dS  — ||  (sen/cos  0)2 1 r,*,  X re|  dA 
*s  *b 

— jo  | sen~ (})  cos1 6 sen  4>  d<f>  dd  — j cos28dd  j sen 

— | |(1  + cos  29)  dd  j (sen  / — sen  /cos2/)  r// 

JO  Jo 

— \\9  + | sen  2$]0  [—cos  / + f cos3/]q  — 


Se  S e uma  superficie  lisa  por  trechos,  ou  seja,  uma  uniao  finita  de  superficies  lisas  Si, 
S2, . . . , Sn  que  se  interceptam  somente  ao  longo  de  suas  fronteiras,  entao  a integral  de 
superficie  de/ sobre  S e definida  por 


| j /(.v.  v,  z)  dS 


fj/(x,  y,  z)  dS  + * • • + )j/( a-,  y,  z)  dS 

S'  X 


S&  = 


1 +x) 


S,(xz  -i-y2  = 1) 


FIGURA  4 


EXEMPLO  3 □ Calcule  jjs  z dS,  onde  Sea  superficie  cujo  lado  Si  e dado  pelo  cilindro 
x2  + y-  = / cujo  fundo  S2  e o cfrculo  / + )’2  ^ 1 no  piano  z = 0,  e cujo  topo  S3  e a 
parte  do  piano  z = 1 + jc  que  est4  acima  de  S?. 

SOLUQAO  A superficie  S e mostrada  na  Figura  4.  (Trocamos  a posi^ao  usual  dos  eixos 
para  enxergar  melhor  S.)  Para  Si  usamos  como  parametros  6 e z (veja  o Exemplo  5 da 
Sety-ao  16.6)  e escrevemos  suas  equacoes  parametricas  como 


onde 

Portanto 


x — cos  9 y — sen  0 z — z 


0 =£  0 Itt  e 


0 z ^ 1 + jc  = 1 + cos  6 


To  X F, 


I 

-sen  9 
0 


j k 

cos  6 0 
0 1 


= cos  0i  + sen  0j 


e 


re  X r,  j = ycos20  + sen2~0  = I 
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Entao,  a integral  de  superffcie  sobre  Si  6 


||  2 dS  — | | z j To  X r2 1 ( IA 

5, 

/"2-Tr  fl+cosS  . _ f2rr  j 

= z dz  d6  = \ ^(1  -f  cos  6)-dQ 

Jo  Jo  Jo  ‘ 

= | j '*"[1  + 2 cos  0 + Ki+  cos  20)]  d$ 

= |[f0-r2sai0  + | sen20]o"  = — ~ 


Como  S2  esta  no  piano  z = 0,  temos 


) j z dS  = [f  0 dS  = 0 

Y;  V, 

A superffcie  do  topo  S3  esta  acima  do  cifculo  Dee  parte  do  piano  z = 1 + A' . Portanto, 
tomando  g(jc,  j)  = 1 + jc  na  Formula  2 e transformando  para  coordenadas  polares,  temos 


ihdS=E (1  + (te)2  + (^)  M 

f2?r  r*  i . r— 

(1  + r cos  0)V1  + 1 + 0 r dr  d6 


j T27T  I , ry 

J2  (r  + r cos  9)  dr  dO 
Jo  Jo 

72  |^"  (|  + 5 cos  #)  = 72 


T 2ir 


FIGURA  5 

Uma  faixa  de  Mobius 


Portanto 


1 1 z dS  ~ j j z dS  + | j 2 dS  + 1 1 2 dS 


St 

3t r 


+ 0 + yflTT^  (|  + 72)72 


I ! Superficies  Orientadas 

Para  definir  as  integrals  de  superffcie  de  campos  de  vetores,  precisamos  desconsiderar  as 
superficies  nao-orientaveis,  tais  como  a faixa  de  Mobius  mostrada  na  Figura  5.  [Ela  rece- 
beu  esse  nome  em  homenagem  ao  geometra  alemao  August  Mobius  (1790-1868).]  Voce 
pode  construir  uma  faixa  sozinho,  tomando  uma  lira  de  papel  retangular  e comprida,  dando 
uma  meia-volta  (em  uma  de  suas  extremidades)  e grudando  os  lados  mais  curtos,  corao  na 
Figura  6.  Se  uma  formiga  resolvesse  caminhar  sobre  a faixa  de  Mobius  partindo  de  um 
ponto  P , ela  terminaria  sobre  o “outro  lado”  da  faixa  (isto  e,  com  sua  cabe^a  apontando  na 
dire^ao  oposta  a de  sua  partida).  E,  mais  ainda,  se  prosseguisse  sua  caminhada,  conforme 


B 

A 

FIGURA  6 

Construcao  de  uma  faixa  de  Mobius 
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FIGURA  8 
As  duas  orientates  de  uma 
superficie  orientada 


iniciara,  ela  retomaria  ao  mesmo  ponto  P sem  nunea  ter  cruzado  uma  borda.  (Se  voce  cons- 
truir  uma  faixa  de  Mobius,  tente  tracar  corn  urn  lapis  um  caminho  passando  pelo  meio  dela.) 
Portanto,  uma  faixa  de  Mobius  realmente  tem  um  lado  so.  Voce  pode  fazer  o grafico  da  faixa 
de  Mobius  usando  as  equates  parametricas  do  Exercicio  30  da  Sefao  16.6. 

Daqui  para  a frente  consideraremos  somente  as  superficies  orientaveis  (com  dois  lados). 
Comeijaremos  com  uma  superficie  S que  tenha  um  piano  tangente  em  todos  os  pontos 
(x,  >•’,  z)  sobre  S (exceto  nos  pontos  da  fronteira).  Em  cada  ponto  (x,  y,  z)  existem  dois  ver- 
sores  normais  tij  e 112  — — nt  (veja  a Figura  7).  Se  for  possivel  escolher  um  versor  normal 
n em  cada  ponto  (x,  y,  z)  de  modo  que  n varie  continuamente  sobre  S,  entao  S e chamada 
superficie  orientada,  e a escoiha  dada  de  n fomece  a S uma  orienta^ao.  Existem  duas 
possiveis  orientates  para  qualquer  superficie  orientada  (veja  a Figura  8). 


FIGURA  9 
Orienta§ao  positiva 


Para  uma  superficie  1 = g(x,  y)  dada  como  o grafico  de  g,  usamos  a Equa^ao  16.6.7  e 
vemos  que  a orienta^ao  induzida  e dada  pelo  versor  normal 


Como  a componente  na  dire^ao  de  k e positiva,  isso  fomece  a orienta9&o  para  cima  da 
superficie. 

Se  S for  uma  superficie  orientada  lisa  dada  na  forma  parametrica  pela  equa^ao  vetorial 
r(u,  v),  entao  ela  esta  automaticamente  suprida  com  a orienta^ao  do  versor  normal. 


e a orientafao  oposta  e dada  por  — n.  Por  exemplo:  no  Exemplo  4 da  Se^ao  16.6  encon- 
tramos  a representa^ao  parametrica 

r (<f),  8)  = a sen<f>  cos  8 i + a sen  (f>  sen  6 j + a cos  <f>  k 
para  a esfera  x2  -F  y2  + z2  = a2.  Entao  no  Exemplo  10  da  Secao  16.6  achamos  que 


FIGURA  10 
Orientacao  negativa 


r</>  X r0  = cos  6 i + a2sen2(f>  sen  8 j + a2 sen  <f)  cos  (f>  k 


e |i>  X r9|  = a 2 sen  <f> 

Assim  a orientagao  induzida  por  r (<£,  8)  e definida  pelo  versor  normal 


n = 


r<j>  X re 
r*  X rg 


— sen  cos  8 i + sen  <b  sen  8 i + cos  d>  k — — r (<f>,  8) 

a 


Observe  que  11  aponta  na  mesma  direpao  que  o vetor  posi^ao,  ou  seja,  para  fora  da  esfera 
(veja  a Figura  9).  A orientacao  oposta  (para  dentro)  podia  ser  obtida  (veja  a Figura  10)  se 
tivessemos  trocado  a ordem  dos  parametros,  porque  re  X — -r^  X r6. 


*>.... 
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FIGURA  11 


Para  uma  superficie  fechada,  isto  e,  uma  superficie  que  seja  a fronteira  de  uma  regiao 
solida  E,  a conven9ao  e que  a orientagao  positiva  e aquela  para  a qual  os  vetores  normals 
apontam  para  fora  de  £,  e os  vetores  normals  que  apontam  para  dentro  correspondem  a 
orienta^ao  negativa  (vejam  as  Flguras  9 e 10). 

O Integrals  de  Superficie  de  Campos  Vetoriais 

Suponha  que  S seja  uma  superficie  orientada  com  versor  normal  n,  e imagine  um  fluido 
com  densidade  p(x,  y,  z)  e campo  de  velocidade  v(x,  y,  z ) fiuindo  atraves  de  S.  (Pense  em 
S sendo  uma  superficie  imaginaria  que  nao  impe^a  a passagem  do  liquido,  como  uma  rede 
de  pesca  em  uma  corrente  de  agua.)  Entao  a taxa  de  vazao  (massa  por  unidade  de  tempo) 
por  unidade  de  area  e pv.  Se  dividirmos  S em  pequenos  retalhos  S,p  como  na  Figura  1 1 
(compare  com  as  Figuras  1 e 3),  entao  StJ  e aproximadamente  plana,  de  modo  que  podemos 
aproximar  a massa  de  fluido  que  passa  por  S,y  na  direfao  da  normal  n por  unidade  de  tempo 
pela  quantidade 

(pv  • nM(Sy) 

onde  p,  v e n sao  calculados  em  algum  ponto  de  S,y.  (Lembre-se  de  que  o componente  do 
vetor  pv  na  dire9§o  do  versor  n e pv  * n.)  Somando  essas  quantidades  e tomando  o limite, 
obtemos,  de  acordo  com  a Definicao  1,  a integral  de  superficie  da  fun^ao  pv  * n sobre  S: 

[s]  jj  pv  * n dS  = jj  p(x,  y,  z)v(x,  y,  z)  * n(x,  y,  z)  dS 

s 's 

e e interpretada  fisicamente  como  a taxa  de  vazao  atraves  de  S. 

Se  escrevermos  F ~ pv,  entao  F e tambem  um  campo  vetorial  em  H ! e a integral  da 
Equa^ao  6 flea 

[f  F * n dS 

* s 

Uma  integral  de  superficie  dessa  forma  aparece  freqiientemente  em  fisica,  mesmo  quando 
F nao  e pv,  e e denominada  integral  de  superficie  (ou  integral  de  fluxo ) de  F sobre  S. 


ill  Ddinicaa  Se  F for  um  campo  vetorial  contfnua  definido  sobre  uma  superficie 
orientada  S com  versor  normal  n,  entao  a integral  de  superficie  de  F sobre  S e 

\ \ F-c/S- Jj  F*nJ5 

s s 

Essa  integral  e tambem  chamada  fluxo  de  F atraves  de  S. 


Em  palavras,  a Definifao  7 diz  que  a integral  de  superficie  de  um  campo  vetorial  sobre 
S e igual  a integral  de  superficie  de  seu  componente  normal  sobre  S (como  definido  previa- 
mente). 

Li  Graficos  No  caso  da  superficie  S ser  dada  por  um  grafico  z = g(x,  y),  podemos 
determinar  n notando  que  S tambem  e a superficie  de  nivel  fix,  y,  z)  = z — g(x,  y)  — 0. 
Sabemos  que  o gradiente  V/(x,  y,  z)  e nonnal  a essa  superficie  em  (x,  y,  z)  e assim  o 
versor  normal  e 


Vfix,  y,  z)  ^ -gx{x,y)  I - gy(x,y)}  3-  k 
| Vfix,  y,  z)  | V[gfx,  y)]2  + [gfx,  y)]2  + 1 
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Como  o componente  na  direcao  k e positivo.  o versor  normal  aponta  para  cima.  Se  usar- 
mos  agora  a Formula  2 para  calcular  a integral  de  superficie  (7)  com 

F(a%  v,  z)  = P(x,  v,  i)  i + Q(x,  y,  z)  j + R(x,  y,  z ) k 


obteremos 

jj  F • dS  = |J  F * n dS 

*s  “s 


Para  um  vetor  normal  apontando  para  baixo,  mul  tiplicamos  por  — 1 . Formulas  semelhantes 
podem  ser  obtidas  se  S for  dada  por  y — h(x,  z)  ou  x — k{  y,  z)  (veja  os  Exercicios  33  e 34). 


EXEMPLO  4 □ Calcule  ffs.  F • dS,  onde  F(x,  y,  z)  — y i + x j + zkeSea  fronteira  da 
regiao  solida  E contida  pelo  paraboloide  z = 1 — x2  — y2  e pelo  piano  z — 0. 

S0LUQA0  A superficie  S e constitufda  pela  superficie  parabolica  do  topo  5)  e pela  super- 
ficie circular  do  fundo  So  (veja  a Figura  12).  Como  S e uma  superficie  fechada,  usamos  a 
conven^ao  de  orienta^o  positiva  (para  fora).  Isso  significa  que  Si  e orientada  para  cima 
e podemos  usar  a Equa^ao  8 com  D sendo  a proje^ao  de  St  sobre  o piano  xy,  ou  seja,  o 
circulo  x2  + y2  1.  Como 


P(x,  y,  z ) ~ y Q(x,  y,  z)  ~ x R(x,  y,  z)  ~ z — 1 — x~ 


sobre  5)  e 
temos 


dg_ 

dx 


■2x 


jk l 

dy 


-2y 


Bq  Bq 
-P—  - Q—  + R\dA 
dx  dv  1 


JJ  f • ds  - {f 

Si  /j 

— ||  [— 3?( — 2jc)  — x(— 2y)  + 1 - x2  — y2]dA 

D 

= |j  (1  + 4 xy  — x2  - y2)dA 
'b 

= j (1  + 4r2cos  OsenB  - r2)rdrd6 

Jo  Jo 

= | j (r  — r3  + 4rJcos  0 sen  0)  dr  dO 
Jo  Jo 

= | (|  + cos  6 sen  6)  dd  ~ 1(2 tt)  f {}  — — 


'M,  Ife... 
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O circuit)  S2  e orientado  para  baixo,  entao  seu  versor  normal  en=  — k e temos 
ff  F • dS  = jj  F • (-k)  dS  = |f  (~z)  dA  = ff  0 dA  = 0 

S-  s,  "d  'd 

ja  que  2 = 0 sobre  Finalmente,  calculamos,  pela  definigao,  j'J  F * dS  como  a soma 
das  integrals  de  superficie  de  F sobre  S 1 e 53: 

ff  F * dS  = ff  F • dS  + fj  F • dS  = y + 0 = ~ 

s V V 

IV  Superficies  Parametricas  Se  S e dada  pela  fungao  vetorial  r(m  v),  entao  n e dada 
pela  Equagao  5,  e da  Definigao  7 e Equagao  3.  temos 


□ Compare  a Equagao  9 com  a 
expressao  semelhante  para  o calcuto 
da  integral  de  linha  de  campos 
vetoriais  da  Definigao  16.2.13: 

j F • dr  = J*  F(r(/))  - r'(r)  di 


rr  r„  X r., 

F • afS  = F - V dS 

V r„Xrtl 


if 


F(r(«,  v)) 


r„  X r. 


r„  X r. 


r„  X rv  I dA 


onde  Deo  dammio  dos  parametros.  Entao,  temos 


ff  F • dS  = (J  F * (ru  X r,) 


dA 


Note  que,  em  vista  da  Equagao  16.6.7,  temos 


rt  X rv 


i£i 

dx 


dg , . 

— 1 + k 

dv 


e a Formula  8 e urn  caso  especial  da  Formula  9. 


:i;  A Figura  13  mostra  o campo  vetorial 
F do  Exemplo  5 em  pontos  da  esfera 
unitaria. 


BXBiPLO  S r.  Determine  o fluxo  do  campo  vetorial  F(x,  y,  z)  = z i + y j + x k atraves 
da  esfera  unitaria  x2  + y2  + z2  = 1. 

S01UQA0  Usando  a representagao  parametrica 


FIGURA  13 


r(d>.  9)  = sen  <f>  cos  6 i + sen <f)  sen#  j + cos  <b  k 0 *£  </>  ir  0^0^  2tt 
temos 


F(r(<£,  0))  = cos  (b  i + sen$sen0j  + sen^eos  0 k 

e,  do  Exemplo  10  da  Segao  16.6, 

1 > X To  = sml4>  cos  $ i + sen 2(f>  sen  6 j + sen$  cos  <f>  k 

Portanto 

F(r(<£,  9))  * (r^>  X r#)  — cos  </>sen20 cos  6 + sen’ sen 2$  + sendees  <f>cos  6 
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e,  pela  Formula  9,  o fluxo  e 

| | F * dS  ~ 1 1 F * (r*  X re)  dA 

's  D 

= j*0  j()  0 senf  $ cos  cos  $ + sen"’ 4*  sen"^)  ^ 

= 2 j^sen2^  cos  4> d<f>  |()  cos  ®df)  + |Jsen3<M<£  (jsen^d# 

= 0 + f scn'ffi  d(j)\  sen20d$ 

Jo  Jo 

4 IT 
~ 3 

pelos  mesmos  calculos  que  no  Exemplo  2. 

Se,  por  exemplo,  o campo  vetorial  do  Exemplo  5 e um  campo  de  velocidade  des- 
crevendo  o fluxo  de  um  fluido  de  densidade  1,  entao  a resposta  4tt/3  representa  a taxa  de 
vazao  atraves  da  esfera  unitaria  em  unidade  de  massa  por  unidade  de  tempo. 

Embora  tenhamos  usado  como  motivac-ao  para  a integral  de  superficie  de  um  campo  de 
vetores  o exemplo  de  mecanica  dos  fluidos,  esse  conceito  tambem  aparece  em  outras  situa- 
coes  ffsicas.  Por  exemplo:  se  E e um  campo  eletrico  (veja  o Exemplo  5 da  Se$ao  16.1), 
entao  a integral  de  superficie 

|J  E * dS 

"s 

e chamada  fluxo  eletrico  de  E atraves  da  superficie  S.  Uma  importante  lei  de  eletrostatica 
e a Lei  de  Gauss,  que  diz  que  a carga  contida  por  uma  superficie  S e 

G“£ojJ  E • dS 

s 

onde  So  e uma  constante  (denominada  permissividade  do  espa£o  livre)  que  depende  das 
unidades  usadas.  (No  sistema  SI,  e0 53=1  8.8542  X 10~i2  C2/N*m2.)  Portanto,  se  o campo 
vetorial  F do  Exemplo  5 representa  um  campo  eletrico,  podemos  concluir  que  a carga 
envoi vida  por  S 6 Q = 4ttso/3. 

Outra  aplica^ao  de  integrais  de  superficie  ocorre  no  estudo  de  fluxo  de  calor.  Suponha 
que  a temperatura  em  um  ponto  (x,  y,  z)  em  um  corpo  seja  u(x,  y,  z ).  Entao  o fluxo  de 
calor  e definido  como  o campo  vetorial 

F = ~K  Vu 

onde  K e uma  constante  determinada  experimentalmente,  chamada  condutividade  da 
substancia.  A taxa  de  fluxo  de  calor  atraves  da  superficie  S no  corpo  e entao  dada  pela  inte- 
gral de  superficie 

jj  F ' dS  ~ -K  (J  V«  • dS 
s 's 

.A  temperatura  u em  uma  bola  metalica  e proporcional  ao  quadrado  da 
distancia  do  centro  da  bola.  Determine  a taxa  de  fluxo  de  calor  atraves  de  uma  esfera  S 
de  raio  a e centro  no  centro  da  bola. 
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SOLUQAO  Tomando  o centra  da  boia  corao  a origem,  temos 

uix,  y,  z)  — C(x " + y~  + z") 

onde  Ce  a constante  de  proporcionalidade,  Entao  o fluxo  de  calor  e 

F(x,  v,  z)  = -K  Vu  = ~KC{2x  i + 2y  j + 2z  k) 

onde  /Tea  condutividade  do  metal.  Em  vez  de  usar  a parametriza?ao  usual  da  esfera 
dada  no  Exemplo  5,  observamos  que  o vetor  nomial  para  a esfera  x2  + y2  + z2  — a2 
que  aponta  para  fora  no  ponto  (x,  y,  z)  e 

n = — (x  i + y j +z  k) 
a 


e entao 


F * n = 


2KC  . , 

( r 

a 


+ y~  + z2) 


Mas  sobre  S temos  x2  + y2  + z'  = a\  e F • n = ~~2aKC.  Poilanto,  a taxa  de  fluxo  de 
calor  atraves  de  S e 

) ) F • dS  = fj’  F ■ n dS  = ~2 aKC  |J  dS 
s “s  S 

- -2aKCA(S ) ~ ~2aKC(47ra2)  - - SKCim 3 


Exercicios 


1-  Seja  5 o cubo  com  vertices  (±  1 , ±1,  ±1).  Aproxime 

jj5  vx2  + 2y  ~ 4-  3 z2dS  usando  as  somas  de  Riemann  como  na 
Definiqao  1,  tomando  os  retalhos  S„  como  os  quadrados  que 
sao  as  faces  do  cubo  e os  centros  desses  quadrados  como  os 
pontos  P*. 

2.  Uma  superffcie  5 e formada  pelo  ciiindro  x2  + y2  = 1 , — } sg  z 

1,  e por  cfrcutos  no  fundo  e no  topo.  Suponha  que  voce 
saiba  que/ e uma  funqao  contfnua  com  /(±  1.  0,  0)  = 2, 

/( 0,  ±1,0)  — 3 & f (0,0,  ±1)  = 4.  Estime  o valor  de 
JJS  /(x,  y,  z)  dS  usando  a soma  de  Riemann,  tomando  retalhos 
5,7  como  os  ctrculos  do  fundo  e do  topo,  e a lateral  dividida  em 
quatro  partes. 

3.  Seja  H o hemisferio  xz  + y2  + z~  — 50,  z 3=  0,  e suponha 
que  / seja  uma  fungao  contfnua  com  /( 3, 4,  5)  — 7, 

/( 3,  -4,  5)  = 8,  /(— 3,  4,  5)  = 9 e /(- 3,  -4,  5)  = 12. 
Dividindo  7/  em  quatro  retalhos,  estime  o valor  de 
Jl 'Hf(x,y,z)dS. 

H Suponha  que  fix,  y,  z)  = g(\/x2  + y 1 + z2),  onde  g e uma 
funcao  de  uma  variavel  tal  que  g( 2)  — —5.  Calcule 
JJs/(x,  y,  z)  dS,  onde  5 e a esfera  x2  + y2  + r2  — 4. 


5-18  O Calcule  a integral  de  superffcie. 

lltl  j(sx2yzdS, 

St  a parte  do  piano  z — 1 + 2x  -f  3y  que  esta  acima  do 
retangulo  [0,  3]  X [0,  2], 

6.  jj's  xy  dS, 

Sea  regiao  triangular  com  vertices  (1,0,  0),  (0,  2,  0)  e (0,  0,  2). 

7.  gyzdS, 

Sea  parte  do  piano  x + y 4-  z — 1 que  esta  no  primeiro  octante. 

8.  JJ \ydS, 

Sea  superffcie  z — |(x3/2  + y3/2),  0 x 1,  0 ^ y « 1 

9.  j$sx2z2dS, 

St  a parte  do  cone  zi  ~ x‘  4 y1  que  esta  entre  os  pianos 
6.  ~~~  1 e & 3 

10.  jjszdS, 

Sea  superffcie x — y + 2z2,  0 y 1,  0 «£  z *£  1 

11.  JJS  y dS 

Sea  parte  do  paraboloide  y — x2  + z2  que  esta  no  interior  do 
ciiindro  x2  4 z2  — 4 

12.  j fs  xy  dS, 

Sea  ffonteira  da  regiao  deiimitada  pelo  ciiindro  x1  4 z2  = 1 e 
pelos  pianos  y — 0 e x 4 y — 2 


S&U.  - ## 
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13.  i js  (a  ~r  4 y2z)dS, 

S 6 o hemisferio  xi  4-  y-  + z2  = 4,  z 2s  0 

14.  i js  xyz  dS, 

Sea  parte  da  esfera  x2  4 y2  + = I que  esta  acima  do  cone 

2 = yx-  4 y* 

15.  jjs(x1y  + z2)dS, 

Sea  parte  do  cilindro  x2  4 y2  = 9 entre  os  pianos  z = 0 e 
z = 2 

16.  j£.(x2  4 y2  + z2 ) dSy 

S e formada  pelo  cilindro  do  Exercfcio  15,  alem  dos  ctrculos 
que  compdem  o fundo  e o topo. 

17.  \jsyzdS, 

Sea  superffcie  com  equagoes  parametricas  x — u2,  y — u sen  v, 
z ~ u cos  r,  0 ^ ^ 1 , 0 v =5  tt/2 

18.  Jj^yT  + x2  4 y2dS, 

Seo  helicdide  com  equagao  vetorial 

r(tf,  v)  — u cos  v i 4 u sen  a j 4 t’  k , 0 1 . 0 v *£  tt 

13-28  □ Calcule  a integral  de  superffcie  |Y  F * dS  para  o campo 
vetorial  F e superffcie  orientada  S.  Em  outras  palavras,  determine  o 
fluxo  de  F atraves  de  S.  Para  superficies  fechadas,  use  a orientagao 
(para  fora)  positiva. 

m F(x,  y,  z)  — xy  i 4 yz  j 4 zx  k,  Sea  parte  do  paraboloide 
z = 4 - x2  — y2  que  esta  acima  do  quadrado  0 x =£  1, 

0 *£  y « L com  orientagao  para  cima. 

20.  F(x,  z)  = xy  i 4 4x2  j + yz  k,  S 6 a superffcie  z = xey, 

1,  0 y 1 , com  orientagao  para  cima 

21.  F(x,  y,  z)  — xzey  i — xzey  j + z k. 

Sea  parte  do  piano  x 4 y 4 z = 1 no  primeiro  octante,  com 
orientagao  para  baixo 

22.  F(x, y,  z)  = xi  4 y j + z4  k, 

Sea  parte  do  cone  z = yx 2 + y2  abaixo  do  piano  z ~ 1 com 
orientagao  para  baixo 

23.  F(x,  y,  z)  = x i — z j 4 y k, 

S 6 a parte  da  esfera  x?  + y2  4 z2  — 4 no  primeiro  octante 
com  orientagao  para  a origem. 

24.  F(x,  y,  z)  = xz  i 4 x j 4 y k Seo  hemisferio 

x2  4 y2  4 z2  = 25,  >’  3s  0,  orientado  na  diregao  do  eixo 
y positivo 

m F(x,  v,  z)  = >’ j — z k, 

S e formado  pelo  paraboloide  y — x2  + z2,  0 y ^ 1,  e pelo 
cfrculo  X2  1,  y = 1 

26.  F(x,  z)  = x i 4 y j 4 5 k.  Sea  superffcie  do  Exercfcio  12. 

27.  F(x,  y,  z)  = x i + 2v  j + 3z  k, 

Seo  cubo  com  vertices  (±  1,  ± 1,  ± 1) 

28.  F(x,  v,  z)  — y i 4 x j + z L k, 

Seo  helicdide  do  Exercfcio  18,  com  orientagao  para  cima 

2)2  29.  Calcule  Jj’5  xyz  dS  precise  ate  a quarta  casa  decimal,  onde  Sea 
superffcie  z = xy,  0 < x «£  1,  0 y =s  L 


Oil  30.  Determine  o valor  exato  de  ffs  x2yz  dS.  onde  Sea  superffcie 
do  Exercfcio  29. 

22-  31.  Determine  o valor  dc  jjv  x2y2z2dS  correto  ate  a quarta  casa 
decimal,  onde  Sea  parte  do  paraboloide  z = 3 - 2x2  - y 2 
que  est3  acima  do  piano  xy. 

32.  Detennine  o fluxo  de  F (x,  y,  z)  = sen  (xyz)  i + x2y  j 4 z2ex/i  k 
atraves  da  parte  do  cilindro  4y2  4 z2  = 4 que  esta  acima  do 
piano  xy  e entre  os  pianos  x = -2  e x = 2 com  orientagao  para 
cima.  Ilustre,  usando  um  sistema  algebrico  computacional  para 
desenhar  o cilindro  e o campo  vetorial  na  mesma  tela. 

33.  Determine  a formula  para  jjs  F * dS  semelhante  a Formula  8 
para  o caso  onde  S e dada  por  y ==  h(x,  z)  e n e o versor 
normal  que  aponta  para  a esquerda. 

34.  Determine  a formula  para  Sjs-  F • dS  semelhante  a Fonnula  8 
para  o caso  onde  S e dada  por  x — k(  y,  z)  e n e o versor 
normal  que  aponta  para  a frente  (ou  seja,  para  o observador, 
quando  os  eixos  estao  desenhados  na  posigao  usual). 

;-35.  Detennine  o centro  de  massa  do  hemisferio  x2  4 y2  + z2  = a\ 
z S?  0,  sc  de  tiver  densidade  constante. 

36.  Determine  a massa  de  um  fund  fino  com  o formato  do  cone 
z — yx-  4 >•%  1 ^ z € 4,  se  sua  fungao  densidade  e 
p(x,y,  z)  = 10  - z. 

37.  (a)  De  uma  expressao  integral  para  o momento  de  inercia  /. 

em  tomo  do  eixo  z de  uma  folha  fina  no  formato  da 
superffcie  S,  se  a fungao  densidade  e p. 

(b)  Detennine  o momento  de  inercia  em  torno  do  eixo  z do 
funil  do  Exercfcio  36. 

38.  A superffcie  conica  z‘  — x2  + v2,  0 « z ^ « tern  densidade 
constante  k.  Determine  (a)  o centro  de  massa  e (b)  o momento 
de  inercia  em  tomo  do  eixo  z. 

39.  Um  fluido  com  densidade  1200  flui  com  velocidade 

v = y i + j + z k.  Determine  a taxa  de  vazao  do  fluido  atraves 
do  paraboldide  z ==  9 - |(x2  + y2),  x2  + y2  ^ 36. 

40.  Um  fluido  com  densidade  1500  e campo  de  velocidade 

v = —y  i 4 x j + 2z  k.  Determine  a taxa  de  vazao  do  fluido 
saindo  da  esfera  x2  4-  y2  4 z2  = 25. 

41.  Use  a Lei  de  Gauss  para  achar  a carga  contida  no  hemisferio 
solido  x_/  4 y2  4-  z2  ^ a2,  z ^ 0,  se  o campo  eletrico  e 
E(x,  y,  z)  — x i 4 y j 4 2z  k. 

42.  Use  a Lei  de  Gauss  para  achar  a carga  dentro  de  um  cubo  com 
vertices  (±l,±l,±1)seo  campo  eletrico  e 

E(x.  y,  z)  — x i 4 y j 4 z k. 

iHl  A temperatura  em  um  ponto  (x,  y,  z)  em  uma  substancia  com 
condutividade  K = 6,5  e u(x,  y,  z)  ~ 2y2  4 2z2.  Determine  a 
taxa  de  transmissao  de  calor  nessa  substancia  atraves  da 
superffcie  ciifndrica  y2  t z2  = 6,  0 « r « 4. 

44.  A temperatura  em  um  ponto  de  uma  bola  com  condutividade  K 
6 inversamente  proporciona!  a distancia  do  centro  da  bola. 
Determine  a taxa  de  transmissao  de  calor  atraves  de  uma  esfera 
S de  raio  a e centro  no  centro  da  bola. 
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FIGURA  1 


::  O Teorema  de  Stokes  tern  seu  nome 
em  homenagem  ao  fisico  matematico 
irlandes  sir  George  Stokes  (1819-1903). 
Stokes  era  professor  na  Universidade 
de  Cambridge  (de  fato  eie  tinha  a 
mesma  posigao  que  Newton.  Lucasian 
Professor  of  Mathematics)  e se 
sobressaiu  por  seus  estudos  sobre 
vazao  de  fluidos  e luz.  O teorema  que 
hoje  chamamos  Teorema  de  Stokes 
foi,  na  verdade,  descoberto  pelo  fi'sico 
escoces  sir  William  Thompson  (1824- 
1907,  conhecido  como  lorde  Kelvin). 
Stokes  soube  desse  teorema  por  uma 
carta  de  Thomson  em  1 850  e pediu  a 
seus  estudantes  para  prova-lo  em  um 
exame  em  Cambridge,  em  1854.  Nao 
se  sabe  se  algum  de  sous  estudantes 
foi  capaz  de  faze-lo. 


O Teorema  de  Stokes 


0 Teorema  de  Stokes  pode  ser  visto  como  uma  versao  em  dimensao  maior  do  Teo- 
rema de  Green.  Enquanto  o Teorema  de  Green  relaciona  uma  integral  dupla  sobre 
uma  regiao  plana  D com  uma  integral  de  linha  ao  redor  de  sua  curva  fronteira  plana, 

0 Teorema  de  Stokes  relaciona  uma  integral  de  superficie  sobre  uma  superficie  S com 
uma  integral  ao  redor  da  curva  fronteira  S (que  e uma  curva  no  espago).  A Figura  1 
mostra  uma  superficie  orientada  com  seu  versor  normal  n.  A orientagao  de  S induz  a 
orientagao  positiva  da  curva  fronteira  C mostrada  na  figura.  Isso  significa  que,  se 
voce  andar  na  diregao  positiva  ao  redor  da  curva  C com  sua  cabega  na  diregao  e sen- 
tido  de  n,  entao  a superficie  estara  sempre  a sua  esquerda. 

1 Teorema  de  Stakes  Seja  S uma  superficie  orientada,  lisa  por  trechos,  cuja  fronteira 
e formada  por  uma  curva  C simples,  fechada,  lisa  por  trechos,  com  orientagao 
positiva.  Seja  F um  campo  vetorial  cujos  componentes  tem  derivadas  parciais 

I continuas  na  regiao  aberta  de  U 3 que  content  S.  Entao 

£ F * dr  = )|  rot  F • dS 


Como 


J F * dr  = f F • T ds  e |J  rot  F * dS  = jj  rot  F • n dS 

S *5 

o Teorema  de  Stokes  nos  diz  que  a integral  de  linha  ao  redor  da  curva  fronteira  de  S do 
componente  tangencial  de  F e igual  a integral  de  superficie  do  componente  normal  do  rota- 
cional  de  F. 

A curva  fronteira  orientada  positivamente  da  superficie  orientada  S e com  freqiiencia 
denotada  por  dS,  de  modo  que  o Teorema  de  Stokes  possa  ser  escrito  como 


[1]  JJ  rot  F * dS  ~ j£  F • dr 

s 

Existe  uma  analogia  entre  o Teorema  de  Stokes,  o de  Green  e o Teorema  Fundamental  do 
Calculo.  Como  anteriormente,  existe  uma  integral  envolvendo  as  derivadas  do  lado  es- 
querdo  da  Equagao  1 (lembre-se  de  que  o rot  F e uma  especie  de  derivada  de  F)  e do  lado 
direito,  envolvendo  valores  de  F,  calculados  somente  na  fronteira  de  S. 

De  fato,  no  caso  especial  em  que  a superficie  S e plana  e pertence  ao  piano  xy  com 
orientagao  para  cima,  o versor  normal  e k,  a integral  de  superficie  se  transforma  em  uma 
integral  dupla,  e o Teorema  de  Stokes  fica 

f F • dr  = ( j rot  F • dS  - |J  (rot  F)  • k dA 

s 

Esta  € precisamente  a forma  vetorial  do  Teorema  de  Green  dada  pela  Equagao  16.5.12. 
Entao  vemos  que  o Teorema  de  Green  e,  realmente,  um  caso  especial  do  Teorema  de  Stokes. 

Apesar  de  o Teorema  de  Stokes  ser  muito  difici!  de  provar  no  caso  geral,  podemos  fazer 
uma  prova  quando  S for  um  grafico  e F,  S e C forem  bem  comportados. 
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- ;■  ini'-.  ■■■■;:*€  i-sp-ioig;:  . a Tssrsoe  as  il&km  Admitiremos  que  a equagao  de  S seja 
z = g(x,  >!).  (x,  >’)  -E  £>,  onde  g tem  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  continuas,  e que 
D seja  uma  regiao  plana  simples  cuja  fronteira  C\  eon-esponde  a C.  Se  a orientacao  de  S 
for  para  cima,  entao  a orientacao  positiva  de  C corresponde  a orientacao  positiva  de  C-, 
(veja  a Figura  2).  E-nos  dado  que  F~Pi  + gj  + /?k,  onde  as  derivadas  parciais  de  P, 
Q e R sao  continuas. 

Como  S e um  grafico  de  uma  fungao,  podemos  aplicar  a Formula  16.7.8  com  F substi- 
tuido  por  rot  F.  O resultado  e 


|J  rot  F * dS 


fdR__  BO  \ dz  _ IdP  _ dR\  dz  (dQ_  _ dP\ 

\ dy  dz  / dx  \ dz  dx  j dy  \ dx  dy  J 

onde  as  derivadas  parciais  de  P,  Q e R sao  calculadas  era  (x,  y,  g(x,  v))-  Se 

x — x{f)  y — y(t)  a «£  t b 

e a representagao  parametrica  de  Cj,  entao  a representagao  parametrica  de  C e 
x = x(t)  y = y{t)  z « gixit),  y(t))  a^t^b 


dA 


Isso  nos  permite,  com  ajuda  da  Regra  da  Cadeia,  calcular  a integral  de  linha  como 
segue: 


onde  usamos  o Teorema  de  Green  no  ultimo  passo.  Entao,  utilizando  novamente  a Regra 
da  Cadeia  e lembrando  que  P,  QtR  sao  fungoes  de  x,  y e z e que  z 6,  por  sua  vez, 
funcao  de  x e y,  obtemos 


dQ  dz  dR  dz  dR  dz  dz 

dz  dx  dx  By  dz  dx  dy 


I dP  ' dP  dz  dR  dz  dR  dz  dz  ^ cPz 
\ dy  dz  dy  dy  dx  dz  dy  dx  dy  dx 


dA 


Quatro  dos  termos  da  integral  dupla  se  cancelam,  e os  seis  restantes  podem  ser  arruma- 
dos  para  coincidir  com  o lado  direito  da  Equagao  2.  Portanto 


£ F > dr  = Jj  rot  F • dS 

s 


■■  . 
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EXEMPLQ  1 □ Calcule  jc  F • dr,  onde  F(x,  v,  z)  — — v2 i + A'j  + ?2keCea  curva  da 
interse^ao  do  piano  y + z — 2 com  o cilindro  x2  + y2  = I.  (Oriente  C para  ter  o sentido 
anti-horario  quando  visto  de  cima.) 

SOLUQAO  A curva  C (uma  elipse)  esta  mostrada  na  Figura  3.  Apesar  de  \r  F ■ dr  poder 
ser  calculada  diretamente,  e mais  simples  usar  o Teorema  de  Stokes.  Vamos  inicialmente 
calcular 


rot  F 


i j k 

d B B 

Bx  By  dz 

? -) 
— v~  x z~ 


(1  + 2)0  k 


Apesar  de  haver  muitas  superficies  com  fronteira  C,  a escolha  mais  conveniente  e a 
regiao  eliptica  S no  piano  y + z — 2 cuja  fronteira  e C.  Se  orientarmos  S para  cima, 
entao  a orientacao  induzida  em  C sera  positiva.  A proje^ao  D de  S sobre  o piano  xy  e o 
disco  r + v2  ^ 1,  e assim,  usando  a Equa^ao  16.7.8  com  2 — g(x,  y)  — 2 - y . tenios 


f F • dr  = |J  rot  ¥ * dS  — jj  (1  + 2y)  dA 

75 

(1  + 2r  sen  9)  r dr  dd 

dO  — j (|  + \ sen  o)  dB 


s 

r f 1 

Jo  Jo 


0 


r~  r 

h 2 ~ sen  9 

2 3 


;{27r)  + 0 — 7T 


EXEft/fPlG  2 □ Use  0 Teorema  de  Stokes  para  calcular  a integral  iYv  rot  F - dS,  onde 
F(x,  y,  z)  — yz  i + xz  j + xy  k e S e a parte  da  esfera  x2  + y2  + z2  = 4 que  esta  dentro 
do  cilindro  x2  + y2  — 1 e acima  do  piano  xy  (veja  a Figura  4). 

S01UQA0  Para  achar  a curva  fronteira  C resolvemos  as  equayoes  x2-fy2  + z2  = 4e 
x2  + y2  ™ 1.  Subtraindo,  obtemos  z2  = 3,  e assim  z ~ >/3  (uma  vez  que  z > 0).  Entao,  C 
€ a circunferencia  dada  pelas  equates  x2  + y2  ==  1,  z = -J3.  A equa^ao  vetorial  de  C e 

r(r)  = cos  t i + sen  t j + y/3  k 0 t 2-Tr 

e r '(t)  — —sen  t i + cos  t j 


Ternos  tambem 


F(r(r))  — V3  sen  ti  + y/3  cos  t j + cos  t sen  / k 
Portanto,  pelo  Teorema  de  Stokes, 

|J  rot  F * dS  = l F • dr  = £"  F(r (r))  • r \t)  dt 

s 

= |::  ( — \/3  cos  t sen  t + y3  sen  t cos  t)  dt 

= y/S  TOdt  = 0 

Jo 


. ...  M- 
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Note  que  no  Exemplo  2 caleuiamos  a integral  de  superffcie  simplesmente  sabendo  os 
valores  de  F na  curva  fronteira  C.  Isso  significa  que,  se  tivermos  outra  superffcie  orientada 
corn  a mesma  curva  fronteira  C,  obteremos  o mesmo  valor  para  a integral  de  superffcie! 

Em  geral,  se  Si  e S2  sao  superficies  orientadas  com  mesma  curva  fronteira  orientada  C 
e ambas  satisfazem  as  hipoteses  do  Teorema  de  Stokes,  entao 


[f] 


ff  rot  F • dS  = ( F * dr  = j j rot  F * dS 

s,  ' s] 


(b)  • dr  < 0,  circulacao  negativa 

F1GURA  5 


□ imagine  urna  roda  pequena  formada 
por  pas  colocadas  em  um  fluido  em 
um  ponto  P,  como  na  Figura  6;  essa 
roda  vai  girar  mais  rapidamente  quando 
seu  eixo  for  paraleio  a rot  v. 


Esse  fato  e muito  util  quando  for  diffcil  integrar  sobre  uma  superffcie,  mas  e mais  facil 
integrar  sobre  a outra. 

Usaremos  agora  o Teorema  de  Stokes  para  tentar  explicar  o significado  do  vetor  rota- 
cional.  Suponha  que  C seja  uma  curva  fechada  orientada  e v represente  o carnpo  de  veloci- 
dade  de  um  fluido.  Considere  a integral  de  linha 

l v * dr  — | v • T ds 

e lembre-se  de  que  v * T e o componente  de  v na  direcao  do  versor  tangente  T.  Isso  significa 
que,  quanto  mais  proxima  a direcao  de  v esta  da  direcao  de  T,  maior  e o valor  de  v * T. 
Assim,  jc  v • dr  e a medida  da  tendeneia  de  o fluido  se  mover  ao  redor  deCee  chamada 
circulagao  de  v ao  redor  de  C (veja  a Figura  5). 

Seja  agora  Pq(xo,  Vo,  zo)  um  ponto  do  fluido  e seja  Sa  um  pequeno  cfrculo  com  raio  a e 
centro  P0.  Entao  ( rot  v )(P)  = ( rot  v )(/>0)  para  todos  os  pontos  P de  Sa,  porque  rot  v e 
contfnuo.  Entao,  pelo  Teorema  de  Stokes,  temos  a seguinte  aproximagao  da  circulacao  ao 
redor  do  cfrculo  fronteira  Ca: 

jc  v ■ dr  — | j rot  v - dS  — j|  rot  v * n dS 

■>a  So 

« jj  rot  v(P0)  ■ n(PQ)dS  — rot  v(P0)  * n(Po)7nr 

$tj 

Essa  aproximacao  se  toma  melhor  quando  0 e temos 

0 rot  v(P0)  * n(P0)  = iim  ~~  I v • dr 

a— 0 7 ra~  Jca 


f rot  v 


FIGURA  6 


A Equayao  4 fomece  a relacao  entre  0 rotaeional  e a circulacao.  Ela  mostra  que  rot  v * n 
e a medida  do  efeito  da  rota^ac  do  fluido  ao  redor  do  eixo  n.  0 efeito  de  rotacionar  e maior 
era  um  eixo  paraleio  a rot  v. 

Finalmente,  mencionamos  que  o Teorema  de  Stokes  pode  ser  usado  para  provar  o 
Teorema  16.5.4  (que  estabelece  que,  se  rot  F = 0 sobre  R3,  entao  F e conservativo).  De 
nosso  trabalho  previo  (Teoremas  16.3.3  e 16.3.4)  sabemos  que  F e conservativo  se 
fc  F * dr  = 0 para  todo  caminho  fechado  C.  Dado  C,  suponha  que  possamos  achar  uma 
superffcie  orientada  S cuja  fronteira  seja  C.  (Isso  pode  ser  feito,  mas  a prova  requer  tecni- 
cas  avancadas.)  Entao  o Teorema  de  Stokes  fomece 

f _ ¥■  dr  = |j  rot  F • dS  = )J  0 • dS  = 0 
"s  "s 

Uma  curva  que  nao  seja  simples  pode  ser  quebrada  em  um  numero  finito  de  curvas  sim- 
ples, e as  integrals  ao  redor  dessas  eurvas  simples  sao  todas  0.  Somando  essas  integrals, 
obtemos  Jr  F * dr  — 0 para  qualquer  curva  fechada  C. 


'X  . . XCtvd? S HWv  -J 
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Exercicios 


1.  Urn  hemisferio  H e uma  paite  P de  urn  paraboldide  estao 
mostrados.  Suponha  que  F seja  um  campo  vetorial  sobre  R3 
cujos  componentes  tem  derivadas  parciais  contfnuas.  Explique 
por  que 


jj  rot  F * dS  — )|  rot  F • dS 

M P 


Use  o Teorema  de  Stokes  para  caicular  jjs  rot  F • dS. 

2.  F(x,  y,  z)  — yz  i + xz  j + xy  k, 

St  a parte  do  paraboldide  z = 9 — xx  — y2  que  esta  acima  do 
piano  z = 5,  com  orientacao  para  cima. 

3.  F(x,  y,  z)  — x2eys  i + y2ext  j + z2exy  k, 

S to  hemisferio  x2  + y2  + z2  — 4,  z 3*  0,  com  orientacao 
para  cima 

4.  F(x,  y,  z)  — x2y3z  i + sen  (xyz)  j + xyz  k 

St  a parte  do  cone  y 2 — x2  + z 2 que  esta  entre  os  pianos, 
y — 0 e v = 3,  orientado  na  dire^ao  positiva  do  eixo  y 

5.  F(x,  z)  — xyz  i + xy  j + x2yz  k, 

S e formada  pelo  topo  e pelos  quatro  lados  (mas  nao  pelo 
{undo)  do  cubo  com  vertices  (±  1,  ± 1,  ± 1},  com  orientacao 
para  fora.  [Dica:  use  a Equagao  3.] 

6.  F(x,  y, z)  = exy cos z i + x2z  j + xy k, 

S to  hemisfdrio  x = \ 1 — y 1 ~ z2  orientado  na  dire^ao  posi- 
tiva do  eixo  x [Dica:  use  a Equapao  3.] 


• ■“  Use  o Teorema  de  Stokes  para  caicular  Jc  F ■ dr.  Em  cada 

caso,  C e orientado  no  sentido  anti-horario  quando  visto  de  cima. 

i:.  F(x,  y,  z)  = (x  + y2)  i + (y  T z2)  j 4-  (z  + x2)  k, 

C to  triangulo  com  vertices  (1,  0,  0).  (0,  1,  0)  e (0,  0,  1). 

8.  F(x,  y,  z ) = e~x  i + ex  j E e1  k, 

Cea  fronteira  da  parte  do  piano  2x  4-  y + 2z  = 2 no  primeiro 
octante 


9,  F(x,  y,  z)  — yz  i + 2xz  j + e*y  k,  C e a circunferencia 
x 2 + y 2 ~ 16,  z = 5 

10.  F(x,  y,  z)  = x i + y j + (x2  4-  y 2)  k,  C e a fronteira  da  parte 
do  paraboldide  z — 1 - x2  — y3  no  primeiro  octante 


11.  (a)  Use  o Teorema  de  Stokes  para  caicular  fc  F • dr,  onde 

F(x,  y,  z)  ~ x2z  i + xy 2 j + z2  k 
e C e a curva  da  interse^ao  do  piano  x + y + z — 1 com  o 
cilindro  x£  + y2  = 9 com  orientado  no  sentido  anti- 
horario  quando  visto  de  cima. 

(b)  Trace  o grafico  do  piano  e do  cilindro  com  janelas  de 
inspecao  escolhidas  de  forma  a ver  a curva  Cea  superffcie 
que  voce  usou  na  parte  (a). 

(c)  Determine  as  equa?oes  parametricas  para  C e use-as  para 
tracar  o grafico  de  C. 

12.  (a)  Use  o Teorema  de  Stokes  para  caicular  f F * dr,  onde 

F(x,  y,  z)  — x‘y  i -f  ]x3  j + xy  k e C e a curva  da 
interse^ao  do  paraboldide  hiperbdlico  z ~ y2  — x2  com  o 
cilindro  x2  + y2  = 1 com  orientacao  no  sentido  anti- 
horario  quando  visto  de  cima. 

(b)  Trace  o grafico  do  paraboldide  hiperbdlico  e do  cilindro 
com  janelas  de  inspecao  escolhidas  de  forma  a ver  a curva 
Cea  superffcie  que  voce  usou  na  parte  (a). 

(c)  Determine  equacoes  parametricas  para  C e use-as  para 
tracar  o grafico  de  C. 

Verifique  que  o Teorema  de  Stokes  e verdadeiro  para  o 
campo  vetorial  dado  F e a superffcie  S. 

13.  F(x,  y,  z)  — y2 1 + x j + z2  k 

St  a parte  do  paraboldide  z ~ x2  + y2  que  esta  acima  do 
piano  z—  1,  orientado  para  cima. 

14.  F(x,  y,  z)  ~ x i + y j + xyz  k 

S e a parte  do  piano  2x  + y + z = 2 que  esta  no  primeiro 
octante,  orientada  para  cima. 

15.  F(x,  y,  z)  ~ y I + z j + x k 

S to  hemisferio  x2  + y2  + z2=  1,  y 3s  0 , orientado  da 
direcao  positiva  do  eixo  y. 


16.  Seja 

F(x,y,  z)  = (ax2  - 3 xz2,x2y  + by3,  cz 3) 

Seja  C a curva  do  Exercfcio  12  e considere  todas  as  possfveis 
superficies  lisas  S cuja  curva  fronteira  e C.  Ache  os  valores 
de  a,  b e c para  os  quais  Jf_  F * dS  6 independente  da 
escolha  de  S. 

17.  Calcule  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  forca 

F(x,  y,  z)  — ixx  + z2)f  + (yy  + x2)j  + (zJ+y2)k 
quando  uma  partfcula  se  move  sob  sua  influencia  ao  redor  da 
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3.  GRATTAN-GUINNESS* -I.,  Why  did  George  Green  write  his  essay  Of 
magnetism?  Amei:  Math.  Monthly:  v.  102  (1995),  p.  387-96. 

4.  GRAY,  J..  There  was  a jolly  miller.  77a?  Afew  Scientist , v.  139  (1993),  F 


□ A ifustragao  mostra  um  vitral  da 
Universidade  de  Cambridge  em 
homenagem  a George  Green. 


Apesar  de  dois  dos  mass  importantes  teoremas  em  calculo  vetorial  terem  seus  nomes  em 
homenagem  a George  Green  e George  Stokes,  um  terceiro  homem,  William  Thomson  (tambem 
conhecido  como  lorde  Kelvin),  teve  um  papei  muito  importante  na  formulagao,  dissemina^ao  e 
aplica^ao  dos  dois  resultados.  Os  ties  homens  estavam  interessados  em  como  usar  os  dois  teore- 
mas para  explicar  e predizer  fenomenos  ffsicos  em  eletricidade  e magnetismo  e em 
escoamento  de  fluidos.  Os  fatos  b&sicos  da  historia  sao  dados  nas  paginas  1070  e 1106. 

Escreva  um  trabalho  sobre  as  origens  historicas  dos  Teoremas  de  Green  e de  Stokes.  Explique 
as  semelhansas  e relates  entre  os  teoremas.  Discuta  o papei  que  Green,  Thomson  e Stokes 
tiveram  na  descoberta  desses  teoremas  e em  faze-los  conhecidos.  Mostre  como  esses  teoremas 
apareceram  de  pesquisas  em  eletricidade  e magnetismo  e depots  foram  usados  no  estudo  de  uma 
variedade  de  outros  problemas  ffsicos. 

O dicionario  editado  por  Gillispie  [2]  e uma  boa  fonte  tanto  para  dados  biograficos  como  para 
informagoes  cientificas.  O livro  de  Hutchinson  [5]  trata  da  vida  de  Stokes,  e o livro  de  Thompson 
[8]  e uma  biografia  de  lorde  Kelvin.  Os  artigos  de  Grattan -Guinness  (3]  e Gray  [4]  e o livro  de 
Cannell  [1]  fomecem  subsfdios  da  vida  extraordinary  e dos  trabalhos  de  Green.  Informaqoes 
adicionais  historicas  e matem&icas  podem  ser  encontradas  nos  livros  de  Katz  [6]  e Kline  [7]. 

1.  CANNELL,  D.  M,  George  Green,  Mathematician  and  Physicist  1793-1841 : The  Background 
to  His  Life  and  Work.  Filadelfia:  Society  for  Industrial  and  Applied  Mathematics,  2001, 

2.  GILLISPIE,  C.  C.  (ed.).  Dictionary  of  Scientific  Biography.  Nova  York,  Scribner’s,  1974,  Ver 

artigo  sobre  Green  em  P.  J.  Wallis,  v.  XV,  artigo  sobre  Thompson  em 
Stokes  em  E.  M.  Parkinson,  no  v.  XHI,  . , . A : A - 
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borda  da  parte  da  esfera  x1  + y2  + z2  = 4 que  esta  no  primeiro 
octante,  na  dire9ao  anti-horaria  quando  vista  por  cima. 

18.  Cafcule  fc  {>’  + sen  x)  dx  + (z2  + cos  y)  dy  + x3  dz  , onde 
C 6 a curva  r(f)  — (sen  t,  cos  t,  sen  2t),  0 t «£  2ir. 

[Dica:  observe  que  C esta  na  superficie  z = 2 xy.] 

19.  Se  S e uma  esfera  e F satisfaz  as  hipdteses  do  Teorema  de 
Stokes,  mostre  que  jj5  rot  F • dS  = 0. 


20.  Suponha  que  S e C satisfa^am  as  hipoteses  do  Teorema  de 
Stokes  cfg  tenham  derivadas  parciais  de  segunda  ordem  con- 
tinuas.  Use  os  Exercicios  24  e 26  da  Se^ao  16.5  para  mostrar  o 
seguinte: 

(a)  jc  (fVg)  - dr  - & (Vf  X Vg)  ■ dS 

(b)  Jc  (/V/)  • dr  = 0 

(c)  j'f;  (/Vff  + gVf)  ■ dr  = 0 
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cAlculo 


Editors  Thomson 


□ 


O Teorema  da  Divergencia 

Na  Secao  16.5,  reescrevemos  o Teorema  de  Green  na  versao  vetorial 


F • n ds  = jj  div  F(x,  y)  dA 

onde  C e a curva  fronteira  da  regiao  do  piano  D,  orientada  positivamente.  Se  quisermos 
estender  esse  teorema  para  campos  vetoriais  em  R3,  podemos  apostar  que 


[jj  [|  F * n dS  - jjj  div  FU.  y,  z)  dV 

s Y 

onde  S e a superficie  fronteira  da  regiao  solida  E.  A Equa9ao  1 e verdadeira  sob  hipote- 
ses  apropriadas,  e e chamada  Teorema  da  Divergencia.  Note  sua  semelhan^a  com  os 
Teoremas  de  Green  e de  Stokes  no  fato  que  ele  relaciona  a integral  da  derivada  de  uma 
fun^ao  (div  F,  nesse  caso)  sobre  uma  regiao  com  a integral  da  fun^ao  original  F sobre  a 
fronteira  da  regiao. 

Nesse  estagio  voce  pode  fazer  uma  revisao  dos  varios  tipos  de  regioes  sobre  os  quais 
calculamos  uma  integral  tripla  na  Segao  15.7.  Estabeleceremos  e provaremos  o Teorema 
da  Divergencia  para  as  regioes  E que  sao  simultaneamente  dos  tipos  1 , 2 e 3 e as  quais 
chamaremos  regioes  solidas  simples.  (Por  exemplo:  regioes  limitadas  por  elipsdides  ou 
caixas  retangulares  sao  regioes  solidas  simples.)  A fronteira  de  F e uma  superficie 
fechada  e usaremos  a conven^ao,  introduzida  na  Se^ao  16.7,  de  que  a orienta^ao  posi- 
tiva  e para  fora,  ou  seja,  o vetor  normal  unitario  n esta  apontando  para  fora  de  E. 


□ O Teorema  da  Divergencia  e 
algumas  vezes  chamado  Teorema  de 
Gauss,  em  homenagem  ao  grande 
matematico  alemao  Karl  Friedrich 
Gauss  {1777-1855},  que  descobnu 
esse  teorema  durante  suas  pesquisas 
sobre  eletrostatica,  Em  muitos  paises 
da  Europa,  o Teorema  da  Divergencia  e 
conhecido  como  Teorema  de 
Ostrogradsky,  em  homenagem  ao 
matematico  russo  Mikhail 
Ostrogradsky  (1801-1862),  que 
publicou  esse  resultado  em  1 826. 


Teorema  da  Divergencia  Seja  E uma  regiao  solida  simples  e seja  S a superficie 
fronteira  de  £,  orientada  positivamente  (para  fora).  Seja  F urn  campo  vetorial  cujas 
fun^oes  componentes  tern  derivadas  parciais  contfnuas  em  uma  regiao  aberta  que 
contenha  E.  Entao 

jj  F * rfS  = jjj  div  F dV 

S E 


Prove  Seja  F = Pi  + (2j+i?k.  Entao 


div  F 


dP  dQ  dR 

dx  dy  dz 


logo  fjj  div  F dV  = 

7 

Se  is  e o versor  da  normal  que 
do  Teorema  da  Divergencia  e 

jj  F ♦ dS  = jj  F • ndS  = jj  (Pi  + Qj  + R k)  • ndS 

"s  s S 

= j j P i • n ds  + jj  Q j ■ n dS  + jj  R k * n dS 

S *S  S 


E E J E 

sai  de  S,  entao  a integral  de  superficie  do  lado  esquerdo 
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Portanto,  para  provar  o Teorema  da  Divergencia,  e suficiente  provar  as  tres  seguintes 


equacoes: 

\Z\ 

j j Pi  • ndS  = ||| 

's  “£ 

ep 

-r~dV 

Sx 

[3J 

JJ  Q.r  ndS  ^ jjj 
* £ 

dQ 

— dV 
dy 

j 4 j 

dR 

dV 

dz 

Para  provar  a Equa^ao  4,  usamos  o fato  de  que  E e uma  regiao  do  tipo  1: 


E — {( x , y,  z)  | (x,  y)  £ D.  ui(x,  y)  z *£  u2(x,  y)} 
onde  Dea  proje?ao  de  E sobre  o piano  xy.  Pela  Equa^ao  15.7.6,  temos 


JJ-j  oz  JJ  Ju,\xty)  Sz 

E D 

Portanto,  pelo  Teorema  Fundamental  do  Calculo, 


dA 


R{ A',  y,  u i (x,  y))]  dA 


z* 


FiGURA  1 


A superficie  fronteira  S e formada  por  tres  pe^as:  a superficie  do  fundo  Si,  a superfi- 
cie  do  topo  S2  e possivelmente  uma  superficie  vertical  S3,  que  esta  acima  da  curva  fron- 
teira de  D.  (Veja  a Figura  1.  Pode  acontecer  de  S3  nao  existir,  como  no  caso  da  esfera.) 
Note  que  sobre  S3  temos  k . • n = 0,  porque  k 6 vertical  ene  horizontal,  e assim 

|J  Rk-ndS=  (J  0 dS  * 0 

Vi 

Logo,  nao  interessando  a existencia  de  uma  superficie  vertical,  podemos  escrever 
H]  jj  R k • n dS  = U R k • n dS  + )J  R k * n dS 

*5  5,  S, 

A equaqao  de  S2  e z — u2(x,  y),  (x,  y)  6D,eo  vetor  normal  que  sai  de  n aponta  para 
cima.  Da  Equasao  16.7.8  (com  F substitufdo  por  R k)  temos 


||  R k ■ n dS  — ||  R(x,  y,  u2(x,  y))  dA 

S2  D 


Sobre  Si  temos  z — u\(x,  y),  mas  aqui  a normal  n aponta  para  baixo,  e entao  multipli- 
camos  por  -1: 


||  R k * u dS  ~ - 1 1 R(x,  y,  «,{ x,  y))  dA 

s,  D 
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CALCULO 


Editora  Thomson 


Note  que  o metodo  de  prova  do 
Teorema  da  Divergencia  e muito 
semeihante  ao  do  Teorema  de  Green. 


c A solugao  do  Exempio  1 deve  ser 
comparada  com  a solugao  do  Exemplo  5 
na  Segao  16.7. 


FiGURA  2 


Portanto  a Equagao  6 da 


| j R k • n dS  = 1 1 [R(x,  y,  u2(x,  v))  ~ R(x,  y,  «,(a,  >’))]  dA 
"s  D 

Comparando  com  a Equagao  5,  temos  que 

|J  R k - n dS  = |’!'|’  — dV 

's  E 

As  Equagoes  2 e 3 sao  provadas  de  modo  analogo,  usando  as  expressoes  para  E como 
uma  regiao  do  tipo  2 ou  do  tipo  3. 

r:  Determine  o fluxo  do  campo  vetorial  F(x,  y,  z)  — z i + y j + x k sobre  a 
esfera  unitaria  x2  + y2  + z2  — 1. 

SOLUQAO  Primeiro  calcularemos  a divergencia  de  F: 

div  F — — {z)  3 (v)  3 (a)  — 1 

dx  dy  ~ dz 

A esfera  unitaria  S e a fronteira  da  bola  unitaria  B dada  por  x2  + y2  + z2  *£  L Entao,  o 
Teorema  da  Divergencia  da  o fluxo  como 

JJ  F-dS»  |||' div  F dV  = j))  1 dV 

s V * V 

= V(B)  = j7t(1)3  = ~ 
umtns  i z Calcule  (j'  F • ,/S.  onde 

5 

F(a,  y,  z)  = xy  i 4-  (y2  + exzl)  j + sen  (xy)  k 

e S e a superficie  da  regiao  E limitada  pelo  cilindro  parabolico  z = 1 — a2  e pelos 
pianos  2 = 0,  y~0ey  + z = 2 (veja  a Figura  2). 


0 


SOLUQAG  Deve  ser  extremamente  dificil  calcular  a integral  da  superficie  dada 
diretamente.  (Teriamos  de  calcular  quatro  integrals  de  superficies  correspondences  as 
quatro  partes  de  S.) 
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FIGURA  3 


Alem  disso,  a divergencia  de  F e muito  menos  complicada  que  o prdprio  F: 


d . B . i 2.  d . 

diV  F = — - (xv)  H (v“  4-  ex"  ) 4 (sen xv, 

dx  " By  Bz 


y + 2y  = 3y 


Portanto,  u samos  o Teorema  da  Divergencia  para  transformar  a integral  da  superficie 
dada  em  uraa  integral  tripla.  O modo  mais  facil  de  calcular  a integral  tripla  e escrever  E 
como  lima  regiao  do  tipo  3: 


E — {(x,  y,  z)  | ~ 1 ^ A =£  L 0 


1 - x2,  0 «£  y ^ 2 - zj 


Assim  temos 


” F • dS 
J* 


III  div  F dV  — HI,  3 ydV 

V T 


♦j  P2-: 

3 j ydydzdx 

. ~ . o Jo  " ' 


3 j j dz  dx 

J~  i Jo  2 


3 f1 

1 

t 

N 

2 J„, 

3 j 

1 

7 

" - -1 

[(x2  + l)3  - 

i-j2 


dx 


- 1 (x6  + 3x4  + 3x2  — 7)  dx 

JO 


184 


35 


Apesar  de  termos  provado  o Teorema  da  Divergencia  somente  para  o caso  de  regioes 
solidas  simples,  ele  pode  ser  provado  para  regioes  que  sao  uma  uniao  finita  de  regiSes  so- 
lidas  simples.  (O  proeedimento  e seme  Ilian  te  ao  usado  na  Segao  16.4  para  estender  o 
Teorema  de  Green.) 

Por  exemplo:  vamos  considerar  a regiao  E que  esta  entre  as  superficies  fechadas  Si  e S2, 
onde  Si  esta  dentro  de  S?-  Sejam  iij  e n2  as  normais  apontando  para  fora  de  Si  e5i.  Entao 
a superficie  fronteira  de  E e S — 5t  U 53  e sua  normal  n e dada  por  n ==  — Hi  sobre  Si  e 
n — n2  sobre  S2  (veja  a Figura  3).  Aplicando  o Teorema  da  Divergencia  a S,  obtemos 


[| j div  F dV  = ||’  F * dS  — |J  F • n dS 


(Jf  * (~n i)dS  + jjF  • n2dS 

S,  S, 

- [j  F ' dS  + j ( F * dS 


Vamos  aplicar  isso  ao  campo  eletrico  (veja  o Exemplo  5 na  Se?ao  16.1): 


E(x) 


:■  -fen.  Sill  “i-,....- 


. i - MiM 


oncle  S j e uma  esfera  pequena  com  raio  a e centro  na  origem.  Voce  pode  verificar  que 
div  E = 0 (veja  o Exercicio  21).  Portanto,  da  Equacao  7 vem 


ff  E * dS  = |J  E • dS  + jj[  div  E dV 

V;  Vi  * V 

= | j E * dS  = | | E * n dS 


O pon to  importante  nesse  calculo  e que  podemos  calcular  a integral  de  superftcie  sobre  S\ 
porque  S\  e uma  esfera.  O vetor  normal  em  x e x/j  x |.  Portanto 


„ sQ  I x 

E * n = - — tt  x 


ixr  \|x 
£0  sQ 


zQ 


X ' X 


ja  que  a equagao  de  Si  e I x I — a.  Logo,  temos 


(J  E • dS  - (J  E • n dS 


T-ff  dS-^A(Sy) 

JJ  a" 


eQ 

— —4 ira’’  = 4 irsQ 
a~ 


Isso  mostra  que  o fluxo  eletrico  de  E e AtteQ  atraves  de  qualquer  superftcie  fechada  Si  que 
contenha  a origem.  [Esse  e um  caso  especial  da  Lei  de  Gauss  (Equagao  16.7.10)  para  uma 
carga  simples.  A relagao  entre  e e so  e s = 1/(47T£o).] 

Outra  aplicacao  do  Teorema  da  Divergencia  aparece  em  escoamento  de  fiuidos.  Seja 
v(x,  y,  z) ) o campo  de  velocidade  de  um  fiuido  com  densidade  constante  p.  Entao  a taxa 
de  vazao  do  fiuido  por  unidade  de  area  eF  = pv.  Se  Po(x0,  yQ,  zq)  e um  ponto  no  fluido  e 
Ba  e uma  bola  com  centro  em  P0  e raio  muito  pequeno  a,  entao  div  F(P)  **  div  F(Po)  para 
todos  os  pontos  de  uma  vez  que  div  F e contmuo.  Aproximamos  o fluxo  sobre  a fron- 
teira  esferica  Sa,  como  segue: 


(J  F * dS  ~ jjj  div  F dV 

•5(3  Ba 

* jjj  div  F(Po)  dV 

Ba 

= divF(p0)m) 

Essa  aproximagao  se  toma  melhor  a medida  que  a—>  0 e sugere  que 

B divF(n)  = lim^jjJF'ds 

A Equagao  8 nos  diz  que  div  F(P0)  e a taxa  liquida  do  fluxo  por  unidade  de  volume  que 
sai  de  P0.  (Essa  e a razao  para  o nome  divergincia.)  Se  div  F(P)  > 0,  a taxa  li'quida  do 
fiuido  esta  saindo  de  perto  de  P,  e P e chamado  fonte.  Se  div  F(P)  < 0,  a taxa  lfquida 
do  fiuido  esta  entrando  perto  de  P,  e P e denorainado  sorvedouro. 
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Para  o campo  vetorial  da  Figura  4,  parece  que  os  vetores  que  terminam  proximo  de  P, 
sao  menores  que  os  vetores  que  iniciam  perto  do  mesmo  ponto  Pt.  Entao  o fluxo  liquido 
sai  peito  de  Pu  e assim  div  F(Pt)  > 0 e Pi  e uma  fonte.  Por  outro  iado,  perto  de  P2 , os 
vetores  que  chegam  sao  maiores  que  os  que  saem.  Aqui  o fluxo  liquido  e na  dire^ao  de 
entrar,  assim  div  F(Pz)  < 0 t Pz  6 uni  sorvedouro.  Podemos  usar  a formula  para  F para 
confirmar  essa  impressao.  Como  F = x i 4-  y~  j,  temos  div  F — 2x  4 2 y\  que  e positive 
quando  y > ~x.  Assim  os  pontos  acima  da  reta  y — ~x  sao  fontes  e os  pontos  abaixo  da 
reta  sao  sorvedouros. 


FIGURA  4 
Campo  vetorial  F — x2i  4 v'j 


z9  / / i t 

'if  / // 

! t t S S* 

P , 

' ''  « 

-*  - 

-*  - - ' - 

' - — — * 
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Exercicios 


H|;  A figura  mostra  um  campo  vetorial  F.  Use  a interpreta^ao  da 
divergencia  derivada  nesta  secao  para  determinar  se  div  F e 
positivo  ou  negativo  em  P 1 e em  P2. 
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2.  (a)  Os  pontos  Pi  e P2  sao  fontes  ou  sorvedouros  para  o campo 
vetorial  F mostrado  na  figura?  De  uma  explica£ao  baseada 
exclusivamente  na  figura. 

(b)  Dado  F(x,  v)  = (x,  y2 ),  use  a defini^ao  de  divergencia 
para  verificar  sua  resposta  da  parte  (a). 
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3-6  □ Verifique  que  o Teorema  da  Divergencia  e verdadeiro  para  0 
campo  vetorial  F na  regiao  E. 

1.3.  F(x,  y,  z)  = 3xi  + xy  j + 2 xz  k, 

E to  cubo  limitado  pelos  pianos  x — 0,  x — 1,  y — 0,  v — 3, 

2 = 0ez  = 1 

4.  F(x,  y,  z)  — x2  i + xy  j + 2 k 

E 60  solido  delimitado  pelo  paraboloide  2 — 4 - x2  - y2  e 
pelo  piano  xy 

5.  F(x,  y,  2)  — xy  i 4 >>2  j 4 zx  k, 

E to  cilindro  sdlido  x2  4 y2  s£  1,  0 z «=  1 

6.  F(x,  y,  z)  = x i + y j 4 2 k, 

E 6 a bola  unitaria  x2  4 y2  + z2  «£  1 

7-1?  □ Use  o Teorema  da  Divergencia  para  calcular  a integral  de 
superficie  jjs  F • dS:  ou  seja,  calcule  o fluxo  de  F atraves  de  5. 

7.  F (x,  v,  2)  — ex  sen y i 4 e x cos  y j 4 vz2  k 

St  a superficie  da  caixa  delimitada  pelos  pianos  x — 0,  x — 1, 

}’  = 0,}’=  1,  z = 0,  e z = 2 

8.  F(x,  v,  z)  — x V i 4 2xyz3j  4 xz4  k 

Sc  a superficie  da  caixa  de  vertices  (±1,  ±2,  ±3) 

I®  F(x,  z)  — 3xy2  i 4 xeTj  4 z3  k, 

Sea  superficie  do  solido  limitado  pelo  cilindro  f + z2  = 1 e 
pelos  pianos  x — - 1 e x = 2 

10.  F(x,  y,  z)  = x3y  i - x2y2  j - x2yz  k, 

Si  a superficie  do  sdlido  limitado  pelo  hiperboioide 
x2  4 y2  - 2-  = 1 e pelos  pianos  2 = -2  e 2 = 2 
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11.  Fix,  y,  z)  — xy  sen  2 i + cos(xz)  j + v cos  z k 
5eo  elipsoide  x2/a2  + y2/b~  + z2/c2  — 1 

12.  FU,  y,  2)  = x2y  i + xy 2 j + Ixyzk 

Si  a superffcie  do  tetraedro  limitado  pelos  pianos  x = 0, 
y ~ 0,  z = 0,  e .v  + 2 y + z — 2 

13.  Fix,  y,  z)  — (cos  z + xy1)  i + xe~: \ + (seny  + x22)k 
S 6 a superffcie  do  solido  iimitado  pelo  paraboloide 

z = x2  + y2  e o piano  2 — 4 

14.  F(x,  y,  z)  ~ x4  i - xV  j 4-  4xy2zk 

5ea  superffcie  do  solido  limitado  pelo  cilindro  x2  + v?  = 1 e 
os  pianos  z = x + 2ez~0 

15.  F(x,  v,  z)  — 4x’’zi  + 4yJzj  + 3z4k 

Si  a esfera  com  centre  na  origem  e raio  R 

16.  F(x,  y,  z)  = (x ' + ysen  z)  i + (y 2 + zsenx)  j + 3z  k , 

Si  a superffcie  do  solido  limitado  pelos  hemisferios 

z = v4  — x1  — y2,  z — yl  — x2  “ y2  e pelo  piano  z = 0 

17.  F(x,  y,  z)  — ey  tg  z i 4-  y y 3 — x2  j 4-  x senv  k , 

5 e a superffcie  do  solido  que  esta  acima  do  piano  xy  e abaixo 
da  superffcie  z ~ 2 — x4  — y \ — 1 x 1,-1  *£  y *£  l 

18.  Use  um  sistema  algebrico  computacional  para  plotar  o 
campo  vetorial 

F(x,  y,  z)  — sen  x cos2y  i + sen3y  cos4z  j + sen2z  cos6x  k 
no  cubo  obtido  cortando  o primeiro  octante  pelos  pianos 
x = 7t/2,  y = ?r/2,  ez  = 77-/2.  Em  seguida  calcule  o fluxo 
atraves  da  superffcie  do  cubo. 

19.  Use  o Teorema  da  Divergencia  para  calcular  ijs  F * dS,  onde 

F(x,  y,  z)  — z2x  i +•  (5  y3  + tg  z)  j + ( x2z  + y2)  k 

ei’e  a metade  de  cima  da  esfera x2  + y2  + z2  = 1. 

[ Dica : note  que  S nao  e uma  superffcie  fechada.  Calcule 
primeiro  as  integrais  sobre  S\  tS?,  onde  S]  e o cfrculo 
x2  4-  y2  1,  orientado  para  baixo,  e Sz  = S U 5,. 3 

20.  Seja  F(x,y,  z)  « z tg-  (y2)i  + z3  ln(x2  + 1)  j + z k. 

Determine  o fluxo  de  F atraves  da  parte  do  paraboloide 
x2  + y2  + z = 2 que  esta  acima  do  piano  z — 1 e esta 
orientada  para  baixo. 

21.  Verifique  que  div  E = 0 para  o campo  eletrico 

, £<2 
E(x)  = tt?  x 
|x|- 

22.  Use  o Teorema  da  Divergencia  para  calcular 

j[  (2x  + 2y  + z2)dS 

s 

onde  Si  a esfera  x2  + y2  + z‘  = 1. 


Prove  cada  identidade,  admitindo  que  S e £ satisfai^am  as 
condi^oes  do  Teorema  da  Divergencia  e que  as  fun^oes  escalares  e 
componentes  do  campo  vetorial  tenham  derivadas  parciais  de 
segunda  ordem  contfnuas. 

23.  | j a * n dS  — 0,  onde  a e um  vetor  constante 

C 

24.  V(E)  - | jj  F • dS,  onde  F(x,  y,  z)  = x i + y j + z k 

s 

25.  j j rot  <1>  ■ d~S  — 0 

26.  jj  DJdS  - jjj  V2fdV 

S F 

27.  jj  (fVg)  • n dS  - Jjj  (fV2g  + V/-  Vg)  dV 

.J  * £ 

28.  jj  (fVg  ~~  gVf)  • n dS  - jjj  (fV2g  - gV2f)  dV 

S £ 

29.  Suponha  que  S e E satisfacam  as  condicoes  do  Teorema  da 
Divergencia  e/seja  uma  funcao  escalar  com  derivadas  parciais 
contfnuas.  Prove  que 

JJ  fndS  — JJJ  V. fdV 

~S  " £ 

Essa  superffcie  e a integral  tripla  da  funijao  vetorial  sao  vetores 
definidos  integrando  cada  funcao  componente. 

[Dica:  comece  aplicando  o Teorema  da  Divergencia  a F =/c, 
onde  c e um  vetor  constante  arbitrario.j 

30.  Um  solido  ocupa  a regiao  E com  superffcie  S e esta  imerso  em 
um  lfquido  com  densidade  constante  p.  Estabelecemos  um 
sistema  de  coordenadas  de  modo  que  o piano  xy  coincida  com  a 
superffcie  do  lfquido  e valores  positivos  de  z sejam  medidos  para 
baixo  adentrando  no  lfquido.  Entao  a pressao  na  profundidade  z e 
p = pgz , onde  g 6 a acelera^ao  da  gravidade  (veja  a Se^ao  8.3), 

A forca  de  empuxo  total  sobre  o solido  devida  a distribuifao  de 
pressao  e dada  pela  integral  de  superffcie 

F =====  — j j pndS 
' s 

onde  neo  versor  normal  apontando  para  fora.  Use  o resultado 
do  Exercfcio  29  para  mostrar  que  F — — VFk,  onde  W e o peso 
do  lfquido  deslocado  pelo  solido.  (Note  que  F e direcionado 
para  cima  porque  z esta  direcionado  para  baixo.)  O resultado  e 
o Principio  de  Archimedes:  a forga  de  empuxo  sobre  um  objeto 
e igual  ao  peso  do  h'quido  deslocado. 
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MO  ^ 

* w Resumo  dos  Teoremas 

Os  principals  resultados  deste  capitulo  sao  versoes  em  dimensao  maior  do  Teorema 
Fundamental  do  Calculo.  Para  ajuda-lo,  coletamos  os  teoremas  (sem  suas  hipoteses)  de 
forma  que  voce  possa  ver  mais  facilmente  suas  semelhan^as  essenciais.  Note  que  em  cada 
caso  temos  uma  integral  de  uma  “derivada”  sobre  uma  regiao  do  lado  esquerdo,  e do  lado 
direito  temos  os  valores  da  fun^ao  original  somente  na  fronteira  da  regiao. 


'f  1 
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Re  visa  o 


VERIFICAQAO  DE  CONCEITOS 


1.  0 que  € um  campo  vetorial?  De  tres  exemplos  com  significado 
fisico. 

2.  (a)  O que  e um  campo  vetorial  conservativo? 

(b)  O que  6 uma  funcao  potencial? 

3.  (a)  Escreva  a definicao  da  integral  de  linha  para  uma  funcao 

escalar / ao  longo  de  uma  curva  lisa  CT  em  rela^ao  ao 
comprimento  de  arco. 

(b)  Como  calcular  tal  integral? 

(c)  Escreva  expressoes  para  a massa  e o centro  de  massa  para 
um  arame  fino  com  o fonnato  da  curva  C se  o arame  tiver 
funcao  densidade  linear  p(x,  >■). 

(d)  Escreva  a definicao  das  integrals  de  linha  sobre  C de  uma 
fungao  escalar/ com  relagao  a x,  y e z. 

(e)  Como  calcular  essas  integrals  de  linha? 

4.  (a)  Defina  a integral  de  linha  do  campo  vetorial  F ao  longo  da 

curva  lisa  C dada  pela  fungao  vetorial  r(r). 

(b)  Se  F e um  campo  de  forga,  o que  essa  integral  de  linha 
representa? 

(c)  Se  F ~ (P,  Q,  R),  qual  a relagao  entre  a integral  de  linha 
de  F e as  integrals  de  linha  dos  componentes  P,  Q e /?? 

5.  Enuncie  o Teorema  Fundamental  para  as  Integrals  de  Linha. 

6.  (a)  O que  significa  dizer  que  fc  F * dr  e independente  do 

caminho? 

(b)  Se  voce  sabe  que  jr  F • dr  e independente  do  caminho,  o 
que  pode  dizer  sobre  F? 

7.  Enuncie  o Teorema  de  Green. 

8.  Escreva  expressoes  para  a area  delimitada  pela  curva  C em 
termos  da  integral  de  linha  ao  redor  de  C. 

9.  Suponha  que  F seja  um  campo  vetorial  sobre  IRA 

(a)  Defina  rot  F. 

(b)  Defina  dlv  F. 


(c)  Se  F for  um  campo  de  velocidade  em  um  fluido,  qual  a 
interpretagao  fi'sica  de  rot  F e de  div  F? 

10.  Se  F = P i + Q j,  como  voce  determina  se  F e conservativo? 
E se  F for  um  campo  vetorial  em  R3? 

11.  (a)  O que  e uma  superficie  parametrica?  O que  sao  suas 

curvas  de  grade? 

(b)  Escreva  uma  expressao  para  a area  de  uma  superft'cie 
parametrica. 

(c)  Qual  e a area  da  superficie  dada  pela  equagao  z = g(x,  v)? 

12.  (a)  Escreva  a definicao  da  integral  de  superficie  de  uma 

funcao  escalar  /sobre  uma  superficie  S. 

(b)  Como  calcular  tal  integral  se  S for  uma  superficie 
parametrica  dada  por  uma  fungao  vetorial  r (u,  v)l 
■ (c)  E se  S for  dada  pela  equaqao  z ==  g(x,  y)l 

(d)  Se  uma  folha  fina  tern  o formato  de  uma  superficie  S,  e a 
densidade  em  (x,  y,  z)  e p(x,  y,  z),  escreva  expressoes  para 
a massa  e o centro  de  massa  da  folha. 

13.  (a)  O que  e uma  superficie  orientada?  De  um  exemplo  de  uma 

superficie  nao-orientada. 

(b)  Defina  a integral  de  superficie  (ou  fiuxo)  de  um  campo 
vetorial  F sobre  uma  superficie  orientada  S com  vetor 
unitario  normal  n. 

(c)  Como  calcular  tal  integral  se  S for  uma  superficie 
parametrica  dada  pela  funijao  vetorial  r(u,  v)? 

(d)  E se  S for  dada  por  uma  equa^ao  z — g(x,  >!)? 

14.  Enuncie  o Teorema  de  Stokes. 

15.  Enuncie  o Teorema  da  Divergencia. 

16.  Quais  as  semelhan^as  entre  o Teorema  Fundamental  para  as 
Integrals  de  Linha,  o Teorema  de  Green,  o Teorema  de  Stokes 
e o Teorema  da  DivergSncia? 


TESTES  FALSO-VERDADE1RO 


Determine  se  as  afirmagoes  sao  falsas  ou  verdadeiras.  Se  verdadeiras, 
explique  por  que.  Se  falsas,  explique  por  que  ou  de  um  contra-exemplo. 

1.  Se  F for  um  campo  vetorial,  entao  div  F e um  campo  vetorial. 

2.  Se  F for  um  campo  vetorial,  entao  rot  F 6 um  campo  vetorial 

3.  Se  / tern  derivadas  parciais  de  todas  as  ordens  contmuas  sobre 
K3,  entao  div(rot  V/)  - 0. 

4.  Se  / tem  derivadas  parciais  continuas  sobre  R 3 e C for  um 
circulo  qualquer,  entao  Jc  V/  * dr  * 0. 


5.  Se  F ==  P i + Q j e Py  — Q*  em  uma  regiao  aberta  D,  entao  F 
e conservativo. 

6-  S-c  f(x>  T)  ds  = Jc  f(x~  >’)  ds 

1,  Se  .S'  e uma  esfera  e F um  campo  vetorial  constante,  entao 
JJsF-rfS-0. 

8.  Existe  um  campo  vetorial  F tal  que 

rot  F — x i + y j + z k 
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EXERCICIOS 


1.  Sao  mostrados  um  campo  vetorial  F,  uma  curva  Ceum  ponto  P. 

(a)  jr  F • dr  e positivo,  negativo  ou  zero?  Explique. 

(b)  div  F (P)  e positivo,  negativo  ou  zero?  Explique. 


2-9  □ Caicule  a integral  de  linha. 

2.  jr  x ds , 

C 6 o arco  de  parabola  y — x2  de  (0,  0)  a (1,  I). 

3.  J(.j xizds, 

C : x = 2 sen  /,  y = t,  z — 2 cos  t,  0 t -n/2 

4.  fr  xv  dx  + y riy,  C e a senoide  v ~ sen  x, 

7r/2 

5.  JcxJy  f/x  — x dy , 

Ceo  ctrculo  xz  + y1  = 1 orientado  no  sentido  anti-horario. 

6.  jc  sfxy  dx  + ey  dy  + xz  dz,  C e dada  por 

r(t)  — tA  i + t 2 j + t 3 k,  0 1 . 

7.  Jc  y dx  + z dy  + x dz, 

C e formado  pelos  segmentos  de  reta  que  vao  de  (0,  0,  0)  a 
(1,  1 , 2)  e de  ( 1 , 1,2)  a (3,  1,4). 

8.  jc  F • dr,  onde  F(x,  y)  = xy  i + x2  j e C e dada  por 

r(t)  = sen  M + (1  + t)  j,  0 ^ r tt 

9.  fc  F • Jr,  onde  F(x,  y,  z)  — C i + xz  j + (x  + y)  k e c e dada 

por  11  r(r)  — t2\  + f3j  - ik,  0 *£  t *=  l. 

10.  Determine  o trabalho  realizado  pelo  campo  de  for$a 

F(x, y,  z)  = z i -f  x j t )’k 

para  mover  uma  partfcula  do  ponto  (3,  0,  0)  para  o ponto 
(0,  7t/2,  3) 

(a)  por  uma  reta 

(b)  pela  helice  x — 3 cos  t,  y — t,  z — 3 sen  t 

11-12  □ Mostre  que  F 6 um  campo  vetorial  conservative.  Entao 
encontre  a funcao/tal  que  F = V/. 

11.  F(x,  y)  = (1  + xy)exyi  + (ey  4-  x‘exy)  j 
F (x,  y,  z)  = sen  y t + x cos  y j - sen  z k 


13-14  □ Mostre  que  F e conservative  e use  esse  fato  para  calcular 

jc  F • dr  ao  longo  da  curva  dada. 

13.  F(x,  y)  ~ (4x"v  — 2xy/  i + (2x’y  — 3x~y''  + 4y  / j, 

C:  r (t)  = (>  + sen  rrt)  i + (2t  + cos  irt)  j,  0 t ^ l 

14.  F(x,  y,  z)  — ey  i + (x<?v  + e:)  j + ye  ’ k 
Ceo  segmento  de  reta  de  (0,  2,  0)  a (4,  0,  3) 

15.  Verifique  que  o Teorema  de  Green  e verdadeiro  para  a integral  de 
linha  jcxy2  dx  — xl  y dy,  onde  C consiste  na  parabola  y = x2, 
de  (-1,  1)  a (1,  1)  e do  segmento  de  reta  de  (I,  1)  a (-1,  1). 

16.  Use  o Teorema  de  Green  para  calcular 

j v I + x3  dx  + 2xy  dy 

onde  Ceo  triangulo  com  vertices  (0,  0),  (1,  0)  e (1,  3). 

1 7.  Use  o Teorema  de  Green  para  calcular  jf x2 y dx  - xy 2 dy , onde 
Ceo  ctrculo  X'  + y~  ~ 4 orientado  no  sentido  anti-horario. 

18.  Determine  rot  F e div  F se 

F(x,  y,  z)  ~ e~x  seny  i + e~y  sen  z j + e~!  senx  k 

19.  Mostre  que  nao  existe  um  campo  vetorial  G tal  que 

rot  G — 2x  i +■  3vz  j — xz2  k 

20.  Mostre  que,  sob  algumas  condi?oes  a serem  estabelecidas 
sobre  os  campos  vetoriais  F e G, 

rot  (F  X G)  ~ F div  G - G div  F + (G  • V)F  - (F  • V)G 

21.  Se  C e uma  curva  simples  fechada  lisa  por  trechos,  e/e  g sao 
fun^oes  diferenciaveis,  mostre  que 

j /(x)  dx  + g(y)  dy  — 0 

22.  Se/e  g sao  funqoes  duplamente  diferenciaveis,  mostre  que 

V2(fg)=fV2g  + gV2f+2Vf-Vg 

23.  S e/6  uma  funqao  harmonica,  ou  seja,  V 2f  — 0,  mostre  que  a 
integral  de  linha  J fy  dx  — / dy  e independente  do  caminho  em 
qualquer  regiao  simples  D. 

24.  (a)  Esboce  a curva  C com  equacoes  parametricas 

x — cos  / y — sen  t z — sen  / 0 t « 2i r 

(b)  Determine 

jc2 xe~-  dx  + (2x'<? 2>  -f  2y  cotg  z)  dy  — y2  cossec2z  dz 

25.  Determine  a area  da  parte  da  superffcie  z — x2  + 2y  que  esta 
acima  do  triangulo  com  vertices  (0,  0),  (1,  0)  e (L  2). 

26.  (a)  Determine  uma  equacao  do  piano  tangente  ao  ponto 
(4,  -2,  1)  para  a superffcie  parametriea  S dada  por 

r (u,  v)  = v2  i - uv  j + u2k  , 0^«^3,-3^t)^3 


iti&j inO/MmiM 
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(b)  Use  um  computador  para  tracar  o grafico  da  superf/cie  5 e 
do  piano  iangente  achado  na  parte  (a). 

(c)  Estabele^a,  mas  nao  calcule,  uma  integral  que  de  a area  da 
superficie  S. 

(d)  Se 


F(x,  y,  z)  — 


7 

z~ 

1 4-  x~ 


i + 


x2 

I + v" 


j + 


ache  ff  F • dS  preciso  ate  a quarta  casa  decimal. 


21-30  d Calcule  a integral  de  superficie. 

27.  ffs  z dS , onde  Sea  parte  do  paraboloide  z — x2  4-  v2  que  esta 
abaixo  do  piano  z ~ 4 

28.  ff  (x2z  + y2z)  dS,  onde  Sea  parte  do  piano  z ~ 4 + x + y 
que  esta  dentro  do  cilindro  x1  + v2  = 4 

29.  £f,  F * dS,  onde  Fix,  v,  z)  = xzi  - 2y  j + 3rkeSea  esfera 
x2  + y2  + z1  = 4 com  orienta^ao  para  fora 

30.  ffs  F - dS,  onde  F(x,  y,  z)  — x2  i + xy  j + z k e S e a pane  do 
paraboloide  z = x2  4-  y 2 abaixo  do  piano  z — 1 com 
orientacao  para  cima 


31.  Verifique  que  o Teorema  de  Stokes  e verdadeiro  para  o campo 
vetorial 

Fix,  y,  z)  — x1  i + y2  j + z2  k, 

onde  Sea  parte  do  paraboloide  z — I ~ x1  ~ y2  que  esta 
acima  do  piano  xy,  e S esta  orientado  para  cima. 

32.  Use  o Teorema  de  Stokes  para  calcular  jj?  rot  F * dS,  onde 
F(x,  y,  z)  ~ x2yz  i + yz1  j + z2exy  k,  Sea  parte  da  esfera 
x2  + y2  4-  z2  = 5 que  esta  acima  do  piano  z ~ 1 , e S tem 
orientacao  para  cima. 

33.  Use  o Teorema  de  Stokes  para  calcular  jc  F • dr.,  onde 

F(x,  y,  z)  = xy  I + yz  j 4-  zx  k e C e o triangulo  com  vertices 
(1,0,  0),  (0,  1,  0)  e (0,  0,  1),  orientado  no  sentido  anti-horario 
quando  visto  de  cima. 

34.  Use  o Teorema  da  Divergencia  para  calcular  a integral  de 
superficie  ff5 F • dS,  onde  F(x, y, z)  — x 3 i + y3 j + z keSe 
a superficie  do  s61ido  delimitado  pelo  cilindro  r + y2  = 1 e 
pelos  pianos  z ~ 0 e z ~ 2. 

35.  Verifique  que  o Teorema  da  Divergencia  e verdadeiro  para  o 
campo  vetorial 

F(x,  y,  z)  = x i 4-yj  + zk, 
onde  E € a bola  unitaria  x2  + y2  + z2  1. 


36.  Calcule  o fluxo  para  fora  de 


F(x,  y,  z)  = 


x i + y j + z k 
(x 2 + y2  + z2)3/2 


alraves  do  elipsoide  4x2  + 9 y2  4 6z  = 36. 


37.  Seja 

F(x,  y,  z)  = (3 x2yz  - 3y)  i 4-  (x'z  — 3x)  j 4-  (x3y  4-  2z)  k 

Calcule  fc  F * dr,  onde  C e a curva  com  inicio  em  (0,  0,  2)  e 
t6rmino  em  (0,  3,  0),  como  mostrado  na  tigura. 

2f 

| (0. 0.  2} 


& 

j 


38.  Seja 


F(x,y)  = 


(2x3  4-  2xy2  — 2y)  i 4-  (2yJ  4-  2x2y  + 2x)  j 

•>  , i 

x 4"  y 


Calcule  6,  F • dr,  onde  C e como  mostrado  na  figura. 


y j 

\ 

\ 

) 

••  C 

j 

/ ° 

X 

I ✓'“N 

l 

/ 

/ 

39.  Determine  Jf.  F * n dS,  onde  F(x,  y,  z)  — x i + y j 4 zkeSe 
a superficie  mostrada  na  figura,  com  orientacao  para  fora 
(a  fronteira  do  cubo  com  um  cubo  unitario  removido). 


40.  Se  os  componentes  de  F tem  derivadas  parciais  de  segunda 
ordem  continuas  eSea  superficie  fronteira  de  uma  regiao 
sdlida  simples,  mostre  que  j js  rot  F • dS  — 0. 


Problemas  Quentes 

1.  Seja  5 uma  superficie  parametrica  lisa  e seja  P um  ponto  ta!  que  cada  raio  que  comece  em  P 
intercepte  5 no  maximo  uma  vez.  O angulo  solido  0(5)  subtendido  por  5 cm  P 6 o conjunto 
dos  raios  que  come^am  em  P e passam  por  5.  Seja  S(a)  a interse^ao  de  0(5)  com  a superficie 
da  esfera  com  cenlro  em  P e raio  a.  Entao  a medida  do  angulo  solido  ( estereo-radianos ) e 
definida  como 


imm  - te,^s(a) 

Aplique  o Teorema  da  Divergencta  para  a parte  de  0(5)  entre  5(a)  e 5 para  mostrar  que 

| 0{5)|  = ||  -Y-dS 
's  r 

onde  reo  vetor  radial  de  P a um  ponto  qualquer  sobre  r — | r |,  e o sentido  do  vetor  unitario 
normal  n e saindo  de  P. 

Isso  mostra  que  a defini^ao  de  medida  de  um  angulo  solido  e independente  do  raio  a da 
esfera.  Assim,  a medida  do  angulo  solido  e igual  a area  subtendida  sobre  uma  esfera  unitdria. 
(Note  a analogia  com  a definifao  da  medida  em  radianos.)  O angulo  total  solido  subtendido  por 
uma  esfera  em  seu  centro  e,  portanto,  4 it  estereo-radianos. 


2.  Ache  uma  curva  simples  fechada  C para  a qua!  o valor  da  integral  de  linha 

\c  (y3  - >0  dx  - 2x3dy 


6 maximo. 

3,  Seja  C uma  curva  espacial  simples  fechada  lisa  por  trechos  que  esteja  contida  em  um  piano  com 
vetor  unitario  normal  n = (a,  b,  c)  e orientada  positivamente  em  rela^ao  a n.  Mostre  que  a area 
do  piano  contida  por  C 6 

j | (bz  - cy)  dx  + (ex  — az)  dy  4-  (ay  — bx)  dz 
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4.  A iigura  relrata  a seqiiencia  de  eventos  em  cada  cilindro  de  um  motor  de  quatro  cilindros  de 
combustao  interna.  Cada  pistao  se  move  para  cima  e para  baixo  e estd  ligado  por  um  bra<jo-piv6 
ao  virabrequim.  Seja  Pit)  e V(t)  a pressao  e o volume  dentro  de  um  cilindro  no  instante  t,  onde 
a «£  t =s  b di  o tempo  necessario  para  um  cicio  compfeto.  0 gralico  mostra  como  P e V variam 
durante  um  cicio  em  um  motor  de  quatro  tempos. 


Durante  o estagio  de  indu^ao  (de  CD  a ®)  a mistura  de  ar  e gasolina  a pressao  atmosferica  e 
aspirada  para  o interior  do  cilindro  peia  valvula  de  entrada  a medida  que  o pistao  se  move  para 
baixo.  At  o pistao  comprime  rapidamente  a mistura  com  a valvula  fechada,  no  estagio  de  com- 
pressao  (de  @ a ®)  durante  o qual  a pressao  aumenta  e o volume  diminui.  Em  ® uma  faisca  prove - 
niente  da  vela  de  igni^ao  provoca  a combustao  da  mistura,  elevando  a temperatura  e a pressao  com 
um  volume  praticamente  constante  ate  @.  Ai,  com  a valvula  fechada,  uma  rapida  expansao  do 
volume  for$a  o pistao  para  baixo  durante  o estagio  de  potencia  (de  <$)  a ©).  A valvula  se  abre,  a 
temperatura  e a pressao  caem,  e a energia  mecanica  armazenada  no  volante  impulsiona  o pistao 
para  cima,  for^ando  a satda  dos  gases  que  se  formaram  no  interior  pela  valvula,  no  estdgio  de 
exaustao.  A valvula  de  exaustao  se  fecha  e a valvula  de  entrada  se  abre.  Estamos  de  volta  a d)  e o 
cicio  se  reinicia. 

(a)  Mostre  que  o trabalho  realizado  pelo  pistao  durante  um  cicio  de  um  motor  de  quatro  tempos 
€ W — fc  P dV , onde  Cea  curva  no  piano  PV  mostrada  na  figura. 

[ Dica : seja  x(r)  a distancia  do  pistao  at£  o topo  do  cilindro  e note  que  a for§a  sobre  o 
pistao  e F — APit)  i,  onde  At  a area  do  topo  do  pistao.  Entao,  W — |'r  F • dr,  onde  C\  6 
dado  por  r (t)  — x{t)  i,  a ^ t ^ b.  Um  modo  altemativo  e 
trabalhar  diretamente  com  as  somas  de  Riemann.] 

(b)  Use  a Formula  16.4.5  para  mostrar  que  o trabalho  e a diferen^a  da  area  contida  pelos  dois 
la^os  de  C. 


Equa^oes  Diferenciais 
de  Segunda  Ordem 


A carga  em  um  circuito  eletrico 
e influenciada  pelas  equates 
diferenciais  resolvidas  na  se^ao  17.3. 
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Editora  Thomson 


A ideia  central  das  equapoes  diferenciais  esta  expiicada  no  Capitulo  9,  onde  nos 
concentramos  nas  equates  de  primeira  ordem.  Neste  capftulo  estudaremos  as 
equapoes  diferenciais  lineares  de  segunda  ordem  e aprenderemos  como  apiica-ias 
para  resolver  probiemas  de  vibrapoes  de  mola  e circuitos  eietricos.  Verernos  tambem 
como  series  infinitas  podem  ser  usadas  para  resolver  equapoes  diferenciais. 


Equates  Lineares  de  Segunda  Ordem 


Uma  equapao  diferencial  linear  de  segunda  ordem  tem  a forma 

US  P(x)  + Q(x)  -J-  + R(x)y  — G(x) 

ax  ax 

onde  P,  Q,  R e G sao  funcoes  contfnuas.  Vimos  na  Sepao  9.1  que  equapoes  desse  tipo 
surgem  no  estudo  do  movimento  de  uma  mola.  Na  Sepao  17.3  aprofundaremos  essa  apli- 
capao  bem  como  a dos  circuitos  eietricos. 

Nesta  sepao  vamos  estudar  o caso  onde  G (x)  = 0,  para  todo  x,  na  Equapao  1.  Tais 
equapoes  sao  chamadas  equapoes  lineares  homogeneas.  Assim.  a forma  de  uma  equapao 
diferencial  linear  homogenea  de  segunda  ordem  e 

i9  ^ ^ 

\2]  P(x)  — r + Q(x)  + R(x)y  — 0 

dx~  ax 

Se  G(x ) # 0 para  algum  x,  a Equapao  1 e nao  homogenea  e sera  discutida  na  Sepao  17.2. 

Dois  fatos  basicos  permitem-nos  resolver  equapoes  lineares  homogeneas.  O primeiro 
estabelece  que,  se  conhecermos  duas  solupoes  vt  e y2  de  tal  equapao,  entao  a combinapao 
linear  y — Ciyi  + c2y2  e tambem  uma  solupao. 

i LlJ  Teorema  Se  ji(x)  e y2(x)  sao  solupoes  da  equapao  linear  homogenea  (2)  e qe  j 
j c2  sao  constantes  quaisquer,  entao  a funpao 

! y(x)  — ciji(x)  + c2v2(x) 

I 

3 e tambem  uma  solupao  da  Equapao  2. 

j ^ ^ J 

Preva  Uma  vez  que  y3  e y2  sao  solupoes  da  Equapao  2,  temos 

P(x)y['  + Q{x)y\  + P(x)yi  = 0 
e Pix)y’{  + Q{x)y'i  + R(x)y2  = 0 

Portanto,  usando  as  regras  basicas  para  diferenciacao,  temos 
P(x)y"  + Q\x)y'  + R(x)y 

= R{x){ciyi  + c2yi)"  + G(x)(c,yj  + c2y2)'  + P(x)(ciy,  + c2y2) 

= P(x)(cj>’f  + c2y2)  + Q{x)(cxy[  + c2y2)  + P(x)(c3y1  + c2y2) 

= ci[P(x)y"  + Q(x)y[  + R(x)y{]  + c2[P{x)yZ  + Q{x)y[  + R(x)y2] 

= cj(  0)  + c2(0)  — 0 

Assim,  y = Ciji  + c2y2  6 uma  solupao  da  Equapao  2.  0 


niMv,. 


n nVr^h  , . ..  . . , .AiVSl 
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O outro  fato  que  precisamos  e dado  pelo  seguinte  teorema,  provado  em  cursos  mais 
avan?ados.  Dizemos  que  a solU9ao  geral  e uma  combina^ao  linear  de  duas  solu^des  ii- 
neares  independentes  yt  e y2.  Isso  significa  que  nem  vj  nem  y2  e um  miiltiplo  constante 
do  outro.  Por  exemplo:  as  fungoes  fix)  — x2  e g(x)  — 5xz  sao  Linearmente  dependentes, 
mas  fix)  — ex  e g(x)  — xex  sao  linearmente  independentes. 


{ [Tj  ieorema  Se  y{  e y2  forem  solufoes  linearmente  independentes  da  Equa^ao  2, 
| entao  a solu^ao  geral  e dada  por 

y(x)  = ciyi(x)  + ciy2(x) 

! onde  C\  e c2  sao  constantes  arbitrarias. 


O Teorema  4,  muito  util;  diz  que,  se  conhecermos  duas  soloes  particulates  linear- 
mente independentes,  entao  conheceremos  todas  as  solu^oes. 

Em  geral,  nao  e facil  descobrir  solu^des  particulares  para  uma  equa^ao  linear  de 
segunda ordem.  Mas  e sempre  possivel  fazer  isso  se  as  fun^oes  coeficientes  P,  QeR  forem 
fun9oes  constantes,  isto  e,  se  a equa9ao  diferencial  tiver  a forma 


[Si  ay"  + by’  + cy  = 0 


onde  a,  b e c sao  constantes  e a # 0. 

Nao  e dificil  pensar  em  alguns  provaveis  candidates  para  as  solu9oes  particulares  da 
Equa9ao  5 se  enunciarmos  verbal mente.  Estamos  examinando  para  uma  fun9ao  y tal  que 
uma  constante  vezes  sua  segunda  derivada  y"  mais  outra  constante  vezes  y'  mais  a terceira 
constante  vezes  y e igual  a 0.  Sabemos  que  a funcao  exponencial  y = erx  (onde  r e uma  cons- 
tante) tern  a propriedade  que  sua  derivada  e uma  constante  multipla  dela  mesma:  y'  = rerx. 
Alern  disso,  y"  ~ r2erx.  Se  substituirmos  essas  expressoes  na  Equa9§o  5 veremos  que 
y = erx  e uma  solu9ao  se 

ar2erx  + brerx  + cerx  = 0 
ou  ( ar 2 + br  + c)erx  = 0 

Mas  eTX  e diferente  de  zero.  Assim,  y — erx  e uma  solu9ao  da  Equa9&o  5 se  re  uma  raiz 
da  equa9ao 

Is]  I ar 2 + br  + c — 0 I 


A Equa9§o  6 e denominada  equa^ao  auxiliar  (ou  equatjao  caracteristica)  da  equa9ao 
diferencial  ay"  + by'  + cy  ~ 0.  Note  que  ela  e uma  equa9§o  algebrica  que  foi  obtida  da 
equa9ao  diferencial  substituindo-se  y"  por  r2,  y'  por  r,  e _y  por  1. 

Algumas  vezes  as  raizes  a e r2  da  equa9ao  auxiliar  podem  ser  determinadas  fatoran- 
do-se.  Em  outros  casos  elas  sao  encontradas  usando-se  a formula  quadratica: 


0 


■b  + sjb2 
2 ~a 


4 ac 


r2 


-b  — sjb~  — 4 ac 
2 a 


Separamos  em  tres  casos  de  acordo  com  o sinal  do  discriminante  b2  — 4 ac. 
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CAICULO 


Editora  Thomson 


■:  Na  Figura  1 o grafico  das  solugoes 
basicas  f(x)  = elx  e g(x)  — e~3x  da 
equagao  diferencial  do  Exemplo  1 
esta  em  destaque.  Algumas  das 
outras  solugoes,  combinagoes 
lineares  de  / e g,  tarnbem 
sao  mostradas. 


8 


-5 

FIGURA  1 


CASCi  i □ b2  - 4ac  > 0 

Nesse  caso  as  raizes  n e r2  da  equacao  auxiliar  sao  reals  e distintas;  logo  >i  — e!'x  e 
}?a  ~ ?r2X  sao  duas  solugoes  linearmente  independentes  da  Equagao  5.  (Note  que  ev  nao  e 
um  multiplo  constante  de  er,j:.)  Portanto,  pelo  Teorema  4,  temos  o seguinte  fato: 


LiLi  Se  as  raizes  r\  e r2  da  equagao  auxiliar  ar~  + br  + c — 0 sao  reais  e dife- 
rentes,  entao  a solugao  geral  de  ay"  + by’  + cy  — 0 e 


1 C Resolva  a equagao  y"  + y'  — 6v  = 0. 

SOLUQAO  A equagao  auxiliar  e 

r2  + r — 6 — (r  — 2)(r  4-  3)  — 0 

cujas  raizes  sao  r = 2,  —3.  Portanto,  por  (8)  a solugao  geral  da  equagao  diferencial  dada  e 

y — c \e2x  + c2e"ix 

Podemos  verificar  que  isso  e de  fato  uma  solugao  diferenciando  e substituindo  na 
equagao  diferencial.  r 

„vrM4l,  n ^ d2y  dy 

caeMPj.0  l Resolva  3 — r H v = 0. 

ax  dx 

SOLUQAO  Para  resolver  a equagao  auxiliar  + r — 1 — 0 usamos  a formula 
quadratica: 


-1  ± >/l3 

r = 

6 

Uma  vez  que  as  raizes  sao  reais  e distintas,  a solugao  geral  e 

y = CieH+v'T3k/6  + C2e(-i-^h/6 


CASO  i!  □ b2  ~ 4 ac  = 0 

Nesse  caso  rj  — r2,  isto  e,  as  raizes  da  equagao  auxiliar  sao  reais  e iguais,  Vamos  denotar 
por  r os  valores  comuns  rx  e r2.  Entao,  da  Equagao  7 temos 

rp:-  b 

i 3 1 r — — — — loeo  2 ar  4-  b — 0 

2 a 

Sabemos  que  Vi  — e rx  e uma  solugao  da  Equagao  5.  Agora  verifiquemos  que  y2  = xerx  € 
tambdm  uma  solugao: 

ay"  + by 2 + cy2  ~ a(2rerx  + r2xerx)  + b(erx  + rxerx)  + cxerx 
— (2  ar  + b)erx  + (< ar 2 + br  + c)xerx 
“ 0(erx)  + Q(xerx)  = 0 

0 primeiro  termo  e 0 pela  Equagao  9;  o segundo  termo  e 0,  pois  r e uma  raiz  da 
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equayao  auxiliar.  Uma  vez  que  Vi  = erx  e y2  — xerx  sao  solu^oes  linearmente  indepen- 
dentes,  o Teorema  4 nos  fomece  a solucao  geral. 

j [10]  Se  a equa^ao  auxiliar  ar 2 + br  + c — 0 tem  apenas  uma  raiz  real  r,  entao  a 
solucao  geral  de  ay"  + by'  + cy  — 0 e 

j y — C\erx  + Ci  xe rx  j 


□ A Figura  2 apresenta  as  solugoes 
basicas  f(x)  = e~3x/1  e gix)  — xe'"n 
do  Exemplo  3 e aiguns  outros 
membros  da  fami'iia  de  sotugoes. 
Note  que  todos  eles  se  aproximam 
de  0 quando  * —»  <». 


f~g  8 


FIGURA  2 


EXEMPLO  3 □ Resol va  a equacao  4 v"  + 1.2 y'  + 9y  = 0, 

SOLUQAO  A equacao  auxiliar  4r"  + 12r  + 9 = 0 pode  ser  fatorada  como 

(2  r + 3)2  = 0 

logo  a unica  raiz  er  = - Por  (10)  a solucao  geral  e 

y — cxe  ' + c2xe 


CASO  111  a b2  - 4ac  < 0 

Nesse  caso  as  raizes  rx  e r2  da  equacao  auxiliar  sao  numeros  complexos.  (Veja  o Apendice 
G,  Volume  I,  para  informar-se  sobre  numeros  complexos.)  Podemos  escrever 

n = a + ij3  r2  — a — i/3 

onde  a e /3  sao  numeros  reais.  [De  fato,  a — — bf(2a ),  /3  = y4ac  — b2/(2a).]  Entao, 
usando  a equat^ao  de  Euler 


e‘e  ~ cos  $ + i sen  6 

do  Apendice  G,  escrevemos  a equacao  difereneial  como 

y = C \er'x  + C2ev  = Qe{a+ifi)x  + C2e{a~ifi)x 
— CieaJr(cos  fix  + i sen  /3a)  + C2eax(cos  /3.x  — i sen  fix) 
~ eax[(Ci  + C2)cos  /3x  + i(Ci  - C2)sen  fix] 

= e“x(ci  cos  fix  + e2  sen  fix) 


onde  Ci  — Cj  + C2,  c2  = i{C\  — Co).  Isso  nos  da  todas  as  soloes  (reais  ou  complexas) 
da  equacao  difereneial.  As  solu^oes  sao  reais  quando  as  constantes  Cj  e c2  sao  reais. 
Resumiremos  a discussao  como  segue. 


! OH  vSe  as  raizes  da  equagao  auxiliar  ar 2 + br  + c = 0 forem  os  numeros  com- 
I plexos  n = a + i/3,  r2  = a - i/3,  entao  a solucao  geral  de  ay"  + by'  + cy  = 0 
| sera 

! 

y = eax(c\  cos  fix  + c2sen  fix) 
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Editora  Thomson 


□ A Figura  3 apresenta  os  araficos  das 
solugoes  do  Exempio  4, 
f{x)  — e3*cos  2x  e g(x)  — e%xsen2x , 
junto  com  alguma  combinagao  linear. 
Todas  as  solugoes  tendem  a 0 
quando  x — » -«s. 
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FIGURA  3 


□ A Figura  4 apresenta  o grafico  da 
solugao  do  problems  de  valor  iniciat  do 
Exempio  5.  Compare  com  a Figura  1 . 

20 
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FIGURA  4 


EXEMPIO  4 □ Resolva  a equacao  y"  — 6 / + \3y  ~ 0. 

SOLUgAO  Uma  equacao  auxiliar  e r2  - 6r  + 13  = 0.  Pela  formula  quadratics, 
as  raizes  sao 

6 ± ^36  - 52  6 ± 

r = = = 3 ± 2 1 

2 2 

Por  (11)  a solugao  gerai  da  equacao  diferencial  e 

v = e3x(c i cos  2.v  + Co  sen  2x) 

L,J  Probiemas  de  Valores  Iniciais  e de  Contomo 

Urn  problema  de  valor  inicial  para  uma  equacao  de  segunda  ordem  1 ou  2 consiste  em  deter- 
mirtar  uma  solugao  y da  equagao  diferencial  que  satisfaga  as  condigoes  iniciais  da  forma 

y(xo)  = >’o  yr(x 0)  « y{ 

onde  yo  e ji  sao  constantes.  Se  P,  Q,  R e G forem  contmuas  em  um  intervalo  onde 
P(x)  # 0,  entao  o teorema  encontrado  em  livros  mais  avangados  garante  a existencia  e a 
unicidade  de  uma  solugao  para  esse  problema  de  valor  inicial.  Os  Exemplos  5 e 6 mostram 
como  solucionar  tal  problema. 

EXEMPIO  5 c Resolva  o problema  de  valor  inicial 

y”  + y'  -6y  = 0 y(0)  = 1 y'(0)  « 0 

SOLUQAO  Do  Exempio  1 sabemos  que  a solugao  gerai  da  equagao  diferencial  e 

j(x)  = cxe2x  + c2e^x 
Diferenciando  essa  solugao,  obtemos 

y'(x)  = 2c\elx  ~~  3c2c“3* 

Para  satisfazer  as  condigoes  iniciais  exigimos  que 


|12j  x(0)  ~ Ci  + Co  — 1 

[T3]  y(0)  — 2ct  — 3ca  ~ 0 

De  (13)  temos  c2  = |c] ; logo,  (12)  resulta  em 

Cl  + \c\  ~ 1 Ci  = I c2—\ 

Assim,  a solugao  requerida  do  problema  de  valor  inicial  e 

-4-  L't*' 

y se  + 5e 

EXEMPIO  6 g Resolva  o problema  de  valor  inicial 

f + v = 0 y{ 0)  - 2 v'(0)  = 3 

S0LUQA0  A equagao  auxiliar  6 r2  + 1 — 0,  ou  r2  = — 1,  cujas  raizes  sao  ±i.  Assim  a = 0, 
8 = 1,  e,  tuna  vez  que  e0x  — 1,  a solugao  gerai  e 
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□ A solugao  do  Exemplo  6 tem  seu 
grafico  fe-ito  na  Figura  5.  Ela  aparenta 
ser  uma  senoide  deslocada.  Realmente 
voce  pode  verificar  que  outrs  maneira 
de  encontrar  a solugao  e 

v = •,  1 3 sen(x  + 4>)  onde  t g 4>  1 


y(x ) — Cj  cos  x + dsenx 

Uma  vez  que  /(x)  = —ci  sen*  + c2  cos  x 

a condigao  inicial  toma-se 

y( o)  = c,  - 2 v'(0)  = c2  = 3 
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FiGURA  5 


Logo,  a solugao  do  problema  de  valor  inicial  e 

y(x)  = 2 cos  x -f  3 sen  x u 

Um  problema  de  contomo  para  a Equagao  1 consiste  em  determinar  uma  solugao  y da 
equagao  diferencial  que  tambem  satisfaga  as  condigdes  de  contomo  da  forma 

j(a'o)  = yo  y(xl)=yl 

Em  contraste  com  a situacao  para  problemas  de  valor  inicial,  um  problema  de  contomo 
nem  sempre  tem  unia  solugao.  O metodo  esta  ilustrado  no  Exemplo  7, 


EXEMPLO  7 o Resolva  o problema  de  contomo 


y"  + 2 y’  + y — 
S0LUQA0  A equagao  auxiliar  e 

rx  + 1r  + 1 


0 y(0)  = 1 y(  1)  = 3 

= 0 ou  (r  + l)2  — 0 


cuja  unica  raiz  e r *=  — 1.  Alem  disso,  a solugao  geral  e 

y(x)  = C\e~x  + Cixex 
As  condigoes  de  contomo  sao  satisfeitas  se 


□ A Figura  6 mostra  o grafico  da 
solugao  do  problema  de  contomo  no 
Exemplo  7. 


j(0)  = d = 1 

y(l)  = de“!  + c2e~ 1 = 3 
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FIGURA  6 


A primeira  condigao  resulta  em  d = 1,  logo  a segunda  condigao  toma~se 

e~l  + c2e~l  — 3 

Resolvendo  essa  equagao  para  c2,  primei.ro  multiplicando-se  ambos  os  membros  por  <?, 
obtem-se 

1 + c2  = Se  logo  c2  — 3e  — 1 
Assim,  a solugao  do  problema  de  contomo  e 

y = e-*  + (3e  — l)xe~x 


Resumo;  Solugoes  de  ay"  + by'  + c - 0 


j 

1 


Raizes  de  ar1  + br  4-  c — 0 

ru  r2  reals  e distintas 
rj  = r2  ~ r 

ru  r2  complexas:  a ± i/3 


Solugao  geral 


y — cxer'x  + c2ev 
y = c\erx  + c2xerx 
y = eax(ci  cos  (3x  + c2  sen  fix) 
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Exercicios 


1—13  □ Resol va  a equagao  diferencial. 


1.  y"  — 6 y'  + 8>'  — 0 
3.  v"  + 8}' 7 + 4 1 v — 0 


5.  y"  — 2 y’  + y — 0 
7.  4 y"  + y - 0 
9.  4 y"  + y ~ 0 


11. 


d “ y _ dy 

IF  “ 2 ~Jt 


— v 


- 0 


13. 


d~y 

~dF 


+ — + >>  = 0 
dt  7 


2.  y"  - 4y7  + 8y  — 0 
4.  2y"  - v'  - y = 0 
6.  3y"  = 5y' 

8.  16y"  4-  24y'  + 9 y = 0 
10.  9v"  + 4v  — 0 


12. 


d2y 

dt2 


dy 

6-f-  + 4v 
dt 


0 


Fa^a  o graft co  das  duas  solutes  basicas  da  equa^ao 
diferencial  e de  varias  outras  solu^oes.  Que  aspecto  tern  era  comum 
as  soluyoes? 


14.  6 


d2y 

dx1 


15. 


d2y 
dx 2 


dy_ 

dx 

dx 


2 y - 0 


16y  = 0 


16. 


i + 

dx~  dx 


5y  — 0 


17-24  G Resolva  o problema  de  cond^ao  inicial. 

17.  2y"  + 5y7  + 3 y * 0,  y( 0)  - 3,  y'(0)  - -4 

18.  y7'  + 3y  = 0,  y(0)  - 1,  y'(0)  “ 3 

19.  4v"  - 4y'  + v = 0,  y(0)  - 1,  y'(0)  = -1,5 

20.  2y"  + 5y7  - 3y  = 0,  y(0)  = 1,  y'(0)  - 4 


y"  + I6y  — 0,  y(7r/4)  — —3,  y'(-7r/4)  = 4 

22.  y"  — 2y7  + 5 y — 0,  y(ir)  ~ 0,  y’irr)  — 2 

23.  v"  + 2y'  + 2y  - 0,  y(0)  - 2,  y’{ 0)  - I 

24.  y"  + 1 2 v'  + 36y  - 0,  y(l)  = 0,  y'(l)  = 1 

26-3.2  □ Resolva  o problema  de  contorno.  se  possfvel. 

25.  4y"  + y = 0,  y( 0)  — 3,  y(-7r)  — -4 

26.  y"  + 2v'  - 0,  y( 0)  = l,  y(l)  = 2 

27.  y"  - 3y7  + 2y  - 0,  y(0)  « 1,  y(3)  - 0 

28.  y"  + lOOy  = 0,  y(0)  - 2,  y(ir)  = 5 

29.  y"  - 6 y'  + 25y  - 0.  y(0)  = 1,  >>(7 r)  - 2 

30.  v"  - 6y7  + 9y  = 0,  y(0)  =1,  y(l)  - 0 

31.  y"  + 4y'  + 13y  - 0.  y(0)  — 2,  yiir/2)  = 1 

32.  9y"  - 18y'  + lOy  - 0,  y(O)  - 0,  y(7r)  = 1 

33.  Se  L um  numero  real  nao.nulo. 

(a)  Mostre  que  o problema  de  contorno  y"  + Ay  — 0,  y(0)  = 0, 

y(t)  — 0 tern  apenas  a solu^ao  trivial  y ==  0 para  o caso  onde 

A = 0 e A < 0. 

(b)  Para  o caso  onde  A > 0,  determine  os  valores  de  A para  os 
quais  este  problema  tenha  uma  solu9ao  nao-trivial  e de  a 
solu9ao  correspondente. 

34.  Se  a,  b e c sao  todos  positivos  constantes,  y(x)  e uma  solu9§o 
da  equa9ao  diferencial  ay"  + by'  + cy  — 0,  mostre  que 

lim  *.-«>■(*}  = 0. 


Equates  Lineares  Nao-Homogeneas 


Nesta  segao  vamos  aprender  como  resolver  equates  diferenciais  lineares  nao-homo- 
geneas  com  coeficientes  constantes,  isto  e,  equa9oes  da  forma 

[Tj  ay"  4-  by1  + cy  — G(x) 

onde  a,  b e c sao  constantes  e G e uma  fun£ao  contmua.  A equacao  homogenea  corres- 
pondente 

I j_  j ay"  + by'  + cy  — 0 

e charnada  equacao  complementar  e desempenha  um  papel  importante  na  solutjao  da 
equa?ao  nao-homogenea  original  (1). 
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] fs  ] Tsorer n@  A solucao  geral  da  equa^ao  diferencial  nao-homogenea  (1)  pode  ser  j 
j escrita  conio 

y(x)  - yp(x)  + Yc(x)  j 

onde  yP  e uma  solucao  particular  da  Equa^ao  1 e yc  e a soiupao  geral  da  Equa?ao 
complementar  2. 

Prova  Tudo  que  temos  de  fazer  e verificar  que,  se  v e qualquer  solucao  da  Equa^ao  1, 
entao  y — yp  e uma  solupao  da  Equacao  complementar  2.  De  fato, 

a(y  - yPY  + b(y  - yp)’  + c(y  - yp)  = ay”  - ay"  + by’  ~~  by'p  + cy  — cyp 

= (ay”  + by'  + cy)  — (ay"  + by'p  + cyp ) 

= g(x)  ~ g(x)  = 0 

Sabemos  da  Se^ao  17.1  como  resolver  a equacao  complementar.  (Lembre-se  de  que  a 
solucao  e yc  — ci>’i  + cyyi,  onde  >’j  e y%  sao  solugoes  lineamiente  independentes  da  Equa9§o 
2.)  Alem  disso,  o Teorema  3 nos  diz  que  conheceremos  a solu9ao  geral  da  equapao  nao- 
homogenea  logo  que  conhecermos  uma  solupao  particular  yP.  Ha  dois  metodos  para  determi- 
nar  uma  S0IU9S0  particular:  o metodo  dos  coeficientes  a serem  determinados  e facil  de  com- 
preender,  mas  trabalha  apenas  para  uma  classe  restrita  de  fun9oes  para  toda  fun9ao  G;  0 metodo 
de  varia9ao  de  parametros  trabalha  para  toda  funpao  G,  mas  em  geral  e mais  diftcil  aplica-lo. 

L,.i  O Metodo  dos  Coeficientes  a Serem  Determinados 

Vamos  primeiro  ilustrar  o metodo  dos  coeficientes  a serem  determinados  para  a equapao 

ay"  + by'  + cy  = G(x) 

onde  G(r)  e um  polinomio.  E razoavel  conjeturar  que  ha  uma  solu9ao  particular 
yp  que  e um  polinomio  de  mesmo  grau  de  G,  pois.  se  y for  um  polinomio,  entao 
ay"  + by'  -f  cy  e tambem  um  polinomio.  Portanto  substitufmos  yp(x)  — um  polinomio 
(de  mesmo  grau  de  G)  na  equa9ao  diferencial  e determinamos  os  coeficientes. 

EX  EM  FLO  1 Resol  va  a equa9ao  y"  + y'  ~ 2 y ~ x2. 

SOLUQAO  A equa9ao  auxiliar  de  y"  + y'  — 2y  ~ 0 e 

r1  + r — 2 = (r  — l)(r  + 2)  = 0 

com  as  raizes  r — 1,  —2.  Logo,  a solucao  da  equapao  complementar  e 

yc  — C\ex  + c2e~2x 

Uma  vez  que  G(x)  = x2  e um  polinomio  de  grau  2,  procuramos  uma  solu9§o  particular 
da  forma 

yp(x)  = Ax2  + Bx  + C 

Entao  y’p  = 2 Ax  + B e y " = 24.  Assim,  substituindo  na  equa9ao  diferencial  dada,  temos 

(2 A)  + (2Ax  + 5)  — 2(Ar2  4-  Bx  + C)  = x2 
ou  — 2Ax2  + (2A  - 2 B)x  + (24  + B - 2C)  = x2 

Polinomios  sao  iguais  quando  seus  coeficientes  sao  iguais.  Assim, 

—24  — 1 24-  25-0  2A  + 5 — 2C  = 0 
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□ A Figura  1 mostra  quatro  solucoes 
da  equagao  diferencial  do  Exemplo  1 
em  termos  da  soiugao  particular  » 
e das  fungoes  f(x)  = e*  e g(x)  = e"-\ 
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FIGURA  1 


□ A Figura  2 mostra  as  solugoes  da 
equagao  diferencial  do  Exemplo  2 
em  termos  de  y„  e as  fungoes 
fix)  = cos  2x  e g(x)  — sen2x.  Note 
que  todas  as  solugoes  tendem  a * 
quando  A-->»e  todas  as  solugoes 
parecem  com  as  fungoes  seno 
quando  x e negativo. 
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A soiugao  desse  sistema  de  equagoes  e 

A = — | 5=-^  C — — f 

Urna  soiugao  particular  e portanto 

2-T  2-^  ii 

e,  pelo  Teorema  3,  a soiugao  geral  e 

>’  = v,  + )>  — c{e  + c>e  — jjr  — -2x  - 4 

Se  G(x)  (lado  direito  da  Equagao  1)  6 da  forma  Cek\  onde  C ek  sao  constantes,  entao 
tomamos  como  soiugao  de  prova  uma  fungao  de  mesma  forma,  yp(x)  ~ Aekx,  pois  as 
derivadas  de  eKX  sao  multiplas  constantes  de  ekx. 

EXE  PA  P 10  2 □ Resol  va  v"  + 4v  = e 3k. 

SOLUQAO  A equagao  auxiliar  e r1  + 4 = 0 com  as  raizes  ±2 i,  logo  a soiugao  da 
equagao  complementar  e 

vc(a)  ==  c 1 cos  2x  + c2  sen  2 a 

Para  uma  soiugao  particular  tentemos  yp(x)  = Aeix.  Entao  y’P  — 3Ae3x  e y”  ~ 9 Aeh. 
Substituindo  na  equagao  diferencial,  temos 

9Ae3x  + 4 (Aelx)  = e* 

logo  13  Ae3x  = r,3'eA=^.  Assim,  uma  soiugao  particular  e 

3VU)  *"  -he31 

e a soiugao  geral  e 

y(x)  — Ci  cos  2x  + c2  sen  2x  4-  y2eix  13 

Se  G(a)  e Ceos  kx  ou  Csenkx,  entao,  por  causa  das  regras  de  diferenciagao  para  as 
fungoes  seno  e cosseno,  tentamos,  como  solucao  particular,  uma  fungao  da  forma 

ypix)  = A cos  kx  A B sen  kx 

EXEMPLO  3 □ Resolva  / + y'  - 2y  - sen  a-. 

SOLUQAO  Tentemos  uma  soiugao  particular 

^(x)  = A cos  x + B sen  a 

Entao  y'p  — —A  sen  a + B cos  x yp  — —Acos  x — B sen  a 

logo,  substituindo  na  equagao  diferencial,  temos 

(—Acos  a — B sen  a)  + (—A  sen  a + Be  os  a)  — 2(Acosa  + 5senx)  = sen  a 
ou  (— 3A  + B)  cos  a + (—A  — 35)  sen  a = sen  a 

Isso  acontece  se 


— 3A  + 5 = 0 e -A  - 35  = 1 


A 
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<4  solucao  desse  sistema  e 
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□ A Figura  3 apresenta  a solugao 
particular  yP  = yp,  + yp:  da  equagao 
diferencial  do  Exemplo  4.  As  outras 
solugoes  sao  dadas  em  termos  de 
fix)  - e2x  e g{.v)  = e~u'. 
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logo  uma  solugao  particular  e 

jp(x)  ~ - H1  cos  x — -,5  sen  x 

No  Exemplo  1 determinamos  que  a solugao  da  equagao  complementar  e 
yc  — C\CX  + - Assim,  a solugao  geral  da  equagao  dada  e 

v(x)  — cAex  + c.2e~lx  ~ p0 (cos  a + 3 sen  x) 

Se  G(x)  for  um  produto  de  fungoes  dos  tipos  precedentes,  entao  tentamos  a solugao 
como  um  produto  de  funcoes  do  mesmo  tipo.  Por  exemplo:  resolvendo  a equagao 
diferencial 


tentamos 


y"  + 2 y'  + 4 y = x cos  3a 


yp(x)  — (Ax  + B)  cos  3a  + (Ca  + D)  sen  3a 

Se  G(a)  for  uma  soma  de  fungoes  desses  tipos,  usamos  o principio  da  superposigao , 
que  e facilmente  verificado  e nos  diz  que,  se  yP]  e y,,2  forem  solugoes  de 

ay"  + by'  + cy  — Gi(a)  ay"  + by'  + cy  ~ G?(x) 

respectivamente,  entao  yPi  + y(,2  e uma  solugao  de 

ay"  + by'  + cy  — Gi(x)  + G2(a) 


EXEMPLO  4 □ Resolva  y”  - 4 y = xex  + cos  2a. 

SOLUQAO  A equagao  auxiliar  e r2  - 4 = 0 com  as  raizes  ±2,  logo  a solugao  da  equagao 
complementar'  e vv(x)  = c\e2x  + cje~2x.  Para  a equagao  y"  — 4 y = xex  tentamos 

yP](x)  — (Ax  + B)ex 

Entao  y’P[~  (Ax  + A + B)exf  yPi  = (Ax  + 2 A + B)ex.  Logo,  substituindo  na  equagao 
dada, 

(Ax  + 2A  + B)ex  — 4 (Ax  + B)ex  — xex 
ou  (— 3Ax  + 2A  — 3 B)ex  = xex 

Assim,  — 3A  — 1 e 1A  — 3B  — 0.  Logo 

yPl(x)  = (~|a  - \)ex 

Para  a equagao  y"  — 4 y — cos  2a,  tentamos 

yP,(x)  = C cos  2a  + D sen  2a 

Substituindo,  temos 

-4Ccos  2a  — 4 D sen  2a  — 4(G  cos  2a  + D sen  2a)  — cos  2a 
ou  — SCeos  2a  - 8Z>  sen  2a  = cos  2a 

Portanto,  -8C  - 1,  -8D  - 0,  e 

»2(a)  — — | cos  2a 


:l&j &:*>.• 


FIGURA  3 
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Pelo  principle)  da  superposicao,  a soiucao  geral  e 

v — yc  + yPl  + yPy  ~ c>e2x  + Cie~2'  - (Ja  + l)ex  — | cos  2a  C: 

Finalmente  notamos  que  a tentativa  recomendada  yP  algunias  vezes  resulta  em  uma 
solugao  da  equagao  complementar  e,  portanto,  nao  pode  ser  uma  soiucao  de  uma  equa^ao 
nao-homogenea.  Em  tais  casos  multiplicamos  a tentativa  recomendada  por  x (ou  por  x1  se 
necessario)  tal  que  nenhum  termo  em  yp(x)  e uma  soiucao  da  equayao  complementar. 

EXEMPLO  5 □ Resol va  y"  + y — sen  x. 

SOLUQAO  A equagao  auxiliar  er  + 1 =0  com  raizes  ±/,  logo  a soiucao  da  equacao 
complementar  e 

jc(jc)  = c;  cos  x + Ci  sen  x 
Geralmente  usaremos  a tentativa 

yp(x)  = A cos  x + B sen  a 

mas  observe  que  ela  e uma  solu?ao  da  equacao  complementar.  Por  exemplo,  tentemos 

yp{x)  = Ax  cos  a-  + Bx  sen  A' 

Entao  >’^(a)  ~ A cos  x — Ax  sen  x : + B sen  x + Bx  cos  x 

yp(x)  = — 2A  sen  a — Ax  cos  a + 2 B cos  x — Bx  sen  x 
Substituindo  na  equacao  diferencial  temos 

y"  + yp  ~ ~2 A sen  x + 2 B cos  x = sen  a 
logo  A = — B — 0,  e 

yp(x)  = “ j A'  cos  x 

A soiucao  geral  e 

v(a)  = C\  cos  a + ci  sen  x — |acos  a O 

Resumimos  o metodo  dos  coeficientes  a serem  determinados  como  segue: 

1.  Se  G(a)  = ekxP{ a),  onde  Pi  u,  polinomio  de  grau  n,  entao  tente  yP(x)  — eKXQ(x), 
onde  Q(x ) e um  polinomio  de  grau  n (cujos  coeficientes  sao  determinados  por 
substitui^ao  na  equagao  diferencial.) 

2.  Se  G(a)  = ekxP{ x)  cos  mx  or  G(a)  ==  eKXP{ a)  sen  mx,  onde  P 6 um  polindmio  de 
grau  n,  entao  tente 

yp(x)  = ekxQ(x)  cos  mx  4-  eKXR(x)  sen  mx 
Onde  Q e R sao  polinomios  de  grau  «. 

Modificacao:  Se  algum  termo  de  yp  6 a soiucao  da  equafao  complementar,  multiplique 
yp  por  a (ou  por  x2  se  necessario). 


□ Os  graftcos  das  quatro  soluqoes  da 
equagao  diferencial  do  Exemplo  5 
estao  apresentados  na  Figura  4. 


4 


-4 

FIGURA  4 


EXEMPLO  6 o Determine  a forma  da  candidata  a solugao  para  a equacao  diferencial 
>’"  ~ 4 y!  + 13y  = e2<  cos  3a. 
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SO LUQ AO  Aqui  G(x)  tern  a forma  encontrada  na  parte  2 do  resumo,  onde  k — 2,  m — 3, 
e P(x ) — 1.  Assim,  a primeira  vista,  a forma  da  candidata  a solu^ao  deveria  ser 

v,,(je)  — e2*(A  cos  3x  + B sen  3x) 

Mas  a equa^ao  auxiliar  e r*  — 4r  + 13  — 0,  com  raizes  r ~ 2 ± 3i,  portanto  a solu^'ao 
da  equagao  complementar  e 

>v(x)  — e2i(cl  cos  3x  + Ci  sen  3x) 

Isso  significa  que  temos  dc  multiplicar  a candidata  a solu^ao  sugerida  por  x.  Assim,  em 
seu  lugar,  usamos 

yp(x)  — xelx{A  cos  3x  + B sen  3x) 


!L~-i  O Metodo  das  Variacoes  dos  Parametros 

Suponha  que,  apos  resolver  a equa^ao  homogenea  ay"  + by'  + cy  = 0,  escrevamos  a 
solu?ao  como 

[4]  y(x)  = Ci>’i(x)  + c2yi(x) 

onde  >’i  e y2  sao  solu^oes  linearmente  independentes.  Vamos  substituir  as  constantes  (ou 
parametros)  ct  e c2  da  Equapao  4 pelas  fun9oes  arbitrarias  ui(x)  e u2(x).  Procuramos  por 
uma  solu^ao  particular  da  equa^ao  nao-homogenea  ay"  + by'  + cy  = G(x)  da  forma 

[B]  yP(x)  — Ui(x)yi(x)  + zi2(x)y2(x) 

(Esse  m6todo  e chamado  variacao  dos  parametros,  pois  variamos  os  parametros  c \ e c2, 
tomando-os  fun^oes.)  Diferenciando  a Equa9ao  5,  obtemos 

[fj  y'P  **  (ulyi  + u'2y2)  + (u\y'\  + my'i) 

Uma  vez  que  u.\Qu2  sao  fui^oes  arbitrarias,  podemos  impor  duas  conduces  sobre  eies.  Uma 
cond^ao  e que  yp  e uma  solu9ao  da  equacao  diferencial  e podemos  escolher  outra  cond^ao, 
a fim  de  simplificar  nossos  calculos.  Considerando  a expressao  da  Equa9ao  6,  vamos  impor 
a condi9§o  que 

[Tj  u[yi  + «2}’2  = 0 

Entao  )’p  — u\y\  + uiy{  + u,y"  + h2>'2 

Substituindo  na  equa9ao  diferencial,  obtemos 

a(u[y \ + U2>’2  + u\y{'  + Uiy’l)  + b(uiy[  + Uiyi)  + c(ii\y\  + M2V2)  = G 


ou 


[g]  to (ay  1 + by[  + cy()  + ui{ay'{  + by’2  + cy-i)  + a{u[y\  H-  u^yi)  — G 

Mas  >’)  e y2  sao  soloes  da  equa9ao  complementar,  logo 

ay " + by\  + cy  1 =0  e ay"  + by'2  + cy2  — 0 

e a Equa9§o  8 simpliiica  em 

sal 


a(u{y[  + uiyi)  ~ G 
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As  Equacoes  7 e 9 formam  um  sistema  de  duas  equacoes  nas  funcoes  desconhecidas  «?'  e 
u{.  Apos  resolver  esse  sistema,  podemos  integrar  para  encontrar  uy  e e entao  a soluyao 
particular  e dada  pela  Equapao  5. 


n A Figura  5 mostra  quatro  sol  u goes 
da  equaqao  diferenciai  do  Exemplo  7. 

2,5 


-I 

FiGURA  5 


EXEMPLO  7 □ Resolva  a equa^ao  y"  + y = tg  x,  0 < x < tt/2. 

SOLUCAO  A equa^ao  auxiliar  e r2  + 1 = 0 com  as  raizes  ±i,  logo  a soluyao  de 
yn  + y ==  0 e Ci  sen  x + c2  cos  x.  Usando  a variaqao  dos  parametros,  buscamos  uma 
solucao  da  forma 


yp(x)  — «i(x)senx  + u2(x)  cos 

X 

Entao 

y'p  — (u'i  senx  + u’l  cos  x)  + (u y cos  x - 

- w2senx) 

Faqa 

mi 

u\  senx  + Hi  cos  x — 0 

Entao 

yj>r  — u[  cos  x — u’i  sen  x — u ( sen  x — 

lii  cos  X 

Para  yp 

ser  uma  solucao  devemos  ter 

EE 

}'p  + yP  — u\  cos  x — ui  senx  = 

tg  X 

Resol vendo  as  Equacoes  10  e 11,  obtemos 

u[(&en2x  + cos2x)  = cos  x tg  x 
u']  ^senx  iq(x)  = —cosx 

(Procuramos  uma  soluqao  particular,  logo  nao  precisaremos  de  uma  constante  de  inte- 
graqao  aqui.)  Entao,  da  Equafao  10,  obtemos 

, senx  t sen2x  cos2x  — 1 

Ul  ~ — u i — — = cos  x — sec  x 

cos  X cos  x cos  X 

Logo  u2(x)  = sen  x — In  (sec  x + tg  x) 

(Note  que  sec  x + tg  x > 0 para  0 < x < tt/2.)  Portanto 

Vp(x)  ~ cos  x senx  + (sen  x — ln(sec  x + tg  x))  cos  x 
= cos  x ln(sec  x + tg  x) 


e a soluqao  geral  e 

y(x)  — Ci  senx  + c2  cos  x — cos  x ln(sec  x + tg  x) 


m 
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Exercicios 


I- 18  c Resolva  a equa9§o  diferencia!  ou  problema  de  valor  inicial 
usando  o metodo  dos  coeficientes  indeterminado. 

1.  v"  4-  3 y'  4-  2 v = x 2 2.  y"  4-  9 v — eix 

3.  v"  — 2 y'  — sen  4.v  4.  y"  + 6y'  4-  9y  — 1 4-  x 

5.  y"  — 4 y'  + 5y  = e J 8.  v"  4-  2y7  4-  y — xe'A 

7.  y"  + y = <rl  + x y(0)  = 2,  y'(0)  - 0 

8.  y"  - 4 y ==  e*  cos  x , y(0)  = 1.  y'(0)  = 2 

9.  y”  - y'  « ve\  y(0)  - 2,  v(0)  - 1 

10.  y*  4-  / - 2y  - x + sen  2x,  y(0)  = I,  y'(0)  - 0 

II- 12  □ Faga  o grafico  da  solufao  particular  e varias  outras 
solucoes.  Que  caracteristicas  essas  solufdes  tern  em  comum? 

11.  4y"  + 5y'  + y ~ ex 

12.  2y"  + 3v'  + y — 1 4-  cos  2x 

13-18  □ Escreva  uma  tentativa  para  o metodo  dos  coeficientes  a 
serem  determinados.  Nao  determine  os  coeficientes. 

13.  v"  4-  9y  — e2x  4-  x2  sen  x 

14.  y"  + 9y'  = xe~'  cos  ttx 


15.  y"  + 9y'  — I 4-  xe 9x 

16.  y"  4-  3y'  — 4y  — (jc3  4-  x)e‘ 

17.  y"  4-  2y'  4-  10y  — x~e  cos  3x 

18.  y"  4-  4y  = e3*  4-  x sen  2x 

19-22  c;  Resolva  a equa^ao  diferencial  usando  (a)  coeficientes  a 
serem  determinados  e (b)  variacao  dos  parametros. 

19.  v"  4-  4y  = x 20.  y"  — 3yf  4-  2y  — sen  x 

21.  y"  - 2y'  + y - e2x  22.  y"  - y’  - e* 

23-28  C Resolva  a equa^ao  diferencial  usando  o metodo  da 
variacao  dos  parametros. 

23.  y"  4-  y — sec  x,  0 < x < ir/2 

24.  y"  4-  y — cotg  x,  0 < x < tt/!2 

25.  y"  — 3v'  4-  2y  — — 26,  v"  4-  3v'  4-  2v  = sen(<?") 

1 + e 1 

1 a 2-1 

27.  y — y = 28.  v”  4-  4y,  4-  4v  = — 

X ' xJ 


Aplica^oes  das  Equacoes  Diferenciais  de  Segunda  Ordeni 


posi^ao  de 
equilibrio 


tx 

FIG  LIRA  1 


posicao  de  equilfbrio 


As  equacoes  diferenciais  lineares  de  segunda  ordem  tern  uma  variedade  de  aplica^oes  na 
ciencia  e na  engenharia.  Nesta  se9§o  exploraremos  duas  de  suas  aplica^oes:  a vibra^ao  das 
molas  e os  circuitos  eletricos. 

\ ; Vibrando  as  Moias 

Consideremos  o movimento  de  um  objeto  com  massa  m na  extremidade  de  uma  mola  que 
esta  na  vertical  (como  na  Figura  1)  ou  na  horizontal  sobre  um  nfvel  da  superficie  (como 
na  Figura  2). 

Na  Secao  6.4,  do  Volume  I,  discutimos  a Lei  de  Hooke,  que  nos  diz  que,  se  a mola 
estiver  esticada  (ou  comprimida)  x unidades  do  comprimento  natural,  entao  ela  exerce  uma 
forga  proporcional  a x: 

forca  restauradora  - -kx 

onde  k e uma  constante  positiva  (chamada  constante  da  mola).  Se  ignorarmos  qualquer 
torga  de  resistencia  externa  (devido  a resistencia  do  ar  ou  atrito),  entao,  pela  Segunda  Lei 
de  Newton  (for^a  e igual  massa  vezes  aeeleracao),  teremos 

r—-,  d2X  d2x 

iJJ  m ~r  — -kx  ou  m - 4-  kx  — 0 

dt~  dt~ 


FIGURA  2 
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Essa  e uma  equa^ao  dif'erencial  linear  de  segunda  ordem.  Sua  equacao  auxiliar  e mr 2 + k — 0 
com  as  raizes  r ~ ± a)i,  onde  co  = yjk/m.  Assim,  a solu9ao  geral  e 

x(r)  ~ Ci  cos  o)t  + c2  sen  (ot 

que  pode  tambem  ser  escrita  corao 

x(t)  — A cos  (tot  + 8) 

onde  (o  = y/kfm  (frequencia) 

A — y C | + c?  (am  pit  aide) 

Cl  c2 

cos  o = — sen  8 ~ (Se  o anglo  fase) 

A A 

(veja  o Exercfcio  15).  Esse  tipo  de  movimento  e chamado  movimento  harmonico  simples. 

EXEfWP  LO  1 □ Uma  mol  a com  uma  massa  de  2 kg  tern  um  comprimento  natural  de  0,5  m. 
Uma  for^a  de  25,6  N e necessaria  para  mante-la  esticada  a um  comprimento  de  0,7  m.  Se 
uma  mola  for  esticada  para  um  comprimento  de  0,7  m e entao  for  solta  com  velocidade 
inicial  0,  determine  a posi^ao  da  massa  em  qualquer  tempo  t. 

S0LUQA0  Da  Lei  de  Hooke,  a for^a  necessaria  para  estender  a mola  e 

*(0,2)  = 25,6 

logo  k = 25,6/0,2  = 128.  Usando  esse  valor  da  constante  da  mola  k,  junto  com  m — 2 
na  Equacao  1,  temos 

2~~r  -F  128a-  = 0 
dr 

Como  na  discussao  anterior,  a solu^ao  dessa  equa9ao  e 

1 2 1 a*(/)  — Ci  cos  8/  + c2sen  8/ 

Estamos  dando  a cond^ao  inicial  que  a:(0)  = 0,2.  Mas,  da  Equa9&o  2,  a(0)  — cj.  Assim, 

Ci  = 0,2.  Diferenciando  a Equa9ao  2,  temos 

a-'(/)  = — 8cj  sen  8 1 + 8c2  cos  8 1 

Uma  vez  que  a velocidade  inicial  e dada  como  a'{0)  = 0,  temos  c2  = 0,  e a S0IU9S0  e 

x(t)  = | cos  8/  O 


Vibra^oes  Amortecidas 


A seguir,  consideraremos  o movimento  de  uma  mola  que  esta  sujeita  a uma  10193  de  atrito  (no 
caso  da  mola  horizontal  da  Figura  2)  ou  a uma  for9a  de  amortecimento  (no  caso  de  uma  mola 
vertical  que  se  movimenta  por  meio  de  um  fluido,  como  na  Figura  3).  Um  exemplo  6 a for9a 
de  amortecimento  proporcionada  pelo  choque  absorvido  em  um  carro  ou  uma  bicicleta. 

Vamos  super  que  a forca  de  amortecimento  seja  proporcional  a velocidade  da  massa  e atue 
na  direcao  oposta  ao  movimento.  (Isso  tern  sido  confirmado,  pelo  menos  aproximadamente. 


-.A--..-... 
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para  alguns  experimentos  fisicos.)  Assim 

forca  de  amortecimento  = ~~c  — 

dt 

onde  c e uma  constante  positiva,  chamada  constante  de  amortecimento.  Assim,  nesse  caso, 
a Segunda  Lei  de  Newton  fomece 

d2x  dx 

m — — — forca  restauradora  + forga  de  amortecimento  — ~kx~c  — 
dt  ’ dt 


ou 


A Equa^ao  3 e uma  equa^ao  diferencial  linear  de  segunda  ordem,  e sua  equacao  auxiliar  e 
mr ■ + cr  + k — 0.  As  raizes  sao 


s 


~c  + \fc2  — 4 mk 
2m 


—c 


y'c2  — 4 mk 
2m 


De  acordo  com  a Se9§o  17.1,  preeisamos  discutir  tres  casos. 


CASO  lac2-  4mk  > 0 (superamortecimento) 

Nesse  caso,  n e r2  sao  raizes  distintas  reais  e 

x — c{er,t  + c2eryJ 

Uma  vez  que  c,  m e k sao  todas  positivas,  temos  yfc2  -•  4mk  < c,  logo  as  raizes  r,  e r? 
dadas  peia  Equacao  4 devem  ser  ambas  negativas.  Isso  mostra  que  x — > 0 quando  t — » Os 

graficos  caracteristicos  de  x como  fun^ao  de  t estao  mostrados  na  Figura  4.  Note  que  as 
oscila9oes  nao  ocorrem,  c2  > 4 mk  significa  que  ha  uma  forte  for9a  de  amortecimento  (oleo  de 
alta  viscosidade  ou  graxa)  comparada  com  uma  sem  resistencia  ou  de  massa  pequena. 

CASO  IS  ce2-  4 mk  = 0 (amortecimento  eritico) 

Esse  caso  corresponde  a raizes  iguais 


FIGURA  4 

Superamortecimento 


c 

r\  « r2  = I 
2m 

A solu9ao  e dada  por 

x = (ci  + cit)e~(c/2m)'' 

e um  grafico  caractenstico  e mostrado  na  Figura  5.  E analogo  ao  Caso  1,  mas  o amorteci- 
mento e suficiente  para  suprimir  as  vibra9oes.  Qualquer  decrdscimo  na  viscosidade  do  fluido 
leva  a vibra9oes  do  seguinte  caso. 


CASO  Hi  □ c2  - 4 mk  < 0 (subamortecido) 
Aqui  as  raizes  sao  complexas: 


. x 


' : 


r2 


c 

2m 


on 
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x 


0 


\ / x=  -Ae~w/*m‘ 


r 


FIGURA  5 


Subamortecido 


onde 

A solugao  e dada  por 


a>  = 


v;4 mk  - c1 
2m 


x — e~(c/2m>r(ci  cos  cot  -f  Ci  sen  cot) 

Vemos  que  ha  oscilagoes  amortecidas  pelo  fator  e"ic/2,u)!.  Uma  vez  que  c > 0 cm  > 0, 
temos  —(c/2m)  < 0,  logo  e~l-l2m)t  — > 0 quando  / —»■  *».  fsso  implica  que  v — *0  quando 
t oc-  isto  e,  o movimento  decai  a 0 quando  o tempo  cresce.  Um  grafico  caracteristico  e 
mostrado  na  Figura  5. 


EXEMPLO  2 □ Suponha  que  a mola  do  Exemplo  1 esteja  imersa  em  um  fluido  corn  constante 
de  amortecimento  c = 40.  Determine  a posigao  da  massa  em  qualquer  instante  t,  se  ele  iniciar 
da  posigao  de  equilfbrio  e for  dado  um  empurrao  para  inicia-lo  com  velocidade  inicial  de  0,6  m/s. 

S0LUQA0  Do  Exemplo  1 a massa  e m — 2 e a constante  da  mola  e k — 128,  logo  a 
equagao  diferencial  (3)  toma-se 


ou 


d~x  dx 

2 + 40  — + 128x  - 0 

dr  dt 


d2x  dx 

~~~~r  + 20  — + 64x  = 0 

dr  dt 


O A Figura  6 mostra  o grafico  da 
fungao  posigao  para  o movimento 
superamortecsdo  do  Exemplo  2. 

0.03 

\f\  i 

/ \ ! 

l \ 


FIGURA  6 


A equagao  auxiliar  e r2  + 20r  + 64  = (r  + 4 )(r  + 16)  — 0 com  rafzes  —4  e 
— 16,  logo  o movimento  e superamortecido  e a solugao  e 

x(t)  — C)e~4r  + C2e~16' 

Temos  que  x(0)  = 0,  logo  C\  -F  ci  ~ 0.  Diferenciando,  obtemos 

x'(t)  = -4cie'“4f  - 1 6c2e~l6r 
logo  x'(0)  = -4cj  - 16c2  - 0,6 

Uma  vez  que  c%  — —cs,  isso  nos  fomece  12c  j — 0,6  ou  c,  ~ 0,05.  Portanto 

jc  = 0,Q5(e~4r  - e~~16') 


- - - - - 

wCM  Vibracoes  Forgadas 

Suponha  que,  em  adigao  a forga  restauradora  e a forga  de  amortecimento,  o movimento  da 
mola  seja  afetado  pela  forga  externa  F(t).  Entao  a Segunda  Lei  de  Newton  fomece 


d2x 

m -p-  = forga  restauradora  + forga  de  amortecimento  + forga  externa 
dx 

= —kx  — c ~~~~  + F(t) 
dt 


Assim,  em  lugar  da  equagao  homogenea  (3),  o movimento  da  mola  e agora  governado 
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pela  seguinte  equa^ao  diferencial  nao-homogenea: 

j d2x  dx  | 

15  j \ m —7-  + c — + kx  = F{  1)  l 

1 A*l  At  w ! 


O movimento  da  mola  pode  ser  determinado  pelos  metodos  da  Secao  17.2. 

Uma  forga  externa  que  ocorre  comumente  e uma  fun^ao  forga  periodica 

F(t)  — Fq  cos  toot  onde  oj0  ^ oj  = sfkjni 

Nesse  caso,  e na  falta  de  uma  for^a  de  amortecimento  (c  — 0).  e pedido  no  Exercfcio  9 que 
voce  use  o metodo  dos  coeficientes  a serem  determinados  para  mostrar 


is  1 


x(t)  = Ci  cos  w t + Ci  sen  wt  + 


Fq 

7"  r~r  cos  coot 

m(or  — o)o) 


Se  (oq  — oj,  entao  a frequencia  aplicada  refor^a  a freqiiencia  natural  e o resultado  sao 
vibra<:5es  de  grande  amplitude.  Esse  e o fenomeno  da  ressonaneia  (veja  o Exercfcio  10). 


LJ  Circuito  Eletrico 

Nas  Se^oes  9.3  e 9.6  usamos  equacoes  lineares  e separaveis  de  primeira  ordem  para  ana- 
lisar  circuitos  eletricos  que  contem  resistor  e indutor  011  resistor  e capacitor.  Agora  que 
sabemos  como  resolver  equa9des  lineares  de  segunda  ordem,  estamos  em  posi^ao  de  ana- 
lisar  o circuito  mostrado  na  Figura  7,  que  contem  uma  for^a  eletromotriz  E (proporcionada 
pela  bateria  ou  gerador),  urn  resistor  i?.  um  indutor  L e urn  capacitor  C,  em  serie.  Se  a carga 
no  capacitor  no  instante  t for  Q ~ Q(t),  entao  a corrente  e a taxa  de  variacao  de  Q em 
rela^ao  a t:  I - dQ/dt.  Como  na  Se9ao  9.6,  e conhecido  da  ffsica  que  as  quedas  de  vol~ 
tagem  pelo  resistor,  indutor  e capacitor  sao 


RI 


l*  Q 

dt  C 


respectivamente.  A lei  de  voltagem  de  Kirchhoff  diz  que  a soma  das  quedas  dessa  vol- 
tagem  e igual  a voltagem  fomecida: 

L F RI  + — — E(t) 

dt  C J 

Uma  vez  que  I — dQ/dt , essa  equa9§o  toma-se 


que  e uma  equacao  diferencial  linear  de  segunda  ordem  com  coeficientes  constantes.  Se  a 
varia9ao  Qq  e a corrente  70  forem  conhecidas  no  instante  0,  entao  temos  as  conduces  iniciais 

(2(0)  = Qo  QX 0)  - no)  - /o 

e o problema  de  valor  inicial  pode  ser  resolvido  pelos  metodos  da  Se9ao  17.2. 


2a  i & z.  .' 
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Uma  equa^ao  diferencial  para  a corrente  pode  ser  obtida  diferenciando-se  a Equa?ao  7 
em  relacao  a/e  lembrando  que  / — dQ/dt : 


L 


d2l 
dt 2 


dl 

+ R h 

dt 


E'(t ) 


EXEMPLG  3 □ Determine  a carga  e a corrente  no  instante  t no  circuito  da  Figura  7 se 
R — 40  El,  L — 1 H,  C — 16  X 10  4 F,  E{t)  — 100  cos  10?,  e a carga  e a corrente  inicial 
sao  ambas  0. 

SO  LUC  A0  Com  os  valores  dados  de  L,  R,  C e £(/),  a Equa^ao  7 toma-se 

r— , dzQ  dO 

00  “7“  + 40  — + 625 <3  = 100  cos  10/ 

dr  dt 

A equagao  auxiliar  er  + 40r  + 625  = 0 com  raizes 


r = 


—40  ± y-900 
2 


- -20  ± 15/ 


logo,  a solu^ao  da  equafao  complementar  e 

Qc(t)  — e"2(il(ci  cos  15/  + c2senI5?) 

Para  o metodo  dos  coeficientes  a serem  determinados,  tentamos  a solu^ao  particular 
Qp(t)  = A cos  10/  4-  B sen  10/ 

Entao  £>;(/)  = - 10A  sen  10/  + 105  cos  10/ 

Qp(t)  - - 100 A cos  10/  - 1005 sen  10/ 

Substituindo  na  Equa^ao  8,  temos 

(—100,4  cos  10/  — 1005  sen  10/)  + 40(— 10A  senlO/  + 105  cos  10/) 

+ 625(Acos  10/  + 5 sen  10/)  = lOOcos  10/ 

ou  (525A  + 4005)  cos  10/  + (— 400A  + 5255)  sen  10/ — lOOcos  10/ 

Igualando  os  coeficientes,  temos 

525A  + 4005  = 100  21A  + 165  = 4 

ou 

—400 A + 5255  = 0 -16A  + 215  = 0 

A solu^ao  desse  sistema  eA=|e5  = |,  logo,  uma  solu^ao  particular  e 
QP(t)  — zh  (84  cos  10/  + 64  sen  10/) 

e a solu^ao  geral  e 

Q{t)  = Qc(t ) + Qp(t)  ~ e~20l(ci  cos  15/  + c2  sen  15/)  + 7;- (21  cos  10/  + 16  sen  10/) 
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Impondo  a condi^ao  inicial  0(0)  = 0 obtemos 

G(  0)  = £•,+§  = 0 C,  = -Is 

Para  impor  a outra  cond^ao  inicial  primeiro,  vamos  diferenciar  para  deterrainar  a corrente: 


dQ 

dt 


e 20f[(-20 c,  + 15c2) cos  15/  + (-15c,  - 20c2)senl5/] 
+ $(-21  sen  10/  + 16  cos  10/) 


HO)  = -20  c,  + 15c2  + = 0 


c~> 


464 

2.091 


Assim,  a formula  para  a carga  e 


QH) 


697 


(—63  cos  15/  — 116  sen  15/)  + (21  cos  10/  + 16  sen  10/) 


e a expressao  para  a corrente  e 

/(/)  = £S5i[«“20,(-  1920  cos  15/  + 13.060  sen  15/)  + 120(~21  sen  10/  + 16  cos  10/)] 


NOTA  1 □ No  Exemplo  3 a solupao  para  Q(t ) consiste  em  duas  partes.  Uma  vez  que 
e~20r  — > 0 quando  / — » oo  e cos  15/  e sen  15/  sao  fun^oes  limitadas, 


Qc(t)  = 2^9i^”20?( — 63  cos  15/  - 116  sen  15/)  — » 0 quando  / — » °° 

1,2  Logo,  para  valores  maiores  de  / , 

Q(t)  * Qp(t)  = 6^(21  cos  10/  + 16  sen  10/) 

e,  por  essa  razao,  Qp(t ) e denominada  solu^ao  de  estado  estacionario.  A Figura  8 mostra 
uma  compara9ao  entre  o grafico  de  Q nesse  caso  e a S0IU9S0  de  estado  estacionario. 


NOTA  2 o Comparando  as  Equa9oes  5 e 7,  vimos  que  matematicamente  elas  sao  identi- 
cas.  Isso  sugere  a analogia  dada  na  tabela  a seguir  entre  situa9oes  fisicas  que,  a primeira 
vista,  sao  muito  diferentes. 


Sistema  Mola 

Circuito  E16trico 

X 

deslocamento 

Q 

carga 

dx/dt 

velocidade 

/« 

dQjdl  corrente 

m 

massa 

L 

indutancia 

c 

constante  de  amortecimento 

R 

resistencia 

k 

constante  da  mola 

i/C 

elastancia 

Fit ) 

forca  externa 

m 

forca  eletromotriz 

Podemos  tambem  transferir  outras  ideias  de  uma  situa9ao  para  outra.  Por  exemplo:  a 
solu9ao  do  estado  estacionario  discutida  na  Nota  1 faz  sentido  no  sistema  mola.  E o fend- 
meno  da  ressonancia  no  sistema  mola  pode  ser  proveitosamente  transportado  para  cir- 
cuitos  eletricos  como  ressonancia  eletrica. 


1158 


CALCULO 


Editora  Thomson 


Exercicios 


1.  Uma  mola  com  massa  de  3 kg  e mantida  esticada  0.6  m aiem 
de  seu  comprimento  natural  por  uma  forca  de  20  N.  Se  a mola 
come(jar  em  sua  posic^ao  de  equilibrio,  mas  urn  empurrao  der 
sua  velocidade  inicial  de  1,2  m/s,  determine  a posi^ao  da 
massa  depois  de  t segundos. 

2.  Uma  mola  com  uma  massa  de  4 kg  tern  urn  comprimento 
natural  de  1 m e e mantida  esticada  ate  urn  comprimento  de 
1,3  m por  uma  forca  de  24,3  N.  Se  a mola  for  comprimida  ate 
um  comprimento  de  0,8  m e for  solta  com  velocidade  zero, 
determine  a posicao  da  massa  em  quaiquer  instante  t. 

3.  Uma  mola  com  uma  massa  de  2 kg  tern  uma  constante  de 
amortecimento  14,  e uma  forca  de  6 N e necessaria  para  manter 
a mola  esticada  0,5  m aiem  de  seu  comprimento  natural.  A mola 
e esticada  1 m aiem  de  seu  comprimento  natural  e entao  solta 
com  velocidade  zero.  Determine  a posicao  da  massa  em 
quaiquer  instante  t. 

4.  Uma  mola  com  uma  massa  de  3 kg  tern  uma  constante  de 
amortecimento  30,  e a constante  da  mola  e 123. 

(a)  Determine  a posicao  da  massa  no  instante  t se  ele  comecar 
em  uma  posicao  de  equilfbno  com  uma  velocidade  de  2 m/s. 
§§  (b)  Fa9a  o grafico  da  fun^ao  posicao  da  massa. 

5.  Para  a mola  do  Exercicio  3,  determine  a massa  que  deve 
produzir  amortecimento  critico. 

6.  Para  a mola  do  Exercicio  4,  determine  a constante  de 
amortecimento  que  deve  produzir  amortecimento  critico. 

||  7.  Uma  mola  tern  uma  massa  de  1 kg  e sua  constante  da  mola 
e k - 100.  A mola  e solta  em  um  ponto  0.1  m acima  de  sua 
posicao  de  equilibrio.  Fa9a  os  graficos  da  fun9§o  posi9ao  para 
os  seguintes  valores  da  constante  de  amortecimento  c:  10,  15, 
20,  25,  30.  Que  tipo  de  amortecimento  ocorre  em  cada  caso? 

8.  Uma  mola  tem  uma  massa  de  1 kg  e sua  constante  de 
amortecimento  6 c = 10.  A mola  come9a  de  sua  pos^ao  de 
equilibrio  com  uma  velocidade  de  1 m/s.  Fa9a  os  graficos  da  funcao 
pos^ao  para  os  seguintes  valores  da  constante  da  mola  k:  1 0,  20, 
25,  30,  40.  Que  tipo  de  amortecimento  ocorre  em  cada  caso? 

8111  Suponha  que  uma  mola  tenha  massa  m e constante  da  mola  k e 
seja  a)  — yjkjm.  Suponha  uma  constante  de  amortecimento  tao 
pequena  que  a for9a  de  amortecimento  seja  negligenciada.  Se 
uma  for9a  externa  Fit)  = F0  cos  toot  for  aplicada,  onde  oj0  ¥=  <o, 
use  o metodo  dos  coeficientes  a serem  delerminados  para  moslrar 
que  o moviniento  da  massa  e descrito  pela  Equagao  6. 

10.  Como  no  Exercicio  9,  considere  uma  mola  com  massa  m, 
constante  da  mola  k e constante  de  amortecimento  c = 0,  e 
seja  o)  = sjk/tn.  Se  uma  for9a  externa 

F{i)  = F0  cos  (Dt  for  aplicada  (a  freqtiencia  aplicada  e igual  a 
freqiiencia  natural),  use  o metodo  dos  coeficientes  a serem 
determinados  para  mostrar  que  o moviniento  da  massa  e dado 
por  x(t)  — c\  cos  <ot  + c2  sen  cot  + (F0  / (2m(o))t  sen  cot . 

11.  Mostre  que  se  <y0  ^ vj,  mas  w/co0  6 um  numero  racioiial,  entao 
o movimento  descrito  pela  Equagao  6 6 periodico. 

12.  Considere  uma  mola  sujeita  a uma  for9a  de  atrito  on  de 
amortecimento. 


(a)  No  caso  de  amortecimento  critico,  o movimento  e dado  por 
x — c\er  + C2te'' . Mostre  que  o grafico  de  jc  cruza  o eixo 

t sempre  que  a e c2  tiverem  sinais  contraltos. 

(b)  No  caso  de  superamortecimento,  o movimento  e dado  por 
x — c\€r>‘  + cten\  onde  r,  > r2.  Determine  uma  condigao 
sobre  as  magnitudes  relativas  de  cs  e c2  sob  a qua!  o grafico 
de  x cruza  o eixo  t para  uni  valor  positivo  de  /. 

13.  Um  circuito  em  serie  consiste  em  um  resistor  com  R ~ 20  fL 
um  indutor  com  L — 1 H,  um  capacitor  com  C — 0,002  F e 
uma  bateria  de  12  V.  Se  a carga  inicial  e a corrente  forem  0, 
encontre  a carga  e a corrente  no  instante  t. 

14.  Um  circuito  em  serie  contem  um  resistor  com  R ~ 24  fi,  um 
indutor  com  L — 2 H,  um  capacitor  com  C — 0,005  F e uma 
bateria  de  12  V.  A carga  inicial  e Q = 0,001  C e a corrente 
inicial  e 0. 

(a)  Determine  a carga  e a corrente  no  instante  i. 

Hi  (b)  Fa9a  o grafico  das  funcoes  carga  e corrente. 

15.  A bateria  no  Exercicio  13  e substitufda  por  um  gerador 
produzindo  uma  vokagem  de  Eit)  = 12  sen  10f.  Determine  a 
carga  no  instante  t. 

16.  A bateria  no  Exercicio  14  e substitufda  por  um  gerador 
produzindo  uma  voltagem  de  E{t)  — 12  sen  1 Of. 

(a)  Determine  a carga  no  instante  /. 
a®  (b)  Faca  o grafico  da  fun9§o  carga. 

•217.  Verifiquc  que  a solu9ao  para  a Equa9ao  1 pode  ser  escrita  na 
forma  x(t)  — A cos  (cot  + 8). 

18,  A figura  mostra  um  pendulo  com  comprimento  Leo  angulo  8 
a partir  da  vertical  ao  pendulo.  Pode  ser  mostrado  que  0,  como 
uma  fun9ao  do  tempo,  satisfaz  a equa9ao  diferencial  nao-linear 
d20  g 

—r  + ~~~  sen  $ — 0 

dt*  L 

onde  g e a acelera9ao  devida  a gravidade.  Para  valores 
pequenos  de  Q podemos  usar  a aproxima9ao  linear  sen  6—0. 
e entao  a equa9ao  diferencial  toma-se  linear. 

(a)  Determine  a equa9ao  do  movimento  de  um  pendulo  com 
comprimento  1 m se  6 for  inicialmente  0,2  rad  e a 
velocidade  angular  for  d6/dt  = 1 rad/s. 

(b)  Qual  o angulo  maximo  que  o pendulo  pode  fazer  a partir 
da  vertical? 

(c)  Qual  o periodo  do  pendulo  (isto  e,  o tempo  necessario  para 
uma  oscila9ao  completa)? 

(d)  Quando  o pendulo  estara  pela  primeira  vez  na  vertical? 

(e)  Qual  a velocidade  angular  do  pendulo  quando  ele  esta  na 
vertical? 


////////////////jV////////////// 
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Solucoes  em  Serie 

Muitas  equacoes  diferenciais  nao  podem  ser  resolvidas  explicitamente  era  termos  de  com- 
bina^oes  finitas  de  fun^oes  usuais  simples.  Isso  e verdade  mesmo  para  uma  equacao  com 
aparencia  bem  simples,  como 

[f|  v"  — 2xy'  + y = 0 

Todavia  e importante  voce  poder  resolver  equacoes  como  a que  foi  dada  acima,  pois  elas 
surgem  de  problemas  fisicos  em  particular,  em  conexao  com  a equacao  de  Schrodinger  da 
mecanica  quantica.  Em  tal  caso  vamos  usar  o metodo  das  series  de  potencia,  isto  e,  procu- 
raremos  por  uma  soiucao  da  forma 


y = f(x)  — 2 c„A'"  = Co  + C\X  + c2x2  + c3x:'  + • • • 

««=o 

O metodo  e para  substituir  essa  expressao  na  equacao  diferencial  e determinar  os  vaiores 
dos  coeficientes  c0,  C|,  c2, ....  Essa  tecnica  assemelha-se  ao  metodo  dos  coeficientes  a 
serem  determinados,  discutido  na  Se^ao  17.2. 

Usando  antes  as  series  de  potencia  para  resolver  a Equacao  1,  ilustraremos  o metodo 
sobre  uma  equa?ao  mais  simples  y"  + y ~ 0 no  Exemplo  1 . Realmente  ja  sabemos  como 
resolver  essa  equacao  pelas  tecnicas  da  Secao  17.1,  contudo  e mais  facil  entender  o mdtodo 
da  serie  de  potencia  quando  ele  e aplicado  para  essa  equacao  mais  simples. 


EXEMPLO  1 • Use  a serie  de  potencia  para  resolver  a equacao  y"  + y ~ 0. 
S0LUQA0  Assumiremos  que  haja  uma  solu9ao  da  forma 

fl]  y ~ Co  + C\X  + C2X~  + C;iX3  + ■ * • = X C„X'fi 

Podemos  diferenciar  a serie  de  potencias  termo  a termo,  logo 

yr  ==  Cj  + 2c?x  + 3 c\.x~  + ■ • • ~ 2 nc»x” 

n—l 

y"  = 2c?  + 2 - 3c:,x  + * ■ • = 2 n(n  ~~  l)cnxn~2 


O Escrevendo  os  primeiros  termos 
de  (4)  voce  vera  que  sao  iguais  a (3) 

Para  obter  (4)  substituimos 
n por  n + 2 e comepamos 
o somatorio  em  0 em  vez  de  2. 

Substituindo  as  expressoes  nas  Equacoes  2 e 4 na  equacao  diferencial,  obtemos 

x x 

2 (n  + 2)(n  + l)c„+2xn  + 2 W*  - 0 


2 Kn  + 2 )(n  + l)c„+2  + Cn\xn  — 0 

H— 0 


A fim  de  comparar  as  expressoes  de  y e y”  mais  facilmente,  reescrevemos  y"  como  segue: 


y”  = 2 («  + 2)(«  + \)cn+2xn 


1 3 


:3,iSS. k. 


' ' ■ v 
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Se  dims  series  de  potencias  forem  iguais,  entao  os  coeficientes  correspondentes  devem 
ser  iguais.  Portanto  os  coeficientes  de  xn  da  Equaqao  5 devem  ser  0: 

(n  + 2 )(n  + l)c,t+2  + c„  = 0 


Cn 

( n + l)(n  + 2) 


n = 0,  1,2,  3,... 


A Equaqao  6 e chamada  relagao  de  recursao.  Se  Co  e C\  forem  conhecidos,  essa 
equaqao  permite-nos  determinar  os  coeficientes  restantes  recursivamente,  pondo 
n = 0,  1,  2,  3, . . , em  sucessao. 


Pondo  n 

= 0: 

c,  = 

Co 

1 • 2 

Pondo  n 

= 1: 

c3  = 

Cl 

2 • 3 

Pondo  n 

= 0- 

c4  = 

c2 

Co 

Co 

3 • 4 ” 

1 

•2*3*4  ‘ 

“ 4! 

Pondo  n 

= 3: 

c5  = 

c?> 

Ci 

Cl 

4 • 5 ~ 

2 

*3*4*5  " 

” 5! 

Pondo  n 

= 4- 

c6  = 

c4 

Co 

_ £o_ 

5 • 6 ~ 

4!  5 • 6 “ 

6! 

Pondo  n 

= 5: 

Ci  = 

c5 

Ci 

Cl 

6*7 

516-7  “ 

7! 

Ate  agora  vemos  o seguinte  padrao: 


para  os  coeficientes  pares,  c2n  = ( - 1)" 


Co 


(2  «)! 


para  os  coeficientes  i'mpares,  cm-ri  — (— 1)" 


Cl 


(2  n +1)! 

Pondo  esses  valores  na  Equaqao  2,  escrevemos  a soluqao  como 
y ~ Co  + C \X  + c2x2  + dx2  + c4x4  + c$x 5 + * • * 


+ (-1)"  — h 

1 ' (2n)l 


Co  1 + + 

1 2!  4!  6! 


„2  Tt-f  J 


, -V3  X5  X7  . s x‘ 

+ C i{  x f f • • • + (“IP 

5 3!  5!  7!  1 } (2 n + 1)1 


+ 


co  X ( i)n  ———  + ci  2/  (~i) 


1 


<2/0!  ' (2n  + 1)! 


Note  que  ha  dims  constantes  arbitrarias,  Co  e ct 
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NOTA  1 g Reconhecemos  a serie  obtida  no  Exemplo  1 como  sendo  a serie  de  Maclaurin 
para  cos  x e sen  x.  (Veja  as  Equates  1 1.10.16  e 11.10.15.)  Portanto,  podemos  escrever  a 
solu^ao  como 


2 2/«r„.r*  - I 2nc„x“ 


;y(x)  = Co  cos  x + Ci  sen  x 

Entretanto,  em  geral  nao  somos  capazes  de  expressar  solugoes  das  equaqdes  diferenciais 
em  serie  de  potencia  em  termos  de  funqoes  conhecidas. 

EXEMPLO  2 □ Resol va  y"  ~~  2xy’  + y - 0. 

S0LUQA0  Vamos  assumir  que  haja  uma  solu^ao  da  forma 

co 

V = X c„x" 

n— 0 

Entao  y'  — X nc„xr'~l 

«— I 

e y"  = X n(n  ~ l)cnxrt'"2  = X (n  + 2 )(n  + IJcn+^tX11 

n~2  n =0 

como  no  Exemplo  1.  Substituindo  na  equa9§o  diferencial,  obtemos 

30  cc  x 

X («  + 2)(n  + l)c„+2^n  _ 2x  X ncnxn~l  + X c»xn  ” 0 

n=0  «=l  ra™  0 

X (n  + 2 ){n  + l)c„+2xn  — X 2 ncnxn  + X c„x"  = 0 

tt™  0 n~  1 n— 0 

x 

X [(«  + 2 )(n  + l)c„+2  — (2 n — l)c„]x"  = 0 

Essa  equa9ao  estara  satisfeita  se  o coeficiente  de  xn  for  0: 

(n  + 2 )(n  + l)c„+2  ~ (2 n — l)c„  = 0 
2 n — 1 


m 


Cn+ 2 = 7 1V  Cn  n = 0,  1,2,3, ... 

(n  + l)(n  -t-  2) 


Resolvemos  essa  rela9ao  de  recursao  pondo  n = 0,  1,  2,  3, . . . sucessivamente  na 
Equa9ao  7: 

1 


Pondo  n = 0: 

c2  — 

1 * 2 

Co 

Pondo  n = 1: 

c3  = 

1 

■Cl 

2 * 3 

Pondo  n = 2: 

3 

3 

Cn  ~ 

3 * 4 

C2  = 

1*2*3* 

Pondo  n — 3: 

C5  = 

5 

1 • 5 

4 * 5 

C3 

2 * 3 * 4 * 5 

Co 


4! 


Co 


_ 1 • 5 
Cl  5!  Ci 
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0 , „ 7 3 * 7 3*7 

3*6  4!  5 • 6 6! 

0^  c 9 1*5*9  1*5*9 

Pondo  n ~ 5:  c7  = c<;  = c,  = — — c, 

6*7  5!  6 • 7 7! 

n , , 11  3*7*11 

Pondo  n = 6:  c8  = — — -C{  = — — c0 

7*8  8! 

D , - 13  1 * 5 * 9 • 13 

Pondo  n = 7:  c9  = — r. 

8*9'  9! 

Em  geral,  os  coeficientes  pares  sao  dados  por 


3*7*11 


C2« 


(4/i  - 5} 


(2/i) ! 


A) 


e os  coeficientes  unpares  sao  dados  por 

1*5*9 


c2„+ i 


(4«  - 3) 


(2/i  + 1)! 


C\ 


A soluqao  e 

}J  — Co  + C\X  + c2x2  + C3.tr5  + C4X4  + 


. 1 , 

CO  1 — — — x~ 


21  4! 


3 • 7 * 3*7*11 


6! 


8! 


, , , 1 3 . 1 • 5 s , 1*5*9  , , 1 • 5 * 9 * 13  0 

+ c,|  X + — X -r  — X-  + — — x’  + xJ  + 


ou 


, , 1 , v 3 • 7 (An  - 5) 

y = eo(  1 - — x-  - 2 — 

n~2  {2n)l 


01 


+ Jx + i ‘ 3)x2"') 

\ »=i  (2  n + 1)!  / 


NOTA  2 □ No  Exemplo  2,  supusemos  que  a equa9§o  diferencial  tinha  uma  soiu9ao  em 
serie.  Mas  agora  podemos  verificar  diretamente  que  a fun9§o  dada  pelo  Equa9ao  8 e de 
fato  uma  solu£ao. 

NOTA  3 o Ao  contrario  da  situacao  do  Exemplo  1,  a serie  de  potencia  que  surge  na 
S0IU9&0  do  Exemplo  2 nao  define  fu^oes  elementares.  As  fun9oes 


e 


X,  1 1 , v 3 * 7 * * * * * (4«  - 5)  , 

Vi(x)  =1 x"  — \ ■ x2» 

2!  .f,  (2«)l 


y2(x)  = x + 2 


n— 2 

1*5*9 


(4 n - 3) 


(2  n + 1)! 


in.ni  Mini  iiiiiili.il 


-s&S&L'r. 
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FfGURA  1 


sao  perfeitamente  boas,  entretanto  nao  podem  ser  expressas  era  termos  das  funtxies  familia- 
res.  Podemos  usar  essas  expressoes  de  serie  de  potencia  para  vi  e y2  para  computar  os  valores 
aproximados  das  {undoes  e ate  mesmo  seus  graficos.  A Figura  1 mostra  as  duas  primeiras 
somas  parciais  To,  T2,  T*, ...  (polinomios  de  Taylor)  para  Vi(x),  e vemos  como  eles  con- 
vergem  para  yq.  Dessa  maneira  podemos  fazer  ambos  os  graficos  ys  e y2  na  Figura  2, 

NOTA  4 o Se  formos  solicitados  a resolver  o problema  de  valor  inicial 
>-"  - 2xy'  + y = 0 y(0)  ==  0 y'(0)  = 1 


15 


devemos  observar,  do  Teorema  1 1.10.5,  que 


co  = y(0)  = 0 c\  — v'(0)  — 1 


Isso  deve  simplificar  os  calculos  no  Exemplo  2,  uma  vez  que  todos  os  coeficiente  pares 
devem  ser  0.  A solu^ao  para  o problema  de  valor  inicial  e 


y(x)  = x + 2 


1-5-9 


(An  - 3) 


[In  T 1)! 


Exercicios 


,h — lag-rTiSggssasgg  ~!  j-  - -'i-i'A  i 


1-11  □ Use  as  series  de  potencia  para  resolver  a equaqao  diferencial. 

1.  y'  - y = 0 2.  / ■»  xy 

IH  y'  = x1 2 3y  4.  (x  - 3)y'  + 2y  = 0 

5.  y"  + xy'  + y — 0 6.  y"  — y 

7.  (x2  + l)y"  H-  xy'  — y = 0 

8.  v"  = xy 

m f - xy'  - y - 0.  y(0)  - 1,  y'(0)  = 0 
ID.  y"  + x2y  ~ 0,  y(0)  = 1,  y'(0)  — 0 


11.  y"  + x2y'  + xy  - 0,  y(0)  = 0,  y'(0)  - I 

12.  A solu^ao  do  problema  de  valor  inicial 

x2y"  + xy'  + x2y  — 0 y(0)  — 1 y'(0)  — 0 

e chamada  fungao  de  Bessel  de  ordem  0. 

(a)  Resolva  o problema  de  valor  inicial  para  determinar  uma 
expansao  em  serie  de  potencia  da  fun^ao  de  Bessel. 

(b)  Fa$a  o grafico  de  varios  polinomios  de  Taylor  ate  atingir 
urn  que  pare9a  uma  boa  aproximaqao  para  a fungao  de 
Bessel  em  urn  intervalo  [-5,  5]. 


Revisao 


VERIFICAQAO  DE  CONCEfTOS  ^ 


1.  (a)  Escreva  a fonna  geral  de  uma  equacao  diferencial  linear  de 

segunda  ordem  com  coeficientes  constantes. 

(b)  Escreva  a equa9ao  auxiliar. 

(c)  Como  voc6  usaria  as  raizes  da  equa9ao  auxiliar  para 
resolver  a equa9ao  diferencial?  Escreva  a forma  da  solucao 
para  cada  urn  dos  tres  casos  que  podem  ocorrer. 

2.  (a)  O que  e urn  problema  de  valor  inicial  para  uma  equacao 

diferencial  de  segunda  ordem? 

(b)  O que  e o problema  de  contomo  para  tal  equacao? 

3.  (a)  Escreva  a forma  de  uma  equa9ao  diferencial  linear  de  segunda 

ordem  nao-homogenea  com  coeficientes  constantes. 


(b)  O que  e uma  equa9ao  complementar?  Como  ela  pode 
ajudar  a resolver  a equa9ao  diferencial  original? 

(c)  Explique  o funcionamento  do  metodo  dos  coeficientes  a 
serem  determinados. 

(d)  Explique  o funcionamento  do  metodo  da  varia9ao  dos 
parametros. 

4.  Discuta  duas  aplica9oes  das  equa9oes  diferenciais  lineares  de 
segunda  ordem. 

5.  Como  voce  usaria  as  series  de  potencia  para  resolver  uma 
equacao  diferencial? 
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TESTES  FALSO-VERDADEIRO 


Determine  se  o enunciado  6 false  ou  verdadeiro.  Se  for  verdadeiro,  explique  por 
que.  Se  for  falso,  explique  por  que  ou  de  um  exempio  que  invalids  o enunciado. 

1.  Se  Vi  e yz  forem  solu^des  y"  + y = 0,  entao  vi  + yz  tambem  e 
uma  solu^ao  da  equacao. 

2.  Se  V]  e >’a  forem  solutes  de  y"  + 6 >*'  + 5y  — x,  entao 
Ci>i  + c?y2  tambem  e uma  solucao  da  equacao. 


3.  A solucao  gerai  de  y"  — y — 0 pode  ser  escrita  como 

y — C\  cosh  x + cj  senhx 

4.  A equacao  v"  - y = e*  tem  uma  solucao  particular  da  fonna 

vP  = Aex 


EXERCICIOS 


10  Resolva  a equacao  diferencial. 

1.  y"  ~ 2 y'  - 15 y = 0 

2.  y"  + 4/  + 13v  = 0 

3.  y"  + 3y  - 0 

4.  4y"  + 4y'  + y - 0 


5. 


dy 

_?-457  + 5>,  = c. 


d2y 
dx 2 

d?y  , dy  o ^2 

d2y  „ dy 

— ^ — 2 — + v **=  x cos  x 
dx"  dx 


d2y 


10. 


dx2 

£y 

dx 


7 + 4 y = sen  2x 

6v  — 1 + e~2x 


dx 

d2y  dy 


dx 


2 + y — cossecx,  0 < x < 7r/2 


11—14  □ Resolva  0 probienia  de  valor  inicial. 

11.  y"  + 6/  = 0,  y(l)  - 3,  y'(l)  « 12 

12.  y"  - 6y'  + 25v  = 0,  y(0)  - 2,  y'(G)  - 1 

13.  y"  — 5y'  + 4y  — 0,  y(0)  = 0,  y'(0)  — 1 

14.  9 y"  + y - 3x  + c y(0)  - 1,  y'(0)  - 2 


15.  Use  a serie  de  potencia  para  resolver  o problema  de  valor  inicial. 
y -f  xy'  + y — 0 y(0)  — 0 y'(0)  = 1 


16.  Use  a serie  de  potencia  para  resolver  a equacao 

y"  - xy'  — 2y  = 0 

17.  Um  circuito  em  serie  content  um  resistor  com  R — 40  O,  um 
indutor  com  L = 2 H,  um  capacitor  com  C — 0,0025  F e uma 
bateria  de  12  V.  A carga  inicial  e Q = 0,01  C e a corrente 
inicial  e 0.  Determine  a carga  no  instante  t. 

18.  Uma  mola  com  uma  massa  de  2 kg  tem  uma  constante  de 
amortecimento  16,  e uma  for9a  de  12,8  N mantem  a mola 
esticada  0,2  m alem  de  seu  comprimento  original.  Detennine 
a posi^ao  da  massa  no  instante  t se  ela  iniciar  na  posi^ao  de 
equilfbrio  com  velocidade  de  2,4  m/s. 

19.  Suponha  que  a Terra  seja  uma  esfera  solida  de  densidade 
uniforme  com  massa  M e raio  R ~ 3,960  mi.  Para  uma 
partfcula  de  massa  m a uma  distancia  r a partir  do  centro  da 
Terra  e dentro  dela,  a for^a  gravitacional  que  atrai  a partfcula 
para  o centro  e 

—GMtm 
Fr  = ~2 

r~ 

onde  G 6 a constante  gravitacional  e AT,  e a massa  de  Terra 
dentro  de  uma  esfera  de  raio  r. 

, , w „ - GMm 

(a)  Mostre  que  Fr  — — — — r. 

(b)  Suponha  que  um  buraco  seja  perfurado  na  Terra  ao  longo 
do  diametro.  Mostre  que,  se  uma  partfcula  de  massa  m for 
deixada  eair  a partir  do  repouso  desde  a superffcie  para 
dentro  do  buraco,  entao  a distSncia  y — y(t)  da  partfcula  a 
partir  do  centro  da  Terra  no  instante  t e dada  por 

y"0)  = -k2y(t) 

onde  k 2 = <7  AT/7? 3 - g/R. 

(c)  Conclua  a partir  da  parte  (b)  que  a partfcula  esta  submetida 
a um  movimento  harmonico  simples.  Encontre  o perfodo  T. 

(d)  Com  que  velocidade  a partfcula  passa  atraves  do  centro 
da  Terra? 


Apendices 

F Provas  de  Teoremas  A2 
G Numeros  Complexos  A5 

H Respostas  dos  Exercicios  de  Numeros  fmpares  A 13 
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Pro vas  de  Teorem a s 


■%  c a 


A fim  de  provar  o Teorema  1 1.8.3,  precisamos  primeiro  dos  seguintes  resultados: 


1.  Se  uma  serie  de  potencia  I cnxri  convergir  quando  x — b (onde  b r 0),  entao 


ela  converge  quando  \x  \ < | b ]. 

2.  Se  uma  serie  de  potencia  2 c„xn  divergir  quando  x = d (onde  d 0),  entao  ela 
diverge  quando  |x|  > |dj. 

Prova  tls  1 Suponhamos  que  £ cnbn  convirja.  Entao,  pelo  Teorema  1 1.2.6,  temos 
iim„_<x  cnbn  — 0.  De  acordo  com  a Definicao  11.1.2  com  s = 1,  existe  um  inteiro  posi- 
tive N tal  que  | cnbn  | < 1 sempre  que  n 3s  N.  Assim,  para  n 2*  N,  temos 


cnb  x - . 

n 

X 

X 

. _ = \crb 

— < 

bn  j 11 

b\ 

T 

Se \x\  < j b |,  entao  \ x/b  | < 1,  assim,  2 \x/b  |"  e uma  serie  geometries  convergente. 
Logo,  pelo  Teste  da  Compara^ao,  a serie  2“-^  | c»xn  ] e convergente.  Assim,  a serie 
2 cnx'‘  e absolutamente  convergente  e,  portanto,  convergente. 

v m 1 Suponhamos  que  S cndn  divirja.  Se  x for  qualquer  numero  tal  que 
| x | > \d\,  entao  2 c„xn  nao  pode  convergir,  pois,  pela  parte  1,  a convergencia  de  2 cnxn 
implicaria  a convergencia  de  2 cndn.  Portanto,  2 cnxn  diverge  quando  |x  [ > | d |. 

| a eons-ma  Para  uma  serie  de  potencia  2 cnxn  ha  apenas  tres  possibilidades: 

1.A  sdrie  converge  somente  quando  x = 0. 

j 2.  A serie  converge  para  todo  x.  ] 

3.  Existe  um  ndmero  positivo  R tal  que  a serie  converge  se  | x | < Re  diverge  se 
|jc|>K. 


Prsva  Suponhamos  que  nao  ocorram  os  casos  1 e 2.  Entao  existem  numeros  nao  nulos  b e 
d tais  que  2 c„x"  converge  para  x — b e diverge  para  x — d.  Portanto  o conjunto 
S ~ {x  1 2 c„x”  converge}  e nao  vazio.  Pelo  teorema  precedente,  a serie  diverge  se 
| x | > | d J,  assim,  j x | =£  | d | para  todo  x G S.  Isso  nos  diz  que  | d j e um  limite  superior 
para  o conjunto  S.  Entao,  pelo  Axioma  da  Completitude  (veja  a Se^ao  1 1.1),  S tern  um 
limite  superior  mmimo  R.  Se  | x j > R,  entao  x £ S,  assim,  2 cnxn  diverge.  Se  | x | < R, 
entao  | x ( nao  e um  limite  superior  para  S,  e,  portanto,  existe  b G S tal  que  b > \ x |.  Como 
b & S,  2 cnbn  converge,  e assim,  pelo  teorema  precedente,  2 cnxn  converge.  0 


j [3j  Tssrema  Para  uma  serie  de  potencia  2 cn(x  - df  temos  somente  tres 
j possibilidades: 

1.  A serie  converge  somente  quando  x = a. 

2.  A serie  converge  para  todo  x. 

I 3.  Existe  um  numero  positivo  R tai  que  a serie  converge  se  | x — a | < R e diverge 
| se  \x  - a \ > R. 


.. 


SEpAG  14.4 
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Prova  Se  fizemios  a mudan^a  de  variave!  u — x — a,  entao  a serie  de  potencia  fica 
2 cnii”  e podemos  aplicar  nela  o teorema  precedente.  No  caso  3,  temos  convergencia 
para  | u | < R e divergencia  para  | u \ > R.  Assim,  temos  convergencia  para  j x — a \ < R 
e divergencia  para  | jc  — a | > R. 

) Teorsma  de  Clalrstif  Suponhamos  que  / seja  definida  era  uma  boia  aberta  D que 
contenha  o ponto  ( a , b).  Se  as  fun9oes  fxy  e fyx  forem  ambas  contmuas  em  D, 
j entao  fxy(a , b)  ~ fyx(a,  b ). 


Prova  Para  valores  pequenos  de  /z,  /z  A 0,  considere  a diferenca 

A(7z)  — \_f{a  + /z,  b + h)  — f(a  + h,  /?)]  — [ f(a , b + h)  — /(a,  bj\ 
Observe  que,  se  fizermos  g(x ) = fix,  b + h)  - fix,  b ),  entao 

A (h)  — g(a  + h ) - g(a ) 

Pelo  Teorema  do  Valor  Medio,  existe  urn  numero  c entre  a e a + h tal  que 

g(a  + h)  - g(a ) = g'(c)h  = /z[/x(c,  b + h)  - fx(c , b )] 

Aplicando  o Teorema  do  Valor  Medio,  novamente,  dessa  vez  em  fx , , obtemos  um 
numero  d entre  b e b + h tal  que 


fx(c,  b + h)  - fx{c,  b ) «= fxy{c , d)h 

Combinando  essas  equa^oes,  obtemos 

Mb)  = h2fxy(c , r/) 

$e  h—>  0,  entao  (c,  <Z)  —»•  (a,  6),  assim,  da  continuidade  de  /x>,  em  (a,  b ) resulta 

A(/i) 

lim  , ? = lim  /rv(c,  d)  — fxv(a,  b) 

h~  ( c,d)->(a,h ) 

Analogamente,  escrevendo 

A (h)  — [/(a  + h,  b + h)  — /(a,  b + h)~\  — [f(a  + /z,  b)  — /(a,  b )] 

e usando  o Teorema  do  Valor  Medio  duas  vezes,  bem  como  a continuidade  de  fyx  em 
(a,  b),  obtemos 


Segue  que  fxy(at  b ) = fyx(a,  b ). 


lim 

h-*Q 


A(/z) 

/i2 


~ fyx(a>  b) 


PH  Teorema  Se  as  derivadas  parciais  fx  e fy  existirem  proximo  de  (a,  b)  e forem 
contmuas  em  (a,  b ),  entao /e  diferenciavel  em  (a,  b). 


A : 


= /(a  + Ax,  b + Ay)  — f(a,  b ) 


Pr ova  Seja 
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De  acordo  com  (14.4.7),  para  provar  qu e/e  diferenciavel  em  (a,  b ),  temos  de  mostrar 
que  podemos  escrever  Az  na  forma 

A z —fx(a,  b)  Ax  + fy(a,  b)  Ay  + si  Ax  4-  s2  A>’ 

onde  gj  e s2  — > 0 quando  (Ax,  Ay)  — » (0,  0). 

Com  referencia  a Figura  4,  escrevemos 

j 3j  A z = [f(a  + Ax,  b + Ay)  — /(a,  b + Ay)]  + [ f(a , b 4-  Ay)  — f(a , b)\ 


FIGURA  4 

Observe  que  a funqao  de  uma  tinica  variavei 

g(x)  = fix , b + Ay) 

esta  definida  no  intervalo  [ a , a + Ax]  e g'(x)  = fx{x,  b + Ay).  Se  aplicarmos  o Teorema 
do  Valor  Medio  para  g , obteremos 

g(a  + Ax)  — g(a ) = g'(u)  Ax 

onde  u e algum  numero  entre  aea  + Ax.  Em  termos  de  /,  essa  equa^o  toma-se 

f(a  + Ax,  b + Ay)  — f(a,  b + Ay)  = fx(u,  b + Ay)  Ax 

Essa  equa£ao  nos  fomece  uma  expressao  para  a primeira  parte  do  lado  direito  da 
Equagao  3.  Para  a segunda  parte,  fazemos  h(y)  =f(a,  y).  Entao  h e uma  fun^ao  de  uma 
unica  variavei  definida  em  um  intervalo  [b,  b + Ay]  e h'(y)  = fy(a,  y).  Uma  segunda 
aplica^ao  do  Teorema  do  Valor  Medio  nos  da 

h(b  + Ay)  — h(b ) — h'(v)  Ay 

onde  v e algum  numero  entre  b e b + Ay.  Em  temios  de  f isso  fica 

f(a,  b + Ay)  - f(a , b)  = fy{a , v)  Ay 
Substituimos  agora  essas  expressdes  na  Equagao  3 e obtemos 
Az  — fx(u,  b 4-  Ay)  Ax  + fy(a,  v)  Ay 

~ fxia,  b) Ax  + [ fx(u , b + Ay)  - fx(a,  i?)]  Ax  + fy(a,  b ) Ay 
+ lfy(a,v)  — fy{a,  b)]  Ay 
= fx(a,  b)  Ax  + fy(a,  b)  Ay  + Ax  4-  s2  Ay 
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onde  e,  ~ fs(u,  b 4-  Ay)  ~ fx(a,  b) 

£2  = fy(a,  v)  -f,(a,b) 

Uma  vez  que  (u,  b 4-  Ay)  — > (a,  b ) e ( a , v)  (a,  b)  quando  (Ax,  Ay)  — > (0,  0)  e como  fx  e 
fy  sao  contmuas  em  ( a , b ),  vemos  que  e>  — » 0 e e2  -*  0 quando  (Ax,  Ay)  — » (0,  0). 
Portanto/  e diferenciavel  em  (a,  b ). 


i 


Numeros  Complexos 


Im 


» -4  + 2 i 

i ” 


- 2 + 3/ 


H \ r 


-2  - 2 i 


i Re 

0 3 --  2 i 


FIGURA  1 

Numeros  complexos  como  pontos 
no  piano  de  Argand 


Um  numero  complexo  pode  ser  representado  por  uma  expressao  da  forma  a + bi , onde  a 
e b sao  numeros  reais  e i e um  sfmbolo  com  a propriedade  de  que  i 2 = — 1 . O numero 
complexo  a + bi  pode  tambem  ser  representado  pelo  par  ordenado  (a,  b)  e desenhado  como 
um  ponto  em  um  piano  (chamado  piano  Argand),  como  na  Figura  1 ; assim,  0 numero  com- 
plexo i ~ 0 + 1 * i esta  identificado  como  o ponto  (0,  1). 

A parte  real  do  numero  complexo  a + bi  6 o numero  real  a,  e a parte  tmaginaria  e o 
numero  real  b.  Assim,  a parte  real  de  4 — 3i  e 4 e a parte  imaginaria  e -3.  Dois  numeros 
complexos  a + bi  e c + di  sao  iguais  s ca~ceb~d,  isto  e,  se  suas  partes  reais  forem 

iguais  e suas  partes  imaginarias  forem  iguais.  No  piano  de  Argand,  o eixo  horizontal  e 

chamado  eixo  real,  ao  passo  que  o eixo  vertical  e denominado  eixo  imaginario, 

A soma  e a diferen9a  de  dois  numeros  complexos  sao  definidas  pela  soma  ou 
subtrayao  de  suas  partes  reais  e imaginarias: 

(a  + bi)  + (c  + di)  = (a  + c)  + (b  + d)i 

(a  + bi)  — ( c + di)  — (a  — c)  + (b  ~ d)i 

Por  exemplo, 

(1  — i)  + (4  + li)  — (1  4-  4)  + (—  1 + 7)i  — 5 + 6i 


O produto  de  numeros  complexos  e definido  de  forma  que  as  propriedades  comutativa  e 
distributiva  usuais  se  mantenham: 

(a  + bi)(c  + di)  — a(c  + di)  4-  ( bi)(c  + di) 

“ cic  + adi  + bci  + bdi  ~ 


Uma  vez  que  i2  = —1,  isso  fica 


(a  + bi ){c  + di)  — (ac  ~ bd)  + (ad  4-  bc)i 
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EXEMPLO  1 □ 


(-!  + 3i)(2  - 5/)  - (— 1)(2  - 50  + 3/(2  - 5 0 

- -2  + 5i  + 6/  - 15( — 1)  = 13  + 1 1/ 

A divisao  entre  numeros  complexos  se  parece  muito  com  a racionaliza^ao  do  denomi- 
nador  de  uma  expressao  racional.  Para  um  numero  complexo  z ~ a + bi,  definimos  seu 
complexo  conjugado  como  z — a — bi.  Para  encontrar  o quociente  de  dois  nume- 
ros complexos,  multiplicamos  o numerador  e o denominador  pelo  complexo  conju- 
gado do  denominador. 


EXEMPLO  2 o Expresse  o numero  -- ■; na  forma  a + bL 

2 + 5/ 

S0LUQA0  Multiplicando-se  o numerador  e o denominador  pelo  complexo  conjugado  de 
2 + 5/,  isto  e,  2 — 5/,  e levando-se  em  conta  o resultado  do  Exemplo  1: 


- 1 +3/  - 1 +3/  2 - 5 / 13  + 11/  B 11 

2 + 5/  ~ 2 + 5/  ’ 2 - 5/  ~ 2-  + 52  ~ 29  + 29  1 


Im  > 
i , 

* J 

p z — a -r  bi 

~~o 

Re 

i z~  a — bi 

A interpreta^ao  geometrica  do  numero  complexo  esta  na  Figura  2:  z e a reflexao  z em 
tomo  do  eixo  real.  Uma  lista  das  propriedades  do  complexo  conjugado  e apresentada  a 
seguir.  As  provas  seguem  da  defini^ao  e serao  requisitadas  no  Exercicio  18. 


Propriedades  dos  Conjugados 

z + w — z + w 

zw  — z w 

FIGURA  2 


FIGURA  3 


O modulo,  ou  valor  absoluto,  | z | de  um  ndmero  complexo  z = a + bi  e sua  distan- 
cia  ate  a origem.  Da  Figura  3,  vemos  que,  se  2 = a + bi,  entao 


|z|  - -\f a 2 + /A 

Observe  que 

zz  = (a  + bi)(a  — bi)  = a 2 + abi  — abi  — bli 2 = a 2 + b: 


e portanto 


Isso  explica  por  que  o processo  de  divisao  no  Exemplo  2 funciona  em  geral: 

z __  zw  __  zw 
w ww  | w p 

Uma  vez  que  i2  = — 1 , podemos  pensar  / como  a raiz  quadrada  de  -1.  Note,  porem,  que 
tambem  temos  (~/)2  — / 2 = — 1,  e portanto  —i  e igualmente  uma  raiz  quadrada  de  -1. 
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Dizemos  que  i e a raiz  quadrada  principal  de  -1  e escrevemos  — i-  Em  geral,  se  c 
for  um  numero  positivo,  escrevemos. 

V~A  “ v'c  i 

Com  essa  conven^ao,  a dedu^ao  usual  e a formula  para  as  raizes  de  uma  equacao 
quadratica  ax£  + bx  + c = 0 sao  validas  mesmo  que  b2  — 4 ac  < 0: 

~b  ± v^  " 4tic 


EXEMPL8  3 o Ache  as  raizes  da  equacao  x2  + x + 1 = 0. 
SOLUQAO  Usando  a formula  quadratica,  temos 


x 


-1  ± _ ~ 1 ± V3 / 

2 ” 2 


Observamos  que  as  solut^oes  da  equacao  no  Exemplo  3 sao  conjugadas  complexas  uma 
da  outra.  Em  geral,  as  solugoes  de  qualquer  equa9§o  quadratica  ax2  + bx  + c = 0 com 
coeficientes  reals  a,  b e c sao  sempre  conjugadas  complexas.  (Se  z for  real,  5 — z,  logo  z 
e a sua  propria  conjugada.) 

Vimos  que,  se  permitirmos  numeros  complexos  como  solu^oes,  entao  toda  equacao 
quadratica  possui  uma  solu^ao.  Mais  geralmente,  e verdade  que  toda  equacao  polinomial 

a, , xn  + a„~ix"  1 + •••  + fl|X-fnfO  = 0 

de  grau  no  minimo  1 tem  uma  solugao  entre  os  numeros  complexos.  Esse  fato  e conhecido 
como  Teorema  Fundamental  da  Algebra  e foi  provado  por  Gauss. 


FI6URA  4 


Forma  Polar 

Sabemos  que  qualquer  numero  complexo  z = a + bi  pode  ser  considerado  como  um  ponto 
(a,  b)  e que  tal  ponto  pode  ser  representado  em  coordenadas  polares  (r,  6)  com  r 2*  0.  De  fato, 

a = reos  6 b = rsen  6 

como  na  Figura  4.  Portanto,  temos 

Z ~ a + bi  — (rcos  6)  + (rsen  6)i 
Assim,  poderaos  escrever  qualquer  numero  complexo  z na  forma 

j z = r(cos  Q + t sen  6) 


onde 


r — \z\  — V«2  + b2  e 


O angulo  6 e chamado  argumento  z,  e escrevemos  6 — arg(z).  Note  que  arg(z)  nao  e 
unico;  quaisquer  dois  argumentos  de  z diferem  entre  si  por  um  multiplo  inteiro  de  2 it. 


I Ar— t/Xr  ^ r ■ i X&lr '1-V  i VYr/ 
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Im  f 


#!  + 


k 6 , 


FIGURA  5 


EXEMPLO  4 □ Escreva  os  numeros  a seguir  na  forma  polar. 

(a)  i ~ 1.  + i (b)  w ~ yj 3 — i 

soiugAo 

(a)  Temos  que  r — j z j — V 12  + l2  = v/2  e tg  9=  1;  assim,  podemos  tomar  6 = it/ A. 
Logo,  a forma  polar  e 


z = 


/ n 

cos F i sen 

\ 4 


(b)  Aqui  temos  r ■—  j tv\  — \j 3 + 1 — 2 e tg  6 — — 3 /v 3 . Uma  vez  que  a;  esta  no 
quarto  quadrante,  tomamos  6 — -tt/6  e 


Re 


A lorma  polar  dos  numeros  complexos  nos  da  uma  interpretayao  interessante  para  a 
multiplica9ao  e a divisao.  Sejam 

Zi  = r'i(cos  9\  + i sen  0j)  z2  — r2{co$  $2  + i sen  62) 

dois  numeros  complexos  escritos  na  forma  polar.  Entao 


FIGURA  6 


Z|Z2  = rir2(cos  9\  + / sen  0t)(cos  62  + / sen  02) 

= nr2[(cos  0.  cos  02  ~~  sen  0,  sen  02)  + /(sen  0,  cos  02  + cos  0,  sen  02)] 

Portanto,  usando  as  formulas  de  adi^ao  para  seno  e cosseno,  temos 
Z\Z2~  rsr2[cos(0|  + 02)  + / sen(0i  -F  02)] 


Essa  formula  nos  diz  que,  para  se  multiplicar  dois  numeros  complexos,  multiplicamos 
os  mddulos  e somamos  os  argumentos  (veja  a Figura  5). 

Um  argumento  similar  usando  as  formulas  de  subtragao  para  seno  e cosseno  mostra  que, 
para  se  dividir  dois  numeros  complexos,  dividimos  os  mddulos  e subtraunos  os  argumentos. 


— - [cos($i  — 02)  + / sen (0i  — 02)]  z?  # 0 

z2  r2 


Em  particular,  tomando  z%  — 1 e z?  — z (e,  portanto  0S  = 0 e 0,  = 0),  temos  o seguinte, 
que  esta  ilustrado  na  Figura  6. 


Se  z — r(co$  6 + i sen  0),  entao 


— = — (cos  0 — i sen  0) 
z r 


FIGURA  7 
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Ache  o produto  dos  numeros  complexos  1 + i c \/3  ~ i na  forma  polar. 
SOLUQAO  Do  Exemplo  4,  temos 


r~  77  77 

1 + i — <j2  cos  — + i sen  — 
\ 4 4 


2 cos(  “f ) + i‘sen(~~f 


Assim,  pela  Equa^ao  1, 


(1  + i){J'3  — i)  = 2sj2  cos  — — j + * sen  — 


4 6 


4 6 


r~  ( 7 T 7 7 

2 J 2 cos h /'  sen  — 

\ 12  12 


Is.so  esta  ilustrado  na  Figura  7. 


0 uso  repetido  da  Formula  1 mostra  como  computar  as  potencias  de  um  numero  complexo.  Se 

z — r(cos  8 + i sen  8) 

entao  z2  — r2(cos  28  + i sen  28) 

e z3  ~ zz 2 = r3(co$  38  + i sen  38) 

Em  geral  obtemos  o seguinte  resultado,  cujo  nome  e uma  homenagem  ao  matematico 
francos  Abraham  De  Moivre  (1667-1754). 


) :_t  Issrssii  tis  Ss  fvloii/rs  Se  z ~ r(cos  0 + i sen  0)  e n for  um  inteiro  positive,  entao 

z"  = [r(cos  0 + i sen  8)Y  — rn(cos  n8  + i sen  n8 ) 


Isso  nos  diz  que,  para  elevar  a n-esima  potencia  um  numero  complexo , elevamos  a 
n-esima  potencia  o modulo  e multiplicamos  o argumento  por  n. 

EXEMPLO  g □ Ache  -F  |j)J0. 

SOLUQAQ  Uma  vez  que  \ + \i  = \{\  + i),  segue  do  Exemplo  4(a)  que  \ + \i  tern  a 
forma  polar 

11.  jl  ( tt  7r\ 

~ + r*  = — 1 cos  ”7-4-  i sen  — I 
2 2 2 V 4 4 J 

Assim.  pelo  Teorema  de  De  Moivre: 


1 ( 1 V°  IOtt  IOt r 

2 + 2V  = T/  [«»—  + '»«  — 


25  / Sit  5 77  \ 1 

-—nr  | cos  — — 1-  i sen  — — ) = i 
2 0 \ 2 2 / 32 
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0 Teorema  de  De  Moivre  tambern  pode  ser  usado  para  encontrar  as  raizes  n-esimas  de  numeros 
complexos.  Uma  rai'z  n-esima  de  uni  numero  complexo  z e um  numero  complexo  w tal  que 

wn  = z 

Escrevendo  esses  dois  numeros  na  forma  polar  como 

w — j(cos  <b  + i sen  <j>)  e z — r(cos  6 + i sen  6) 
e usando  o Teorema  de  De  Moivre,  obtemos 

.v''(cos  n<f)  + i sen  n<f>)  = r(eos  8 + i sen  0) 

A igualdade  desses  dois  numeros  complexos  mostra  que 

sn  — r ou  s = ri/n 

e cos  n<p  = cos  8 e sen  tuf>  — sen  0 

Do  fato  de  que  seno  e cosseno  tern  periodo  277  segue  que 


n<j>  — 6 + 2kir  ou  </> 


6 + 2 krr 


Assim, 


w = r ‘ 


0 + 2 kir  \ , / $ + 2kir 

cos  j J + / sen 


Uma  vez  que,  dessa  expressao,  resulta  (m),  valores  diferentes  de  w para  k = 0,  1,  2, 
n “ 1,  temos  o seguinte: 


■ 3 fiafzes  de  um  Numero  Complexo  Seja  z = r(cos  0 + i sen  $)  e n um  inteiro 
positivo.  Entao  z tern  n raizes  n-esimas  distintas 


wk  — r 


i/n 


6 + 2krr  ( 0 -T  2kir 

cos  l + isen 


onde  k — 0,  1, 2, . . . , n — 1. 


Observe  que  cada  uma  das  raizes  n-esimas  de  z tem  modulo  | wk  | = rl/n.  Assim,  todas 
as  raizes  n-esimas  de  z estao  sobre  a circunferencia  de  raio  rt/n  no  piano  complexo. 
Tambern,  uma  vez  que  o argumento  de  cada  uma  das  raizes  n-esimas  excede  o argumento 
da  raiz  anterior  por  2 7r/n,  vemos  que  as  raizes  n-esimas  de  z sao  igualmente  espa9adas 
sobre  essa  circunferencia. 


EXEUPLO  7 □ Ache  as  seis  raizes  sextas  de  z = -8  e fa^a  um  grafico  dessas  raizes 
no  piano  complexo. 

S0LUQA0  Na  forma  polar,  z — 8(costt  + i sen  rr).  Aplicando  a Equacao  3 com 
n = 6,  obtemos 


wk  — 


77  + 2 A.' 77  77  + 2krr 

•; + i sen 


James  Stewart  APEND1CE  G NUMEROS  COMPLEXOS 


All 


wl  / 

Im  * 
v ^ / 

\ U’<> 

_\/2  \ 

0 

■ n/2  Re 

»4 

"“V 

Obtemos  as  seis  raizes  sextas  de  -8  fazendo  k - 0,  1 , 2,  3,  4 e 5 nesta  formula: 


FIGURA  8 

As  seis  raizes  sextas  de 


Wo 


w 1 


«?3 


77  \ 

+ < sen  — 1 - 
6/ 

= s/2 

77  \ 

+ 1 sen—  I = 
2/ 

v’2  i 

5t t\ 

- + i sen I 

6 / 

~ V 

7 77  \ 

77 

6 

7 7 

2 

5 5 
6 


7tt 

cos  “ — F i sen  — ■ 
6 6 


V3  1 

— + — i 
2 2 


, V3  1 . 

2 1 -4 i 

2 2 


*>  i ' ? 

2 2 


i 3t7 

Wd  ~ b ' I cos F i sen 


37T 


,«|  1177  . 1 ITT  \ r-{  4 3 1 

u>s  — b ' cos  — f-  / sen  — — I — J2  \ —i 

6 6 / V 2 2 


Todos  esses  pontos  estao  sobre  a circunfereneia  de  raio  72.  como  na  Figura  8. 


Exponencial  Complexa 

Precisamos  tambem  dar  um  significado  para  a expressao  e 2 quando  z — x + iy  for  um 
numero  complexo.  A teoria  das  series  infinitas  desenvolvida  no  Capitulo  1 1 pode  ser  esten- 
dida  para  o caso  onde  os  termos  sao  numeros  complexos.  Usando  a serie  de  Taylor  para  ex 
(11.10.11)  como  guia,  definimos 


V'  z z~  z 

2 “7“  1 + Z + — ~ ™ + 

„~o  n\  2!  3! 


e resulta  que  essa  fun^ao  exponencial  complexa  tern  as  mesmas  propriedades  que  a funcao 
exponencial  real.  Em  particular,  e verdade  que 


L§j  ez^z-  = ez'ez- 

Se  fizermos  z — iy,  onde  y e um  numero  real,  na  Equagao  4,  e usarmos  o fato  de  que 

-2  1 .4  • 2 * • .4  -S 

*-=— r = n = -t,  i=l,  r = 1,  ... 


1 

! obteremos  e!>’  = 1 + 

iy  + 

(7)2  4 

0 iy y 

+ M 

+ (,>)5  + • • ■ 

| 

2! 

3! 

4! 

5! 

1 = 1 + 

iy  ~ 

_7  _ . 

jL  + 

. 7 

1 — 

+ - • • 

j 

2!  1 

3! 

4! 

5! 

7,- 

_ _r 

+ _zl_ 

+ ...) 

+ i 

(v-^  + 

V 

2! 

4! 

6! 

J 

V 3! 

5!  / 

= cos  y + i sen  y 


. * , ■ 


!•; 


Ms*.* 
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Usamos  aqui  as  series  de  Taylor  para  cos  y e sen  y (Equates  11.10.16  e 11.10.15).  O 
resultado  e uma  famosa  formula  chamada  formula  de  Euler: 


LiLi  e‘y  ~ cosy  + i sen  v 

Combinando  a formula  de  Euler  com  a Equagao  5,  obtemos 
LJ  <r'  ~ “ c '(cos  y + i sen  y) 


: Calcule:  (a)  cnT  (b)  e ' 1 "i7tn 

SOLU5AO 

(a)  Da  Equagao  de  Euler  (6),  temos 

e1*  — cos  7 t + i sen  tt  = — 1 + i(0)  = ~ 1 

(b)  Usando  a Equagao  (7),  obtemos 


Podiamos  ter  escrito  o resultado  do 
Exempio  8(a)  como 

' " 1 0 Finalmente,  notamos  que  a equagao  de  Euler  nos  fomece  um  meio  mais  facil  de  provar 

Essa  equagao  relaciona  os  cinco  o Teorema  de  De  Moivre: 

numeros  mais  famosos  em  toda  a 

matematica:  0.  l,  *.  i e 17.  [r(cos  d + i sen  $)f  * (rei0)n  = rneM  = r”(cos  nO  + i sen  n$) 


TT  7 T 

cos E i sen  — 

2 2 


— [0  + i(l)]  = -~~ 
e e 


Exercicios 


Calcule  a expressao  e escreva  sua  resposta  na  forma 

a + bi. 


1.  (5  - 6i)  + (3  + 20 

2.  (4  - |i)  - (9  + f i) 

3.  (2  + 50(4  - i) 

4.  (1  - 2/ )(S  - 3/) 

5.  12  + 7/ 

6.  2/(|  - /) 

1+4/ 

„ 3 + 2/ 

7„  

8.  

3 + 2/ 

t - 4 i 

. 1 

3 

9.  7 

10. 

I + 1 

4 - 3/ 

11.  /3 

12.  im 

13. 

R 

Determine  0 complexo  conjugado  e 0 modulo  do  niimero 

dado. 

IS.  12  - 5/  16.  • 

-1  + 2\(li  17.  -4/ 

18.  Prove  as  seguinles  propriedades  dos  numeros  complexes: 
(a)  z + tv  = z + (b)  zw  — z w 


(c)  zn  — zn,  onde  n e um  inteiro  positivo 
[Dica:  escreva  z — a + bi,  w = c + di.] 

18-24  c Determine  todas  as  solugoes  da  equagao. 

19.  4x2  + 9 = 0 20.  jc4  = 1 

21.  x2  + 2*  + 5 = 0 22.  2x2  - 2x  + 1 = 0 

23.  z2  + z + 2 = 0 24.  z2  + \z  + j = 0 

28-28  d Escreva  0 numero  na  forma  polar  com  argumento  entre  0 e 2tt. 

25.  -3  + 3 1 26.  1 - y/3i  27.  3 + 4 i 28.  8/ 

28-32  ^ Determine  a forma  polar  para  zw,  zjw  tljz  colocando 
primeiro  z e w na  forma  polar. 

29.  z — y/3  + /,  w - 1 + yf%i 

30.  z = 4^/3  — 4;.  w — 8 i 

31.  z = 2 y' 3 - 2i,  w = -1  + i 

32.  z - 4(y',3  + 1),  ~ —3  — 3 i 


lift All  r 'Timm  11  tn  1 lirr  i -Tr 
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33-36  u Determine  as  potencias  indicadas,  usando  oTeorema  de 
De  Moivre. 

33.  (1  + /)“  34.  (I  - v 3t)5  35.  (2^3  + 2i)S  36.  (I  - if 

37-40  o Determine  as  rafzes  indicadas.  Esboce  as  raizes  no  piano 
compiexo. 

37,  As  raizes  oitavas  de  I 38.  As  raizes  quintas  de  32 

39.  As  raizes  cubicas  de  i 40.  As  raizes  cubicas  de  1 + i 

41-46  □ Escreva  o numero  na  forma  a + bi. 

41.  e‘”n  42.  e2"'  43.  e™ 

44.  45.  46. 

47.  Se  u{x)  — f(x)  + igix)  for  uma  funcao  a valores  complexos  de 
uma  variavel  real  x e as  partes  real  e intaginaria  fix)  e g(x) 


forem  fungoes  diferenciaveis  de  a\  entao  a derivada  de  u esta 
definida  conio  u'ix)  — f’(x)  + ig'(x).  Use  isso  junto  com  - 
a Equagao  7 para  provar  que,  se  Fix)  — e!S,  entao  F'(x)  = re'x 
quando  r — a + bi  for  urn  numero  compiexo. 

48.  (a)  Se  « for  uma  funcao  a valores  complexos  de  uma  variavel 
real,  sua  integral  indefinida  f u(x)  dx  sera  uma  antiderivada 
de  u.  Calcule 

j elVi‘lx  dx 

(b)  Considerando  as  partes  real  e intaginaria  da  integral  da 
parte  (a),  calcule  as  integrals  reals 

j ex  cos  x dx  e j ex  sen  x dx 

(c)  Compare  com  o metodo  usado  no  Exemplo  4 da  Secao  7.1 
do  Volume  I. 
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19.  (a)  (i)  1,4  (ii)  1,44  (iii)  1,4641 


Subestiraado 


(c)  (i)  0,0918  (ii)  0,0518  (iii)  0,0277 
Evidencia-se  que  o erro  e tambem  dividido  pela  metade 
(aproximadamente). 

21.  -1, -3, -6,5, -1.2,25  23.  1,7616 

25.  (a)  (i)  3 (ii)  2,3928  (iii)  2,3701  (iv)  2,3681 
(c)  (i)  -0,6321  (ii)  -0,0249  (iii)  -0,0022 
(iv)  -0,0002 


Evidencia-se  que  o erro  e tambem  dividido  por  10  (aproximadamente). 


27.  (a),  (d) 


(b)  3 

(c)  Sim;  0 = 3 
(e)  2,77  C 


Exercicios  9,3  Q 

hy^Kx  3.  y = Kjx2  + 1 
5.  y + In  j sec  y | = |x3  + x + C 
7,  y = ±^{1^7 TcjF^T 
9.  u — Aez,+,2n  - 1 
11.  y — tg(x  - 1) 

13.  cos  x + x sen  x ~ v2  + |c3>'  + f 


(b)  v ==  sen(x2), 

~VV/2  y/n r/2 


(c)  Nao 

23.  cos  y — cos  x — 1 


25.  (a),  (c) 


(5)  y = ±y'2(x  + C.) 


27.  x"  + 2v2  = C 

4 


29.  v3  — 3(jc  + C) 


PI 

v//j 

mM 

|n 

m 

ran 

i 

31.  <2(r)  - 3 - 3c-4';  3 33.  P(t)  — M — Me~k>;  M 

35.  (a)  x ~ a - 4/(kt  + 2 jyfaY 
2 


(b)  / 


kja  — b 


tg-\ 


tg_ 


/*- 

- X 

I 

j a - 

- b 

a — b 

37.  (a)  C(r)  = (C0  - r/*)«-*'  + r/Jk 

(b)  r/&;  a concentrate  tende  a r/k  independentemente  do  valor  de  C0. 
39.  (a)  15e~t/m  kg  (b)  15c-0'2-  12,3  kg  41.  g/k 
43.  (a)  dA/dt  = k-jA  (M  - A) 

(b)  A(r)  = M[(Ce^nt  - l)/(Ce^k!  + l)]2,  onde 
C - Um  + ^)/(VM  - yfc)  e A0  - A(0) 


15.  u = — v/r2  + tg  r + 25 
4a 

17.  y » -r-  sen  x — a 
v3 

19.  v = 7e*4 

21.  (a)  sen-1v  ^x4  + C 


Exercicios  S.4  ° 

1.  Em  torno  de  235 

3.  (a)  500  X 16'/3  (b)  -20,159 

(c)  18,631  cefulas/h  (d)  (3  In  60)/!n  16  - 4,4  h 

5.  (a)  1508  milhoes,  (b)  1871  milhoes,  (c)  21 61  milhoes 
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(d)  3972  milhoes;  guerra  na  primeira  metade  do  seculo,  expecta- 
tiva  de  vida  crescett  na  segunda  metade. 

7.  (a)  GT0  0005'  (b)  -2000  In  0,9  * 211  s 

9.  (a)  100  X 2 ",/3°  mg  (b)  = 9,92  mg  (c)  *=199,3  anos 

11-  =2500  31105 

!3.  (a)  =137  °F  (b)  *116  min 

15.  (a)  !3,3°C  <b)  *67,74  min 

17.  (a)  *64,5  kPa  (b)  *39,9kPa 

19.  (a)  (i)  $ 3828,84  (ii)  $ 3840,25  (iii)  $ 3850,08 

(iv)  $ 3851,61  (v)  $3852,01  (vi)  $ 3852,08 

(b)  dA/dt  - 0,054,  4(0)  - 3000 

21.  (a)  Pit)  = (m/k)  + (P0  - m/k)e k!  (b)  m < kP(i 

(c)  m = kP0 , m > kP0  (d)  Declinando 

Exercicios  9.5  ° 

1.  (a)  100;  0,05 

(b)  Onde  P esta  perto  de  0 ou  1 00;  sobre  a reta  P — 50; 

0 < P0  < 100;  P0  > 100 


As  solutes  tendem  a 100;  algumas  crescem  e outras  decrescem; 
algumas  tern  tint  ponto  de  inflexao,  mas  outras  nao;  solu^oes 
com  P0  — 20  e PQ  — 40  tSm  pontos  de  inflexao  em  P = 50 

(d)  P = 0,  P — 100;  outras  solu^oes  afastam-se  de  P — 0 e na 
dire^ao  P = 100 

3.  (a)  3,23  X 107  kg  (b)  *1,55  anos 

5.  (a)  dPjdt  = 265^(1  - P/100),  P em  bilhoes 
(b)  5,49  bilhoes  (e)  Em  bilhoes:  7,81,  27,72 
(d)  Em  bilhoes:  5,48,  7,61,  22,41 

7,  (a)  dy/dt  = Ml  - >0 

(b)  v = y0/[>;o  + (1  - yo)e~k‘  3 

(c)  3h36  da  tarde 


11.  (a)  Peixes  sao  pescados  a uma  taxa  de  15  por  semana. 
(b)  Veja  a parte  (d)  (c)  P = 250,  P = 750 


750 


, , 250  - 750 ketJ2i  , . 

(e)  P{t)  - __  ^ j , onde  k = 77. 


1200 


0 < P0  < 200:  P 0;  P0  = 200:  P ->  200;  P0  > 200:  P 1000 

, m(K  - P0)  + K(P0  - m)e{K-mWK)t 

(C)  J K - P()  + (P0  “ m)e(K-m){kiK), 

1 5.  (a)  Pit)  = Poe(i/r!(scn{r'  “ * sen  *]  (b)  Nao  existe 


Exercicios  9.6  ° 

I.  Nao  3.  Sim  5.  y = \ex  + Ce~lx 

7,  y — x2  In  | jc  j + Cx 2 9.  y — \yfx  + C/x 

II.  y — + Ce~x  — \e~x  f ex~  dx 

13.  u ~ if  + It  + 2C)/[2(f  + 1)] 

15.  v = ~~x  — 1 + 3ex  17.  v — t3e!  + 5e! 

19.  }’  = — X COS  X — JC 

21.  y — sen  x -f  (cos  x)/x  + Cfx 


25.  y — ±[Cx4  4-  2/(5x)]  1/2 

27.  (a)  /(f)  « 4 - 4e"5r  (b)  4 - 4e~'/2  * 1,57  A 

29.  Qii)  - 3(1  - e'4’),  /(/)  - He'4' 


33.  y = |(100  + 2 1)  - 40.000(100  + 2 1)”3/2;  0,2275  kg/L 
35.  (b)  mg/c  (c)  {mg/ c){t  + {mfc)e'c,/m\  - m2g/c1 
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Exerci'cios  9.7  o 


Exercicios 


1.  (a)  x — predadores,  y — presa;  o crescimento  esta  restrito 
apenas  pelos  predadores,  que  se  alimentam  somente  das  presas. 

(b)  x = presas,  y = predadores;  o crescimento  esta  restrito  pela 
capacidade  de  produ^ao  e pelos  predadores,  que  consomem 
apenas  as  presas. 

3.  (a)  A populacao  de  coelhos,  no  inicio  em  aproximadamente 
300,  cesce  at<£  2400  e entao  decresce,  voltando  para  300. 

A populacao  de  raposas,  no  inicio  com  100,  decresce  ate 
aproximadamente  20,  cresce  ate  por  volta  de  315  e decresce 
para  100.  O ciclo  entao  recomega. 


9.  (a)  A populacao  estabiliza-se  em  5000. 

(b)  (t)  W — 0,  R = 0:  Populates  zero. 

(ii)  W = 0,  R — 5000:  Na  ausencia  de  lobos,  a populai^ao  de 
coelhos  e sempre  de  5000. 

(iii)  W = 64,  R — 1000:  Ambas  as  populates  sao  estaveis. 

(c)  As  populates  estabilizam-se  em  1000  coelhos  e 64  lobos. 


Capftuio  S Revssao  D 

Testes  Fafso-Verdadeiro 

1.  Verdadeiro 
3.  Falso 
5.  Verdadeiro 
7 . Verdadeiro 


(b)  0 ^ c ^ 4;  v ~ 0,  y = 2,  y — 4 


>’(0,3)  * 0,8 


(b)  0,75676 

(c)  }'=re)’=  —x;  ha  um  maximo  e urn  mmimo  locais. 

5,  y = (|x2  + C)e~senjt  7.  y 3 + y2  — cosx  3-  x sen  x + C 
9.  y — V(lnx)J  + 4 11.  y — e”'c(fx3/2  + 3) 

13.  y2  — 2 in  | v | + x2  — C 
15.  (a)  1000  X 3'  (b)  27.000 

(c)  27.000  In  3 ^ 29.663  bacterias  por  hora 

(d)  (In  2)/ln  3 « 0,63  h 

17.  (a)  CQe~kl  (b)  ^100h 

19.  (a)  Lit)  = - [£..  - L(0)>^ 

(b)  L(t)  = 53  ~ 43e~a* 

21.  15  dias  23.  k In  h + h = {-R/V)t  + C 

25.  (a)  Estabiliza-se  em  200.000. 

(b)  (i)  x — 0,  v = 0:  populates  zero 

(ii)  x — 200.000,  >>  = 0:  na  ausencia  de  passaros, 
a populacao  de  insetos  6 sempre  de  200.000. 

(iii)  x — 25.000,  y = 175:  ambas  as  populates  sao  estaveis. 

(c)  A populacao  estabiliza-se  em  25.000  insetos  e 175  passaros. 


27.  (a)  y — {l/kj  cosh  kx  + a - 1 Jk  ou 
y = (1  /k)  cosh  kx  ~ (l/k)  cosh  kb  + h 
(b)  (2/k)  senh  kb 
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Problemas  Quentes  a 

1.  /(a)  — ± ! 0^ 1 
5.  20 °C 

7.  (b)  f{x)  = (x2  ~~  [} )/(4L)  - (1/2)  In (x/L)  (c)  Nao 


9.  (a)  9,8  h 

(b)  31.900*- ~ 100.000  pes2;  6283  pes2/h 

(c)  5,1  h 

11.  x 2 + (v  - 6 Y — 25 


Capitulo  10 

Exercicios  10.1 

1.  y* 


I r - 0 | / = 4 

I (1,0)  (3,0) 


(-2, 3)  5) 


t = 0 {0, 0)  I 


(b)  V — ^A  + Y 


15.  (a)  y — l/x,  x >0  17.  (a)  x 2 — y2  — 1,  x 5=  I 

(b)  y*  (b)  y\ 


19.  Move-se  no  sentido  anti-horario  sobre  a circunferencia  a 2 + y7 
de  (-1,0)  a (1,0) 

21.  Da  uma  volta  completa  no  sentido  horario  sobre  a elipse 
(a2/4)  + ( v 2/9)  — 1,  eome^ando  e tenninando  em  (0,  3) 

23.  Esta  contido  no  retangulo  descrito  por  1 € jt  ^ 4 e 2 v ^ 3. 
25.  ,t  , 


Ho)  f==7 


y\ 

i 

1)  r = 0 

\ (0,1)  r = L 

0 

\ X 

\ {2,-3)/  * 

(b)  x = i(y  - 5)2  - 2, 

11 


(b)  y = 1 — a2,  x > 0 


1 1.  (a)  xl  + y2  = 1,  x 3=  0 13.  (a)  x + y = 1, 0 =5  x =£  1 


(a)  a2 

It 

y\ 

( 0.  1}  • 

| 

S. 

oj 

J 

(0,  1) i 

(b)  yf 
(0,1)1 


y\ 

i_ 

29. 

'-1 

5 . - 

x 

> ..  .. 


r = o , x 

-- 

31.  (b)  x — — 2 + 5/,  y = 7 — Bt,  0 *£  t 1 

33.  (a)  x — 2 cos  ?,  >■  — 1 “2  sen  *,  0 «£  t «£  2tt 

(b)  a — 2 cos  r,  y =1+2  sen  /,  0 «s  / 6 7r 

(c)  a = 2 cos  r,  y = 1 +2  sen  u 7r/2  =£  / «£  3tt/2 

35.  (a)  x — a sen  t,y  — b cos  t,  0 =€  / «£  2tt 

(b)  s (c)  Quando  b cresce,  a elipse 

/IV' = 8 ] alonga-se  verticalmente. 


r 

Vi‘  = 8 

\>  = 4 
' M 6 = 2 

\ 

/ 

x 39.  x ~ a cos  B,y  — b sen  6;  (x2/a2)  + (y2fb2)  — 1,  elipse 


iHstka s M&t-  ^Meb.  < /•■  \«<s  -«a.  . 
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27.  (a)  d sen  d/(r  — d cos  6)  29.  (— 5,  6),  (—fy,  y ) 

31.  irab  33.  (ev/2  — l)/2  35.  2-rrr1  + ird 2 

37.  J2  v/"j  "l-  4/ 3 dt  39.  j ^ /3  — 2 sen  t ~ 2 cos  t dt 
41.  4y2  - 2 

43.  -yl0/3  + ln(3  + v'To)  + y2  - ln(l  + %/l) 


(b)  Um  ponto  de  colisao  em  ( -3,  0)  quando  t = 2tt/2 

(c)  Ha  ainda  dois  pontos  de  interse^ao,  mas  nenhum  ponto  de  colisao. 
45.  Para  c — 0,  ha  um  cuspide;  para  c > 0,  ha  um  la^o  cujo 
tamanho  aumenta  quando  c cresce. 


47.  Quando  n cresce,  o numero  de  oscilafoes  sobe;  a e b determi- 
nam  o comprimento  e a altura. 


Exercicios  10.2  ° 


1 1.  1 + \t,  3 /(At),  t > 0 13.  e~’/(\  - e‘),  t < 0 

15.  — | tg  t,  — f sec3*,  f < t <'-f 

17.  Horizontal  em  (6,  ±16),  vertical  em  (10,  0) 

19.  Horizontal  em  (±  v2,  ± jj  (quatro  pontos),  vertical  em  (±2,  0) 
21.  (—0.25, 0,36),  (— ?,  (l/i/2)  - | In  2) 

23.  25.  y — x,  y = —x 


47.  c3  +11-  e~* 


49.612,3053  51.  6 -/2, /2 

55.  (a)  15  t G.  [0,  4tt]  (b)  **294 


57.  j’2  lirt^y/TTA?  dt  59.  2rr(247  yT3  + 64)/ 1215 
61.  6 rra2/5  63.  59,101  65.  24^(949  /26  + l)/5 

71.  1 


Exercicios  10.3  a 


(1,  5 it/ 2),  (- 1,  3tt/2)  (2,  5 rr/4),  (-2,  9tt/4 ) 

(^)  (3,  2} « | 


j 


(3,  2 + 2?r),  (“3,  2 + tt) 
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3.  (a) 


o 


(0,  3) 


(-2,  2) 


H.  -%'V2) 


5.  (a)  (i)  (V2,  /4)  («)  {“/^  5/4) 
(b)  (i)  (4,  11/6)  (ii)  (-4,5/6) 


13.  f/40  + 6/6  - 6/> 

1 5.  Circunferencia,  centro  O , raio  2 
1 7.  Circunferencia,  centro  (0,  |),  raio  | 

19.  Reta  horizontal,  1 unidade  acima  do  eixo  x 
21.  r ~ 3 sec  Q 23.  r — — cotg  6 cossec  0 
25.  r = 2c  cos  0 
27.  (a)  Q - /6  (b)  x - 3 


53.  (a)  Para  c < — l,  o Ia<jo  come^a  em  0 = sen*1(—l/c)  e termina 
em  6 — tt  — sen”'(—  1/c);  para  c > 1,  ele  comefa  em 
6 = 7T  + sen/l/c)  e termina  em  Q = 2i r — sen_1(l fc). 

55.  /$  57.  — tt  59.  -1 

61.  Horizontal  em  (3//2,  /4),  (—3 /y2,  3/4); 
vertical  em  (3,  0),  (0,  /2) 

63.  Horizontal  em  (§,  / 3),  (|,  5/3),  e o polo; 
vertical  em  (2, 0),  (|,  2/3),  (j,  4/3) 

65.  Horizontal  em  (1, 3/2),  (1,  /2),  (f,  a),  (§,  tt  — a), 

(f,  tt  + a),  (J,  2 t r ~ a),  onde  a — sen”I(l/v'6); 

vertical  em  (1,  0),  (1,  /,  ( — f,  /3),  {—  73-  — fi),  (—  §,  tt  + /3), 

(— f,  2tt  — /?),  onde  (3  — cos/l//)) 

67.  Centro  (b/2,  a/2),  raio  b2j 2 


A2Q 
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69. 


2,6 


-2.6 


73. 


71. 


3.5 


75.  Girando  no  sentido  horario  atraves  dos  angulos  7 r/6,  77/3,  ou 
a em  tomo  da  origem 

77.  (a)  Uma  rosacea  com  n petalas  se  n for  impar  e 2 n petalas  se 
n for  par 

(b)  Numero  de  petalas  e sempre  2 n 

79.  Para  0 < a < i,  a curva  e uma  oval,  que  desenvolve  uma 
pequena  cavidade  quando  Quando  a > 1,  a curva  divide-se 

em  duas  partes,  uma  das  quais  tern  urn  iaijo. 


Exercicios  10.4  a 


1.  7r2/64  3.  77/12  + /3/8 


9.  9tt/4 


5.  7r/6  7.  4I  tt/4 

11.  4 i 


3 


17.  ir/8  19.  977/20  21.  77-  (3/3/2) 

23.  {4tt/3)  + 2/3  25.  4/3  - \tt  27.  tt 

29.  (tt  — 2)/8  31.  (77/2)  " 1 

33.  (1977-/3)  - (11/5/2) 

35.  (tt  + 3 v 3 )/4  37.  (l//2,  tt/4)  c o polo 

39.  (|,  7r/3),  (j,  577/3),  e 0 polo 


41.  (/3/2,  V3),  (y  3/2,  277/3),  e o polo 
43.  Intersegao  6»  ~ 0,89,  2,25;  area  ~ 3,46 
45.  7t  47.  | [( 77*  + 1)3/2  - 1]  49.  29,0653 

51.  9,6884 

53.  y f 55.  (b)  277(2  - / 


Exercicios  10.5  o 

1.  (0, 0),  (|.  0).  jc  — 


5.  (—2,  3),  (—2,  5),  v — 1 


7.  (—2,  -1),  (-5,  -1),jc 


9.  x = — j2,  foco  ( — I,  0),  diretriz  jc  = f 


11.  (±3, 0),  (±2,  0)  13.  (0,  ±4),  (0,  ±2/3) 


15.  (1,  ±3),  (l,  ±/5) 
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17,  1,  focos  (0,  ± v'5 ) 

19.  (±  12,  0),  (±  13,  0),  21.  (0,  ±2),  (0,  ±2/2), 


25.  Parabola,  (0,  -1),  (0,  -j)  27.  Elipse,  (±/2,  l),  (±1,  1) 

29.  Hiperbole,  {0,  1),  (0,  3);  (0,  -1  ± /S) 

31.  x2  - -8 y 33.  y2  - -12(x  + 1)  35.  y2  - 16* 

37.  (x2/25)  + (y2/21)  - 1 39.  (jc2/12)  + [(y  - 4)2/16]  = 

41.  [(x  - 2)2/9]  + [(y  - 2}2/5]  - 1 43.  y2  - (x2/8)  - 1 

45.  [(*  - 4)2/4]  - [(y  - 3)2/5]  - 1 
47.  {x2/9)  — (y2/36)  — 1 
49.  (x2/3,763,600)  + (y2/3,753,196)  * 1 
51.  (a)  ( 1 2 1 jc  V 1 .500,625)  - (121y2/3,339,375)  - 1 
(b)  *=248  mi 

55.  (a)  Elipse  (b)  Hiperbole  (c)  Nenhuma  curva  57.  9,69 

Exercicios  10.6  a 

1.  r = 42/(4  + 7 sen  0)  3.  r = 15/(4  - 3 cos  0) 

5.  r — 8/(1—  sen  0)  7.  r — 4/ (2  + cos  9) 


II.  (a)  5 (b)  Elipse  (c)  y - -12 


13.  (a)  | (b)  Elipse  (c)  x — | 


15.  (a)  2 (b)  Hiperbole  (c)  x = 


25.  (b)  r - (1,49  X 108)/(1  - 0,017  cos  0)  27.  35,64  AU 

29,  7,0  X 107km  31.  3,6  X 108km 


Capltulo  10  Revisao  a 
Testes  Falso-Verdadelro 

!.  Falso  3.  Falso  5,  Verdadeiro  7.  Falso  9,  Verdadeiro 

Exercicios 

1.  x ~ y2  — By  -P  12  3.  y — 1 jx 
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5.  x — t,  y = ^ 0;  a = r4,  y = r; 

a = tg2t,  y — tg  /,  0 t < f 


19.  2 21.  -1 

23.  (sen  t + t cos  t)/(cos  t — t sen  t),  (t1  + 2)/(cos  t — t sen  /)3 

2i  (uy 

27.  Tangente  vertical  em 
(3a/2,  ± V3  a/2),  (-3a,  0); 
tangente  horizontal  em 
(a,  0),  (—a/2,  ±3 a/3  a/2) 


29.  18  31.  (2,  ±77/3)  33.  (ir  - l)/2  35.  2(5  y5  - l' 

2v'V2  + 1 - v/4? r2  + i /’  27T  + y47T2  + 1 
j/.  ^ J-  In  

2 77  \ 77  + sf  77 1 + 1 

39.  471.29577/1024 

41.  Todas  as  curvas  tem  a assfntota  vertical  x ~ 1.  Para  c < — 1,  a 
curva  forma  um  volume  protuberante  a direita.  Em  c — —I, 
a curva  e a reta  x — !.  Para  — 1 < c < 0.  o volume  e a esquerda.  Em 
c = 0 existe  uma  cuspide  em  (0,  0).  Para  c > 0,  ha  um  la^o. 


43.  (±1,0),  (±3,0) 


41  (-g,3),  (-1,3) 


47.  x~  — 8(y  — 4) 

49.  5x3  - 20y2  - 36 

51.  (xV25)  + ((8y  - 399)2/ 160,801)  - 1 

53.  r — 4/ (3  + cos  0) 

55.  x — a(cotg  6 + sen  6 c os  0),  y — a(  1 + sen20) 


Probfemas  Quentes  a 

1.  In (77/2)  3.  Ry/3,!x/3]x[-l,2] 

5.  (a)  Em  (0,  0)  e (|,  5) 

(b)  Tangentes  horizontais  em  (0,  0)  e (//2,  y4 ); 
tangentes  verticals  em  (0,  0)  e (s/4,  y2) 


Capitulo  11 

Exercicios  11.1  a 

Abreviagoes:  C,  convergente;  D,  divergent© 

1.  (a)  Uma  seqiiSncia  e uma  lista  ordenada  de  numeros.  Pode 
tambem  ser  definida  como  uma  fun$ao  cujo  domfnio  e o conjunto 
dos  inteiros  positivos. 

(b)  os  termos  an  tendem  a 8 quando  n toma-se  grande. 

(c)  os  termos  an  tomam-se  grandes  quando  n toma-se  grande. 

3.  0,8;  0,96;  0,992;  0,9984;  0,99968  5.  -3,  f, 

7.  3,5,9,  17,33 

9.  an  = 1/2"  11.  a„  = 5 n ~~  3 13.  an  = (-|)',_1 


15. 

D 

17.  5 

19.  0 

21. 

0 

23. 

D 

25.  0 

27.  0 

29. 

0 

31.  0 

33. 

1 

35.  1 

37.  D 

39. 

D 

41.  D 

43. 

7t/4 

45.  0 

47.  0 

49. 

(a) 

1060,  1 123, 

60,  1191,02,  1262,48, 

1338,23 

51. 

-1 

< r < 1 

(b)  D 


53.  Convergente  pelo  Teorema  da  Sequeneia  Mondtona;  5 «£  L < 8 
55.  Decrescendo;  sim  57.  Nao-monotonica;  sim 
59.  Decrescendo;  sim  61.  2 63.  (3  + y5)/2 

65.  (b)  (l  + \ 5 )/2  67.  (a)  0 (b)  9,  II 
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Exerdcios  1 1 .2  ° 


Exerdcios  11.3  a 


h (a)  Uma  seqiiencia  e uma  lista  ordenada  de-numeros,  ao  passo 
que  uma  serie  e a soma  de  uma  lista  de  niimeros. 

(b)  Uma  serie  e convergente  se  a seqiiencia  de  somas  parciais 
for  uma  seqiiencia  convergente.  Uma  serie  e divergente  se 
ela  nao  convergir. 


3.  -2,40000,  -1,92000 
-2,03600,  -1,99680, 
-2,00064,  -1,99987 
-2,00003,  -1,99999 
-2,00000,  -2,00000 
Convergente,  soma  ~ —2 


5.  1,55741,  -0,62763, 
-0,77018,  0,38764 
-2,99287,  -3,28388 
-2,41243,  -9,21214 
-9,66446,  -9,01610 
Divergente 


7.  0,64645,  0,80755, 
0,87500,  0,91056, 
0,93196,  0,94601, 
0,95581,  0,96296, 
0,96838,  0,97259 


Convergente,  soma  — 1 


i 


f 

k.} 

A 

\s„} 

\ 

-3 

2 

f * 

"""""  1 ^ 

° = 

• 

' 

X, 

j 

10 

* ■ - ^ 

, * {.V,,} 

* k,} 

) 

9.  i 

(a)  C (b)  D 

11. 

9 13.  D 

15.  15 

17. 

\ 19.  D 

21.  D 

23. 

f 25.  D 

27.  | 

29. 

D 31.  D 

33.  \ 

35. 

2 «7  1138 

9 J/‘  333 

39.  41.1 

. 1 1/332 

(.000 

41. 

—3  < x < 3; . 

x/(3  - x) 

43.  - 

~4  < 

45. 

todo  x:  _ 

47, 

i 

4 

2 — cosx 

49. 

a{  ==  0,  an  — 2 J[n(n  + 1)] 

para  n 

> 1, 

51. 

(a)  Sn  = D(\ 

- 0/(1  - 

c)  (b)  5 

53. 

U/3  - l)/2 

55,  l/[n(n  -f  1)] 

57. 

A serie  6 divergente 

63. 

{s„}  e limitada 

e crescente. 

65. 

(a>  o,y,y. 

1 ? 1 
9!  9>  1 

67. 

( V 1 5 23  119. 
W 2’  6*-  24 ■>  1 20 * 

[(«  + 1)!  - 

*]/(« 

+ 1)! 

Ax) 


(c)  1 


3.  C 5.  D 7.  C 9.  D 11.  C 13,  C 15.  C 
17.  D 19.  C 21.  D 23.  C 25.  p > 1 

27.  p<-\  29.(l,oo) 

31.  (a)  1,54977,  erro  0,1  (b)  1,64522,  erro  < 0,005 

(c)  n > 1000 

33.  2,61  39.  b < lie 

Exerdcios  11.4  ° 

1.  (a)  Ncnhum  (b)  C 3.  C 5.  C 7.  D 

9.  C II.  D 13.  C 15.  C 17.  D 19.  C 
21.  D 23.  C 25.  D 27.  C 29.  C 31.  D 

33.  0,567975,  erro  0.0003  35.  0,76352,  erro  < 0,001 

45.  Sim 


Exerci'cios  11.5  D 

1.  (a)  Uma  serie  cujos  termos  sao  altemadamente  positivo  e negative, 
(b)  0 < btl+l  «£  bn  e lim  ~ 0.  onde  bn  ~ \ aH\ 

(O 

3.  C 5.  C 7.  D 9.  C 11.  C 13.  D 
15.  C 17.  C 19.  D 

21.  1,0000;  0,6464; 

0,8389;  0,7139;  0,8033; 

0,7353;  0,7893;  0,7451;  0,7821; 

0,7505;  erro  < 0,0275  o 10 


-i 

23.  10  25.  7 27.  0,9721  29.  0,0676 

31.  Uma  subestimativa  33.  p nao  e urn  inteiro  negativo 

35.  nao  esta  decrescendo 


Exerci'cios  11.6  ° 

Abreviagdes:  AC,  absolutamente  convergente; 

CC,  condieionalmente  convergente 

!»  (a)  D (b)  C (c)  Pode  convergir  ou  divergir 

3.  AC  5.  CC  7.  D 9.  AC  II.  AC  13.  AC 

15.  AC  17.  CC  19.  AC  21.  D 23.  AC 

25.  AC  27.  D 29,  D 31.  (a)e(d) 

35.  (a)  ||  « 0,68854,  eixo  < 0,00521  (b)  n s*  1 . 1,  0,693109 


Exerdcios  11.7  o 


1.  D 
15.  C 
27,  C 


3.  C 
17.  D 
29.  C 


5.  C 7.  D 9.  C 11.  C 13.  C 
19.  C 21.  C 23,  D 25.  C 

31.  D 33.  C 35.  C 37.  C 
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Exercicios  11.8  ° 

1.  Uma  serie  da  forma  2;?=o  c^Sa  — a)11,  onde  x e uma  variavel  e a e 
cR’s  sao  constantes. 

3.1,  [-1,1)  5.1,  [-1,1]  7.  00,  (-00,  00) 

9.  U~U)  11-  5,(-U]  13-  4,  (~4, 4] 

15.  1,(0,  2)  17.  2,  (-4.0]  19.  »,  (-»,«) 

21.  />,  (a  -b,a  + b)  23.  0,  {\ } 25.  I H,  0] 

27.  <»,  (— ooi  oo)  29.  (a)  Sim  (b)  Nao 


31.  kk  33.  (a)  (-<*,  «0 


(b),  (c) 


.V,  .S'.  ss 


35.  (-1,  1),  fix)  « (1  + 2x)/(l  - x2)  39.  2 


23 . C+t  1 25.  C + X 

„T0  Hn  + 2 

27.  0,199989  29.  0,000065  31.  0,09531 

33.  (b)  0,920  37.  [-1,  !],[-!,  1],  (-1,  1) 


4/?  ‘ - 1 


; i 


Exercicios  11.10  a 

1.  b g — /t8i(5)/8! 


Exercicios  11.9  c 

1.  10  3.  2 (~t)V\(~l,  l)  5.  X a3",  ( — 1,  1) 

,,«=0  »»*"0 

7.  -i-4r*-,(-5.5) 

tt'*0  2 

9.  i (-l)'^T^'.(-3.3) 

ii— o y 


ii.  s 


(-IT*1 


1,  l) 


13.  (a)  2 (-!)"(»  + i)x",/?  = 1 


(b)  — - X (~1)"(«  + 2)(n  + 1)a”,  R — 1 
2 n-o 

(C)  | i (-l)nn(«  ~ l)x\  R - 1 

15.  In  5 - 2 — ,/f  = 5 
*-1  «5” 

17.  X -2 

~3  2 

* f — 1 V*-1 

19.  In  3 + S - — — R * 3 

«3" 


3.  2 , /?“  » 

„-o  (2«)! 


5.  X(-i) 

n-'-C 

9.  i 


(n  + l)(n  + 2)  5" 

- 1 v ^ jc",  /?  = 1 7.  X — /?  »»  00 


(2n  + 1)! 


n—0  n\ 

■,R  = o o 11.  7 + 5(jc  - 2)  + (x  - 2)2,  i?  - oo 


13.  2“t(*“3)-,R-oo  15.  X(-ir,~—  (jc-it)2".*-* 


«.=o  n! 


i7.  x (-ir 


1-3-5 


(2n  — 1) 


2"  • 32j!+i  • n! 


(2«)! 

(x  - 9)",  7?  - 9 


2 n + 1 


23.  X (-D-T^rrx-  - 25.  X 

n— o (2  n) ! 

27.  X (— 1)”  — x,!+\  R 

n-o  n) 


29.  X ' 7^'  x', ” 

b-1  (2n)! 


"o  (2n  +1)! 

A 
2 


a -A  . 1-3-5 (2n  — 3} 

33.  1 + — + X l)"-1 1 -x’\R^  1 

" ? ' 2 n! 


i 


JSfe  - 
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A 


37.  0,81873 
39.  C + i (-1)" 


(6  n + 2)(2n)! 


41.  C + x + — + X 

8 n-2 


1-3-5 (2 n-  3)  ,)t+] 

2':nl(3n  + 1) 

i 


43.  0,440  45.  0.09998750  * 47.  \ 49.  4 

51.  1 - ]x2  + |.v!  __  53.  1 + ’ + ±xA 

55.  e 57.  l/v'2  59.  t?3  - 1 


Exercieios  11.11  D 

3.  2 (-I)' ("  + Si— i 2 


{In  - 3) 


x",  R = 1 


* 3 • 7 (4«  - 5)  - T , 

5.  1 - 2a*  - £ — — xnt /?  - 

0_2  ft! 

, * , , 1*3*5 (2m  — 1)  , . , 

7.  \x  + 2(-ir 2 

. 1 + JA,  1 + ~ I*  > 1 + |A  — §A  + j^A" 


(b)  a + X 


1*3*5 


(2 n - 1) 


(2  n *6  l)2Hn! 


13.  (a)  1 +i  + i(-ir  — 

3 n-2 

(b)  1,0033 

15.  (a)  X nxa  (b)  2 


(3 n - 4) 


3 "ft! 


i7.  (a)  i + y + X c-ir1 

(b)  99.225 


1*3-5 


(2/t  - 3) 


2 "«! 


Exercf’cios  11.12  D 


(b) 


/ 

5^ 

11 

r2  - Ti 

r4 » Ti 

n 

4 

0,7071 

1 

0,6916 

0,7074 

0,7071 

77 

2 

0 

1 

-0,2337 

0,0200 

-0.0009  1 

j 

17 

-1 

j 

-3,9348 

0,1239 

-1,2114 

(c)  Quando  n cresce,  Tn{ x)  e uma  boa  aproxima^ao  de  fix)  sobre  um. 
intervalo  muito  ample. 

3.  (a  - 1)  - | (a  “ l)2  + Ha  “ l}2  - | (a  - l)4 


-1,6 
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9.  x — 2x2  + 2x' 


( 

j 

T,f 


II.  TJx)  — 1 + 5 A'2  + r4A4  + 7%T6  + 


r*  r„  r. 


(b)  1,5625  X Hr5 

(b)  0,000097 


13.  (a)  2 + \(x  - 4)  - ^(a  - 4) 

15.  ’(a)  1 + f(A  - 1)  - |(a  - l)2  + £(*  - 1) 

17.  (a)  a + | a3  (b)  0,058 
19.  (a)l+A2  (b)  0,00006 

21.  (a)  a2  - 1a4  (b)  0,042 

23.  0,57358  25.  Quatro 

27.  -1.037  < x < 1.037 
29,  2!  m,  rtao 

35.  (c)  Eles  diferem  aproximadamente  por  8 X 10  9 km. 

Capttuio  11  Revisao  D 

Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Falso  3.  Verdadeiro 

5.  Falso  7.  Falso 

9.  Falso  11.  Verdadeiro 

13.  Verdadeiro  15.  Falso  17.  Verdadeiro 


Exercicios 

1.  I 3.  D 5,  0 7.  er~  9.  2 11.  C 13.  C 

15.  D 17.  C 19.  C 21.  C 23.  CC  25.  AC 
27.  8 29.  tt/4  31.  e>  " 35.  0,9721 

37.  0,18976224,  { erro  | < 6,4  X 10  "7  4!.  4,  [-6,  2) 

43.  0,5,  [2,5,  3,5) 


45.  -2(-l  )' 


1 ( 7 r 

(2 «)!  V 6 


v'3 


(2  n + 1)! 


47.  X (-l)V+2,/J«  1 
49.  -2  — I 

««i  « 


51.  2 (-!>" 


(2  n + 1)! 
I -5*9* 


53.  ~ + X 

Z f;—  j 

55.  C + In  jxj  + X 


• ■ • * (4 n-  3) 


«!26,I+i 

a" 


x\R  ~ 16 


,;r* i n ’ ni 


57.  (a)  1 + ±(*  ~ 1)  ~ i(x  ~ D2  + kU  ~ D3 


(b)  L: 


(c)  0,000006 


Problemas  Quentes  & 

1.  15!/5!  = 10.897.286.400 

3.  (b)  0 se a - 0,  (1/a)  ~ cotg  x se  x ¥>  knr,  k for  um  inteiro. 
5.  (a)  s,,  ~ 3 ’ 4”,  l„  - 1/3",  = 4”/3'!“t  (c)  2^3/5 

9.  ( — 1,  l),  (a3  + 4a2  + x)/(\  - a)4  11.  Ins 


Capitulo  12 


Exercicios  12.1  D 

1.  (4,0,  -3)  3 ,Q;R 

5.  Um  piano  vertical  que 
intercecta  o piano 
na  reta  y = 2 - a,  z ~ 0 
(veja  o grafico  a direita) 


9.  (a)  sim  (b)  nao 


A,  z = 0 


11.  U - l)2  + (>’  + 4) 4 + U - 3)2  - 25;  (a  - l)2  + (z  - 3)2  = 9, 
y — 0 (uma  circunferencia) 

13.  (a  - 3)2  + (>•  - 8)2  + (z  - l)2  = 30 

15.  (3,  -2,  1),  5 17.  G,  |),  1/3/2  19.  (b)  f,  |V94,  |V85 

21.  (a)  (a  — 2) 2 + (>’  + 3/  + (z  — 6) 2 = 36 

(b)  (a  — 2)2  + (>!  + 3);  + (z  — 6)2  = 4 

(c)  (a  — 2)2  4~  (y  + 3)2  + (z  ~~  6)2  — 9 

23.  Um  piano  paralelo  ao  piano  xz-unidades  a frente  dele. 

25.  Uma  metade  do  espa50  consistmdo  em  todos  os  pontos  a = 3. 

27.  Todos  os  pontos  sobre  e entre  ossplanos  horizontais  z — 0 e z = 6 
29.  Todos  os  pontos  fora  da  esfera  com  raio  3 e centro  O. 


....ik-f:  , &JZ.. 


. , MfSJi 
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31.  Todos  os  ponlos  de  dentro  da  esfera  com  raio  2 e centra  (0,  0,  1).  23  {9/VTO6  - 5/ A 06) 

33.  Todos  os  pontos  sobre  e dentro  do  cilindro  circular  de  raio  3 
tendo  por  eixo  o eixo 


35,  y < 0 37.  r2  <x2  + yz  + z2  < R2 


41.  \4x  — 6y  — lOz  — 9,  um  piano  perpendicular  a AB 

Exercicios  12.2  0 

1.  (a)  Escalar  (b)  Vetor  (c)  Vetor  (d)  Escalar 
3.  AB  = DC,  DA  ~ CB,  DE  — EB,  EA  ~ CE 


5.  (a) 


V +•  w 


(b) 


U 4-  V 


7.  a = (-4,  —2} 


II.  a - <2,0.  -2} 


15.  <0,  1,  -1) 


17.  5,  <2,  5),  (-10,  1),  (-8,6),  <12,  17) 

19.  7,  <5,  7,  ! ),  <7,  -3,  5),  < 12,  4,  6),  < 14,  26,  1 ) 

21.  V6,  i - j + 3k,  i - 3j  - k,  21  — 4j  + 2k,  3i  - 2j  + 1 1 k 


25.  fi-ij+fk  27.  (2,2V 3) 
29.  F - (6-/3  - 5v2)i  + (6  ~h  5<2}j  = 3,321  + 13,07j, 

| F | ~ 13,5  lb,  6 * 76° 

31.  ' <493  « 22,2  mi/h,  N8°W 

33.  T,  = -196 1 + 3,92  j,  T2  =*  196  i + 3,92  j 35.  0 

(d)  s = f,  t = T 


29. 


65°,  56°,  45° 


39.  Uma  esfera  com  raio  1,  centrado  em  (xq,  y0,  zq) 

Exercicios  12.3 

1.  (b),  (c),  (d)  sao  significativos  3.  6 5.  -5 

7.  32  9.  90  A 11.  u * v - u • w - - h 

15.  cos-'(|)  ~ 14“  17.  cos -'(j/,/238)  - 86“ 

19.  cos  ' ( — 1/(2  V‘7 ))  - 101“  21.  45“,  45",  90“ 

23.  (a)  Nenhum  (b)  Ortogonal 
(c)  Ortogonal  (d)  Paralelo 
25.  Sim  27.  (i  - j - k)/v'3  [ou  (~i  + j + k)/v3  j 
_3 4 1_ 

5 A’  5 A’  A’ 

31.  73°,  65°,  149° 

33.  1/A,  1/A  1/A;  55°,  55°,  55°  35.  3,  (f,  -ff 

37.  3/v5.(|,|,0) 

39.  l/<2,  (i  + k)/2 

43.  (0,  0,  -2  A”o)  ou  qualquer  vetor  da  forma 
(s,  t , 3s  — 2 Ao),  s,  t 6 R 

45.  38  J 47.  250  cos  20°  ~ 235  pes-lb  49.  j 
51.  cos"!(l/A) 541  55° 

Exercicios  12.4 

I.  2i  - j + 3k  3.  3 i - 4j  + 2k 

5.  2i  + 13 j - 8k  7.  - 2r3j  + /2k 

9.  (a)  Escalar  (b)  Sem  sentido  (c)  Vetor 
(d)  Sem  sentido  (e)  Sem  sentido  (f)  Escalar 

II.  24;  dentro  da  pagina 

13.  <5,  -3, 1),  <-5,3,  -1) 

15.  {-z/S,  -i/v'6,  VS),  {vs,  vs,  -vs) 

23,  16  25.  (a)  <6,  3,  2)  (b)  \ 

27.  (a)  <13,  14,5)  (b)  |A>0 

29.82  31.3  35.  10,8  sen  80°  «*  10,6  J 

37.  ~417N  39.  (b)  yJWf 3 

45,  (a)  Nao  (b)  Nao  (c)  Sim 

Exercicios  12.5 

1,  (a)  Verdadeiro  (6)  Falso  (c)  Verdadeiro  (d)  Falso  (e)  Falso 

(f)  Verdadeiro  (g)  Falso  (h)  Verdadeiro  (i)  Verdadeiro 

(j)  Falso  (k)  Verdadeiro 

3.  r — (-21  + 4j  + 10k)  + /(3 i + j ~ 8k); 

x ~ -2  + 3 t,  y = 4 + /,  z = 10  - 8 1 


1111  iiflii  1 1 1 hill  i'll 


- AX: 


— 4A:— 
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5.  r = (i  4 6 k)  4 t( i 4 3j  4 k);  x = 1 + t,  v = 3?,  z — 6 + t 

„ x — 1 2-2 

7.  x " 1 - 5/,  v ~ 3,  z “ 2 - 2/;  — ™—  = — v - 3 

-5  —2  ' 

9.  x ~ 2 4 2t.  v — 1 4 \t,  z — —3  ~ 4t; 

(x  - 2)/2  = 2y  — 2 = (z  4 3)/(— 4) 

1 1.  x = I 4 t,  y — - 1 + 2f,  z — 1 + t; 
x - 1 = (v  + l)/2  - z - 1 

13.  Sim 

15.  (a)  x/2  = (v  - 2)/3  - (z  4 l)/(-7) 

(b)  (~  I,  y,  0),  ( — f,  0,  y),  (0,  2,  -1) 

17.  r(Y)  — (2i  — j 4 4 k)  4 r( 2 i 4 7j  - 3k),  0 t «£  1 

19.  Paralela  21.  Reversa  23.  —2x  + v + 5z  = 1 

25.  x 4 y — z = — 1 27.  2x  - y 4 3z  - 0 29.  3x  - Iz  « -9 

31.  x + v + z = 2 33.  — 13x  4 17y  + lz  — —42 

35.  33x  4 lOy  4 4z  ~ 190  37.  x - 2y  + 4z  = - 1 

39.  (2,3,  5)  41.  (2,  3,1)  43.1,0,-! 

45.  Perpendicular  47.  Nenhum  dos  dois,  *“70,5° 

49.  Paralela 

51.  (a)  x - 2_—  y/( — B)  - z/(— 7) 

(b)  cos"‘(-y6/5)  « 1 19°  (ou  61°) 

53.  x = 6f,  y — ~ 5 + t,  z = — | 4 7r  55.  x ~ z 
57.  (x/a)  + (y/b)  4 (z/c)  — 1 
59.  x = 3k  y = 1 ~ /,  z — 2 — 2? 

61.  P,  e Pj  sao  paralelos.  Pi  e /Y  sao  identicos 
63.  yf?2p5  65.  f 67.  7^6/18  71.  l/x/6 


Exercicios  12.6 

1.  (a)  Parabola 

(b)  Cilindro  parabolico  com  diretriz  paralela  ao  eixo  z 

(c)  Cilindro  parabolico  com  diretriz  paralela  ao  eixo  x 

3.  Cilindro  eh'ptico  5.  Cilindro  parabolico 


7.  Superfscie  cilindrica 


9.  (a)  x = k,  y2  — z2  — 1 . — kz,  hiperbole  (k  ¥=  ±1); 
y = k,  x2  ~ z2  = 1 - k 2,  hiperbole  ( k ¥=■  ±1); 
z — k,  x2  4 z2  = 1 4 k2,  circunferencia 

(b)  O hiperboloide  6 rotacionado  de  modo  que  ele  tenha  como  eixo  y. 

(c)  O hiperboldide  e deslocado  em  uma  unidade  na  diregao 
negativa  do  eixo  y. 


11.  x = k,  y2  + 4z2  = 4 — 4 k7/9,  elipse  (|  k | < 3) 
y = L x2  4 9z2  — 9 - 9 k2/4,  elipse  (|  k | < 2) 


z — k.  4x " + 9y 
Elipsoide 


36(1  — k 2 ),  elipse  (j&|  < l) 


13.  x = k,  y 2 - z2  — k2,  hiperbole  (k  0) 
y = k,  x2  + z2  ~ k2,  circunferencia  (k  0) 


z = k,  y2  — x2  — k2, 
hiperbole  (k  ¥=  0) 
x = 0,  y — ±z,  retas 
z — 0,  v = ±x,  retas 
Cone 


15.  x — k,  4 y2  — z1  — 4 + k2,  hiperbole 
y ~ k,  x 2 4-  z2  — 4 k1  — 4, 
circunferencia  (|  k j > 1 ) 
z — k,  4 y2  — x2  = 4 + k2, 

hiperbole 

Hiperboldide  de  duas  folhas 


17.  x — k,  y — 4 z2  4 k2,  parabola 
y = k,  x2  4 4z2  — k , elipse  ( k > 0) 
z = k,y  — x2  4 4k2,  pardbola 
Paraboloide  elfptico  tendo  por 
eixo  o eixo  y. 


19.  x = k,  y — z1  - k2f  pardbola 
y = k,  z2  — x2  — k,  hiperbole  ( k ¥*■  0) 
z — k.y  ~ k1  — x2,  parabola 
Paraboloide  hiperbdlico 


21.  VII  23.  II  25.  VI  27.  VIII 


29. 


36 


= 1 


Hiperboloide  de  duas  folhas  tendo  por 
eixo  o eixo  z. 
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Paraboloide  eliptico  com  vertice 
(0,  0,  0)  tendo  por  eixo 
o eixo  x. 


(v  - 2 )2 

33.  + 11 L.  + (z  _ 3)2  = i 

A- 

Elipsoide  com  centro  (0,  2,  3} 


(>’  + D2  - (x  - 2 f + (z  - I)2 
Cone  circular  com  vertice 
(2,  -1,  1) 

e eixo  paralelo  ao  eixo  y. 


37.  39. 


Exerci'cios  12.7 

1.  Veja  a Se^ao  839-40. 


(3,0.  ”-6)  (2, -2^3,5) 

9.  7tt/4 ,4)  11.  (2,  477-/3 , 2) 


19.  (4,  tt/3,  tt/6)  21.  (%/2,  3tt/2,  3it/4) 

23.  (2,  7t/6,  tt/6)  25.  (2,  tt/2,  2tt/3} 

27.  (0,  0,  2)  29.  (8,  tt/6,  0) 

31.  Cilindro  circular,  raio  3,  tendo  por  eixo  o eixo  z 
33.  Eixo  z-  positivo 

35.  Metade  do  cone  37.  Paraboloide  circular 
39.  Plano  horizontal 

41.  Cilindro  circular,  raio  1,  eixo  paralelo  ao  eixo  z 

43.  Esfera,  raio  5,  centro  na  origem 

45.  Cilindro  circular,  raio  2,  tendo  por  eixo  o eixo  y 

47.  Cilindro,  raio  1,  junto  com  o eixo  z 

49.  (a)  z — r1  (b)  p s en2d>  = cos  4> 

51.  (a)  r — 3 sec#  (b)  psen<£cos0  = 3 

53.  (a)  2z2  = r2  cos  20-4 

(b)  p2(sen2<fi  cos  20  — 2 cos2<f>)  — 4 

55.  (a)  r~  2 sen  0 (b)  p sen  <fi  = 2 sen  0 
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65.  0 <£  *£  7t/4,  O ^ p cos  cf>  67. 


Capftuto  12  Revisao  a 
Testes  Falso-Verdadeiro 

I.  Verdadeiro  3.  Verdadeiro  5.  Verdadeiro 

7.  Verdadeiro  9.  Verdadeiro 

II.  Fa! so  13.  Falso 

Exerci'cios 

1.  (a)  (x  - l)2  + (y  + l)2  + (z  - 2)2  = 9 
(b)  (-2,  -3,  5),  6 

3.  u * v — 3^/2;  | u X v | = 3^/2;  fora  da  pagina 
5.  —2,  -4  7.  (a)  2 (b)  -2  (c)  -2  (dj_0 

9.  cos-'(i)  **  71°  11.  (a)  <4,  -3,4)  (b)  V41/2 

13.  166  N,  1 14  N 

15.  a-  = 4 - 3f,  y — -1  + 2t,  z * 2 4-  3f 
17.  x — —2  + 2r,  y — 2 — z = 4 + 5t 


19.  -4x  + 3v  + 2 - -14_  21.  (3.4,4) 

23.  Reversa  25.  22/%/26 

27.  Plano  29.  Cone 


31.  Hiperboldide  de  duas  folhas 


-‘4 


33.  Elipsoide 


35.  4x  + yl  + z1  — 16 
37.  (v"3,  3.  2),  (4,  7r/3,  ir/3) 

39.  (2/2,  2V2, 4 v/3).  (4,  ir/4,  4v/3) 

41.  Um  semipiano  43.  O piano  horizontal  z — 3 
45.  r2  + z‘  =*  4,  p = 2 47,  z ~ 4r2 

Problemas  Quentes  0 

1.  (v'3  — 1,5)  m 

3.  (a)  (jc  + 1 )/(— 2c)  = (y  - c)/(c2  - 1)  = (z  - c)/(c2  + 1) 
(b)  x2  + r = t2  + 1,  z = t (c)  4-7r/3 
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17.  r (/)  « (3/  +1,2/™  1,  5/  + 2),  0 *£  / as  1; 
a:  = 3/  + 1,  y = 2/  - 1,  2 = 5/  + 2,  0 =S  / =£  ] 

19.  VI  21.  IV  23.  V 
25.  ^ 27. 


3.  (a),  (c) 


35.  r(/)  ~ ti  + | (/ 2 - l)j  + j(/2  + l)k 

37.  x = 2 cos  t,y  — 2 sen  t,z~  4 cos2/ 

39.  sim 


(b)  r'(/)  — { — sen  /,  cos  /} 


5.  (a),  (c)  > >'f 


7.  (a),  (c) 


(b)  tit)  - i + 2/j  (b)  fit)  = e'l  + 3e3' j 

9.  r'(/)  - (2/,  - 1,  1/(2 v/))  11.  r'{t)  - 4c4'  k 

13.  r '(/)  = 2/c,2f  + [3/(1  + 3/)]  k 15.  r '(f)  * b + 2/c 
17.  (l5/v’262, 6/v^62, 1/^262 > 19.  ! j + f k 

21.  ( 1,  2/,  3 r),  (l/vR  2/v/l4,  3/v'U),  (0,  2,  6/),  <6f2,  -6/,  2) 
23.  x — I + 5/,  v — 1 + 4/,  £—1+3/ 

25.  x — 1 ~ /,  v = /,  r — 1 — / 

27.  x — 1 7T  + /,  y — 1 — /,  2 — 1 + / 

29.  (a)  Nao  suave  (b)  Suave  (c)  Nao  suave 

31.66°  33.  4i-3j  + 5k  35.  i + j + k 

37.  e’\  + /2j  + (/In  / - /)k  + C 

39.  (/3t  + (/4  + l)j  - |/3k 

45.  1—4/  cos  / + 11  t2  sen  / + 3/ 3 cos  / 


Exercicios  13.2  ° 


r(4,5i  r{4>5)  “ r(4) 


:'r(4,2)  - rS4} 


Exercicios  13.3  ° 

1.  20v^9  3.  e 


5.  ,Wl33/ 


7.  9,5706 


9.  ms))  - ^ i + (i  - j + (s  + k 

11.  r(/(y))  =====  3 sen (5/5 )i  + (4s/5)j  + 3 cos(,s/5)k 

13.  (a)  ((2//29)  cos  /,  5/J29,  (—2/ J29)  sen  /), 

{—sen  /,  0,  —cos  /) 


(b),  (d) 


r(4,2t  - r(4)  ± (c) 


r'(4)  — Uni 

ft  — 0 


15.  (a)  - 1 ),  ^-T(  1 - -Jle!,  Jle') 

€ T 1 -f-  1 

r(4  + h)  - r(4)  (b)  x/2e2’/(e2'  + D2 

h ; 17-  2/(4/2  + 1)W  19.4  21.  |V}| 

4)_  23.  6| a-  |/(1  + 9x4)3’2  25.  15^/(1  + 100jc3)3/2 

41 1 27.  (™|  In  2,  l/v2);  tende  a 0 29.  (a)  P (b)  1,3, 0,7 
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33.  a e y — f(x),  b 6 v = k(x) 


oj  27T  4jt  6-  * 


37.  l/(\/2e')  39.  (f,  5,  |),  (-1, 1,  -!).  {-I, },  |> 


41.  V ~ 6x  + 77,  X + 6v  — 677 


45.  (-1,  -3,  i)  53.  2/ (/ 4 + 4/2  + 1) 
55.  2.07  X 1010  A =»  2 m 


9.  (2 1,  3 r,  2/),  (2.  6 /,  2),  | r 1 v:9r  + 8 

11.  y/2  i i + £>' j - k,  j + e""1  k,  e'  + e~' 

13.  e ! [(cos  t — sen  t)\  + (sen  t + cos  /}j  + (t  + 1 ) k], 
e’[-2  sen  / i + 2 cos  t j + (t  + 2)k],  e’y/t 2 + It  + 3 
15.  vf>)  = i ~ j + t k,  r(f)  = t i - / j + 

17.  (a)  r(0  = (1  + jr)i  + t'1  j + (1  + l/3)k 


19.  t — 4 

21.  r(0  = t \ - t j + § t2  k,  | v(f)  j = v25f2  + 2 
23.  (a)  —22  km  (b)  -3,2  km  (c)  500  m/s 

25.  30  m/s 

27.  - 1.0,2°,  =»79,8° 

29.  (a)  16  m (b)  =®23,60  rio  acima 


20 


-12 


Exercicfos  13.2 

1.  (a)  l,8i  - 3,8 j - 0,7k,  2,0i  - 2,4j  - 0,6k, 
2,8 i + 1 ,8 j - 0,3k,  2,8 i + 0,8j  - 0,4k 
(b)  2,4 i - 0,8 j - 0,5  k,  2,58 


7.  v(r)  — cos  n + j — sen  t k 
a (/)  — —sen  t i — cos  t k 

|v(0|  = V2 


31.  6r,  6 33.  0,  1 35.  e'  - e"f,  Ji 

37.  4,5  cm/s2,  9,0  cm/s2  39,  t=  1 

Capitulo  13  Revisao  ° 

Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Verdadeiro  3.  Falso  5.  Falso  7.  Falso  9.  Verdadeiro 

Exerci'cios 

1.  (a) 


I 


(b)  r'(t)  = i - 77  sen  irt  j + 77  cos  rrt  k,, 

r"(t)  = 77'  cos  77/ j - 772  sen  irtk 

3.  p (t)  — 4 cos  t i -t-  4 sen  t j + (5  - 4 cos  t)  k,  0 t 277 

s.  5*  - (2/772)j  + (2/77)  k 7.  15,9241  ' 9.  77/2 

11.  (a)  (f\/,  1)/V74  + + 1 

(b)  (2 t,  I - /4,  -It-  - + 4?  + 2 tA  + 5 12 

(c)  V?8  + 4r6  + 2r4  + 5r2/{/4  + + l)2 
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13.  12/1 7 v-  15.  jc  ~ 2v  + 2ir=  0 
17.  v(/)  ~ (1  + In  t)  i + j — e~‘  k, 

| v(f)  j — v;2  + 2 In  / 4-  (In  t)z  4-  e~2\  aU)  = (l/f)i  -4  e~‘  k 

19.  (a)  Em  torno  de  3,8  pes  acima  do  solo,  60.8  pes  a partir  do 
atleta  (b)  =21,4  pes  (c)  =64,2  pes  do  atleta 
21.  (c)  x<t  ~r  e ! R 


Problemas  Quentes  ° 

1.  (a)  v = <y/?(“sen  a>t  i + cos  cor  j ) (c)  a — ~arr 

3.  (a)  90°,  vq/ i2g)  5.  (b)  R(/)  - (m/k)(  1 - e~u/m)va  + 

(gm/k)[(m/k)(  1 - e"kl‘m)  - /]j 
7.  (a)  =0,94  pes  a direita  do  eixo  da  mesa,  = 1 5 pes/s 
(b)  =7,6°  (c)  =2,13  pes  a direita  da  aresta  da  mesa. 


Capltulo  14 

Exerctcios  14.1  ° 


1.  (a)  -"27;  urn  a temperature  de  - J5°C  com  um  vento  soprando  a 
40  km/h  nos  faz  sentir  o equivalente  a —2TC  sent  vento. 

(b)  Quando  a temperature  e — 20°C,  qual  velocidade  do  vento 
fornece  um  vento  frio  de  — 30°C?  20  km/h. 

(c)  Com  uma  velocidade  do  vento  de  20  km/h.  qual  temperature 
fornece  um  vento  frio  de  — 49eC?  ™35°C. 

(d)  Uma  funcao  da  velocidade  do  vento  que  fornece  valores  de 
vento  frio  quando  a temperature  e — 5°C. 

(e)  Uma  funcao  da  temperature  que  fornece  valores  de  vento  frio 
quando  a velocidade  do  vento  e 50  km/h. 

3.  Sim. 

5.  (a)  25;  um  vento  de  40  nos  sopra  no  oceano  por  15  horas 
criando  ondas  de  cerca  de  25  pes  de  altura. 

(b)  /( 30,  t)  e uma  fun£ao  de  t dando  a altura  de  ondas  produzidas 
por  ventos  de  30  nos  que  sopram  por  t horas. 

(c)  f(v,  30)  e uma  funcao  de  v dando  a altura  de  ondas  produzidas 
por  ventos  de  velocidade  v que  sopram  por  30  horas. 

7.  (a)  4 (b)  !R2  (c)  [0, ») 

9.  (a)  e (b)  {(x,  y,  z)  \ z ^ x1  + y2}  (c)  [!,«>) 


Ik  {U\y)|y  5*  -x} 


13.  {(*,  y)  ||x2  4-  y 2 < 1} 


15.  {(jc,  y)J;r  4-  y2  # 4} 


1 7.  {(a\  y ) | y 3=  x ",  .v  # ± 1 } 


19.  {{a,  v,  z)  j x1  4 y2  4- 


21.  z=3,  Plano  horizontal 


cilindro  paraboloide 


23.  x + y + z — 1 , piano 


27.  z = 4x"  4-  yL  4-  1 
paraboloide  eltptico 


31.  =56,  =35 


33.  ingreme;  aproximadamente  plana. 
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53.  (a)  B (b)  III 

55.  (a)  F (b)  V 

57.  (a)  D (b)  TV 

59,  Familias  de  pianos  paralelos. 

61.  Familias  de  hiperboloides  de  uma  ou  duas  folhas  com  o eixo  y, 
63.  (a)  Deslocando  para  cima  o grafico  da  / 2 unidades. 

(b)  Estica  verticalmente  o grafico  da  / por  um  fator  de  2. 

(c)  Reflete  o grafico  da  f pelo  piano  xy. 

(d)  Reflete  o grafico  da  / pelo  piano  xy  e depots  desloca-o 
2 unidades  para  cima. 


/ parece  ter  um  valor  minimo  de  cerca  de  15.  Ha  2 pontos  maximos 
locais,  mas  nenhum  ponto  minimo  local. 


Os  valores  da  fungao  tendem  a 0 quando  x,  y toma-se  grande;  quando 
( x , v)  tende  a origem,  / aproxima-se  de  ou  0,  dependendo  da 
dire^ao  de  aproximafao. 

69.  Se  c — 0,  o grafico  6 uma  superftcie  cilfndrica.  Para  c > 0,  as  curvas 
de  eivel  sao  elipses.  O grafico  das  curvas  ascende  quando  deixamos 
a origem  e o grau  de  inclina$ao  cresce  quando  c cresce.  Para  c < 0,  as 
curvas  de  mvel  sao  hiperboies.  O grafico  das  cun-'as  ascende  na  direqao 
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v e descende,  aproximam-se  do  piano  xv  na  direcao  x,  dando  uma 
aparencia  da  forma  sela  proximo  de  (0,  0,  1). 

71.  (b)  >-  = 0,75*  + 0,01 

Exerci'cios  14.2  a 

I.  Nenhum;  se  / forcontinua.  /( 3,  1)  — 6.  3.  ~| 

5.  2025.  7.  Nao  existe.  9,  Nao  existe. 

II.  0.  13.  Nao  existe.  15,  2.  17.  1. 

1 9.  Nao  existe. 

21.  O grafico  mostra  que  a fun^ao  aproxima-se  de  nurneros 
diferentes  ao  longo  de  retas  dilerentes. 

23.  h(x,y)  = 4x2  + 9y2  + 12xy  - 24x  - 3 6y  + 36 
+ V2x  + 3v  - 6;  {(x,  y)  \ 2x  + 3v  2*  6} 

25.  Ao  longo  da  reta  y — x 

27.  {(x,  v)  j y 7^  ±ex/1}  29.  {(x,  y)  | y 5s  0} 

31.  {(x,  y)  | x2  + y3  > 4}  33.  {(x,  y,  z)  | y 5=  0,  y ¥*■  fx}  + z2} 

35.  {(x,  y) } (x,  y)  ¥>  (0,  0)}  37.  0 39.  0 

Exerci'cios  14.3 

1.  (a)  A taxa  da  variaijao  da  temperatura  quando  varia  a longitude, 
com  latitude  e tempo  fixados;  a taxa  de  varia^ao  quando  varia  ape- 
nas  a latitude;  a taxa  de  mudan^a  quando  varia  apenas  o tempo. 

(b)  Positivo,  negativo,  positivo. 

3.  (a)  fT(~  15,  30)  = 1,3;  para  uma  temperatura  de  — 15°C  e 
velocidade  do  vento  de  30  km/h,  o tndice  do  resfriamento  da 
superficie  realizado  pelo  vento  aumenta  1,3DC  para  cada  aumento 
de  grau  da  temperatura.  30)  ~ —0,15;  para  uma 

temperatura  de  - 15°C  e velocidade  do  vento  de  30  km/h,  o indice 
do  resfriamento  da  superficie  realizado  pelo  vento  decresce 
— 0,15°C  para  cada  aumento  em  km/h  da  velocidade  do  vento. 

(b)  Positivo,  negativo.  (c)  0 
5.  (a)  Positivo.  (b)  Negativo 

7.  c = fb  — f,a  = fy  9.  /x(l,2)  = -8  = inclinacao  de  Ct, 
fy{  1 , 2)  = — 4 — inclinacao  de  C2 


11.  f = 2x  + 2 xy,  fy  — 2y  + x2 


13.  fix,}’)  — 3,  f(x,  y)  = — 8v 3 

15.  dz/dx  = e3y,  dz/dy  ~ 3xeiy 

17.  f(x,  y)  — 2 yj{x  + y)2,  fix,  y)  = — 2x/(x  + y)2 

1 9.  dujj da  — cos  a cos  j3,  dw/df 3 ~ —sen  a sen 

. . 2 r2  , , 2 rs 

21.  f(r,  x)  = -t—“ r + In(r  + s},  f(r,  s)  = — r~ — t 
r + s'  r'  + s 

23.  du/dt  — — w/t),  du/dw  — emlt 

25.  f — yV,  f = 2xyz  ' + 3z,  f = 3xy2z2  + 3y 

27.  dw/ dx  — l/(x  + 2y  + 3z),  dwfdy  — 2/(x  + 2y  + 3z), 

dw/dz  = 3/  (x  + 2y  + 3z) 

29.  du/dx  = e"!  sen  6 , du/dt  = — xe_,sen  6,  du/dB  — xe  "'cos  0 
31.  f = yz2  tg(y/),  f = xyzrf  sec2(y/)  + xz 2 tg(yt), 

/z  = 2xyz  tg  (>•/),  f — xy2z 1 sccfyt) 

33.  du/dXi  = x^/yx2  + x2  + •••+**  35.  | 37.  -4 

39.  /,{x,  y)  = 2x  - y,  /y(x,  v)  = 4y  - x 
...  &z  _ 3 yz  — 2x  dz  ___  3xz  — 2y 
dx  2z  — 3xy  ’ dy  2z  — 3xy 

dz  1 + y2z2  dz  — z 

43.  — « f — — — = , , 

dx  1 + y + y~z 2 dv  1 + y + y2z‘ 

45.  (a)  /'(x),  ^'(y)  (b)  /'{x  + y),/'(x  + y) 

47.  fx  = 12x"  - 6v3,  = — 18xy2  ==  />y,  />?  = - 18x2y 

49.  za  ~ “2y/(x  + y)3,  z.c>,  = (x  - y)/(x  + y)3  = zv,, 

% = 2x/(x  + y)3 

51.  — e_i  sen  t,  us.  — — cos  t — uts,  u„  — — e~s  sen  t 

57.  12xy,  72xy 

59.  24  sen(4x  + 3y  + 2z),  12  sen(4x  + 3y  + 2z) 

61.  de  rt<(2  sen  B + d cos  d + rd  sen  d) 

63.  4/(y  + 2z)3, 0 65.  —12,2,  ^16,8,  =23,25  77.  R2/R\ 

S3.  Nao  85.  x = 1 + /,  y = 2, 2 = 2 - It  89.  -2 
91.  (a)  — \ 


x 4v  + 4.v2v  ’ — V"  , .V  ' — 4x'v2  - XV 

(b)  M-x,y)  = , f,(x\  y)  = 


(a2  + v'  )"  ’ J' ' ' ' ’ (a2  4-  v2)2 

(c)  0,  0 (e)  Nao,  uma  vez  que  fxy  e fyx  nao  sao  conti'nuas. 


Exerdcios  14.4 

1.  z = — 8x  — 2 v 3.  x — 2y  + z — 4 5.  z — y 


11.  2a  -f  |y  — 1 13.  x + 1 15.  jjc  + y 4-  j-  tt  — ^ 

17.  | a ly  + f ; 2,846  19.  + fy  + fz;  6,9914 

21.  4 T + H - 329;  129°F 

23.  c/z  — 3x~  ln{y2) dx  + (2x:’/y)  dy 

25.  du  — £fsen  ddt  + e‘  cos  Odd 

27.  z/tt?  — (a2  + y2  + z 2 )“ ! (a  dx  + y dy  + z dz) 

29.  Az  = 0,9225,  dz  = 0,9  31.  5,4  cm2  33.  16  cm3 

35.  150  37.  jV  - 0,059  O 39.  es  - Ax,  - Ay 


Exerdcios  14.5 


I.  4(2xy  + y 2 )/  ’ — 3(x2  + 2xy)?~ 

3.  tt  cos  x cos  y — (sen  x sen  y)/(2 /?) 

5.  eyp[2 1 — ( x/z } — (2xy/z2)] 

7.  0z/ds  = 2x  + y 4-  xt  + 2 yi,  dzjdt  — 2x  + y + xs  4-  2ys 
y dz  __  4st  4 In  t dz  __  2s2  4-  a/7 

Oa  1 4-  (2x  + v)2  ’ 0?  1 + (2x  4-  yV 

, , oz  / a \ 

II.  — e'itcosd rT”””Tsen  $ |. 

3a  \ ^ s~  +■  f-  / 

dZ  ( t \ 

— — e’\  s cos  0 - sen  6 I 

dt  \ v/5-  4 ti  J 

13.  62  15.7,2 

p __  5m  Ox  t du  dy  'du  __  du  dx  du  dy 

dr  dx  dr  dy  dr  ’ Os  dx  Os  dy  ds  : 

dii  _ Oh  Ox  Oh  Oy 

0/  Ox  0/  Oy  0/ 


dv  __  0t!  3/? 
Or  On  Or 


dv  dq 

Fl/l  f-i  V 


dv  dr 

Of-  Or  ’ 


dv  _ dv  dp  dv  dq  dv  dr 

dy  dp  dy  dq  dy  dr  Oy  ’ 

dv  __  dv  dp  dv  dq  t dv  dr 

dz  dp  dz  dq  dz  Or  dz 

21.  85,  178.  54  23.  f,  f 25.  36,  24,  30 

27.  .Sgg  ~T  29.  send  Z?)  + 

x - 2x2vxy  sen(x  - y)  — xey 

3yz  - 2x  3xz  - 2v 

31.  — — . — - ' 

2z  - 3 xy ' 2z  - 3xy 


I y 4.  y.,-  1 + y + y^z~ 

35.  2°C/s 

37.  ~ —0,33  m/s  por  minuto 

39.  (a)  6 m 3/s  (b)  10  m2/s  (c)  0 m/s  41.  -0,27  L/s 

43.  (a)  dzfdr  = (0z/0x)  cos  0 4 (Oz/cOy)  sen  0, 

Oz/ 00=  — (Oz/Ox)rsen  0 + (Oz/Oy)r  cos  0 
49.  4rx  0"z/0x2  4 (4r 2 + 4a2)02z/3x  Oy  + 4 rs  drz/dy 1 4 2 Oz/Oy 


Exerdcios  14.6 

I.  = —0,1  milibar/mi  3.  = 0,778  5.  £ ^3  + i 

7.  (a)  V/(x,  y)  — (5y2  — 1 2x  2y,  lOxy  — 4x 3 } 

(b)  (-4,  16)  (c)  172/13 

9.  (a)  {e'y:,  2xzely\  2xyelx~)  (b)  (1,12,0)  (c)  ~ t 

II.  23/10  13,  4 y;2  15.  4/9 

17.  9/(2v/5)  19.  2/5  21.  4v/2,  < - 1 , 1 > 23.  1,  <0,  1) 

25.  y3,  <1,  — 1,  — 1 ) 27.  (b)  (-12,92) 

29.  Todos  os  pontos  da  reta  y — x + 1 31.  (a)  -40/(3  %/3) 

33.  (a)  32/73  (b)  (38,6,12)  (c)  2v/406  35.  j} 

x — 4 v + ! 7 — 1 

39.  (a)  4x  - 2y  + 3z  - 21  (b)  - - - 

8 -4  6 

v — 'y  y 1 7 ^ I 

41.  (a)  4x  — 5y  — z = 4 (b)  ==  = 

4 -5  -1 

43.  (a)  x + }'  - z = 1 (b)  x — t — y = — z 


53.  (± y 6/3,  7:2V  6/3,  ±VS/2) 

59.  x = -1  - 10?,  v - 1 - 16?,  z — 2 - 12? 

63,  Se  u — (a,  b)  e v = (c,  d),  entao  «/.-  + bfy  e c/t  + dfy 
sao  conhecidas;  logo,  vamos  resolver  as  equajoes  lineares 
para  f,  e fy. 


19. 
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Exercicios  14.7 

K (a)  / tem  um  mini  mo  focal  em  (1,  1), 

(b)  / tem  urn  ponto  de  sela  em  ( i , 1 ). 

3.  Minimo  local  em  (1,  1),  ponto  de  sela  em  (0,  0) 

5.  Maximo  /(—l,  ')  — n 

7.  Minimo  /(l,  1)  - 0,  /(-l,  -I)  = 0,  pontos  de  sela  em  (0,  0) 
9.  Pontos  de  sela  em  (1,  ~ 1),  (— I,  1) 

IP/  tem  um  valor  maximo  local  de  1 em  todos  os  pontos  da 
forma  (xo,  x0). 


41.  Maximo  **9, 7938,  minimo  = -5,3506 
43.  (a)  c/n  (b)  Quando  x,  — x?  = • • - — x„ 

Capitulo  14  Revisao  Q 
Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Verdadeiro  3.  Falso  5.  Falso  7.  Verdadeiro 
9.  Falso  11.  Verdadeiro. 


13.  Nenhum  15.  Pontos  de  sela  (0,  hit),  n um  inteiro 
17.  Minimo  /((),  0)  = 0,  pontos  de  sela  em  {±1.0} 

19.  Maximo  /( 0,  0)  = 2,  minimo /(0,  2)  = -2, 
pontos  de  sela  (±1,  1} 

21.  Maximo  /(ir/3,  tt/3)  = 3/3/2, 
minimo  /(5tt/3 , 5ir/3)  = -3/3/2 

23.  Minimos  /{- 1,714,0)  = -9,200,  /{ 1,402,0}  « 0,242, 
ponto  de  sela  (0,312,  0),  ponto  mais  baixo  (-1,714,  0,  -9,200) 
25.  Maximos  /(- 1,267,  0)  = 1,310,  /( 1,629,  ±1,063)  ~ 8,105, 
pontos  de  sela  (-0,259,  0),  (1,526,  0), 
pontos  de  maximo  (1,629,  ±1,063,  8,105) 

27.  Mdximo  /( 2,  0)  — 9,  minimo  /( 0,  3)  — — 14 
29.  Maximo  /(±  1,  1)  — 7,  minimo  /( 0,  0)  = 4 
31.  Maximo  /{ 3,  0)  — 83,  mmimo  /([,  1)  = 0 
33.  Maximo /(l,  0)  = 2,  minimo  /(—  1,  0)  — —2 


37.  y3  39.  (0,  0,  1),  (0,  0,  -1)  41.  f,  f,  f- 

43.  16/ yo  45.  * 47.  Cubo,  aresta  de  comprimento  c/12 

49.  Base  quadrada  de  lado  40  cm,  altura  20  cm  51.  E3/(3  v3) 

Exercicios  14.8 

I.  =59,  30  3.  Maximos /(±1,  0)  — I,  minimos /(0,  ±1)  = - 

5.  Maximos  /(± 2,  1)  = 4,  minimos  /(± 2,  -1)  ==  -4 

7.  Maximo  /(l,  3,  5)  — 70,  minimo  /(- 1,  -3,  -5)  = -70 
9.  Maximo  2//3,  minimo  — 2//3 

II.  Maximo  /3,  minimo  1 

13.  Maximo  f(k,  |)  — 2, 
minimo  /(~f,  -f,  -|)  = -2 

15.  Maximo /(l,  /\~/2)  = j + 2/2, 

minimo  /(l,  -/"2,  /2)  = 1 - 2/2 

17,  Maximo  |,  minimo  f 

19.  Maximos  /(±l//%  ±l/( 2/5))  = es/4, 

minimos  /(±l/y 2,  ± 1/(2  v 2 ))  ~ e~UA 

25—37.  Veja  os  Exercicios  37-51  na  Se^ao  34.7. 

39.  Mais  proximo  (5,  mais  afastado  (-L  - 1,  2) 


Exercicios 


1.  {(*,>>)! -1  1}  3. 


9-  I 

II.  (a)  ^^T/m,  — 3,0°C/m  (b)  =»  0,35°C/m  peia  Equate 

14.6.9  (A  Delinicao  14.6.2  fomece  =U0C/m.)  (c)  -0,25 

13.  fx  = l//2x  4-  y2,  fy  — yj /2x  4-  v2 
15.  g„  — tg~lic  gv  ~ u/( 3 + t>2) 

17.  Tp  ~ In(#  + e' ),  Tq  ~ p/{q  + /).  7)  = pe'/(q  + e ) 

19.  f„  = 24x,  fxy  » -2 y = />.,,  fyy  = ~2x 
21.  /«  — k(k  - l )xk~2ylzin,  — klxk~iyi~lzm  = fyx, 

1 f„  - kmxk~ly!zm-i  /w  - /(/  - l)x':>’‘-±'", 

= lmxky‘~lzm'1  = /.y,  /„  = m(m  - DxVz”'"2 

25.  (a)  z — 8x  4 4y  4-  1 (b)  ■ ==  1 - z 

8 4 

27.  (a)  2x  - 2y  - 3z  - 3 (b)  — - - i- 

4 —4  6 

29,  (a)  x:  + 2 y 4 5z  = 0 (b)  x - 2 * - — 

2 5 

31.  (±/2/7,  ±l/^/l4,  +3//T4) 

33.  60x  + yy  4 fz  ~ 120;  38,656 

33.  e'  + 2(y/z)(3r  + 4)  - 2t(y2/z2)  37.  -47,  108 

43.  zex ^ {z  /y,  xzj (2  /y },  2)  45.  f 47.  yl45/2,  {4,  |) 

49.  *»§  nos/mi  51.  Minimo  /(-4,  1)  = -11 

53.  Maximo  /(l,  1)  = 1;  pontos  de  sela  (0,  0),  (0,  3),  (3,  0) 
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55.  Maximo  /( 1,  2)  = 4,  mmimo  /( 2,4)  — -64 
57.  Maximo  /(—  1,  0)  = 2,  minimos  /(l,  ±1)  — —3, 
pontos  de  sela  (— l,  ±1),  (1, 0) 

59.  Maximo  f(±^2/3,  1/^3 ) - 2/(3  y' 3), 
minimo  /(±y 2/3,  = — 2/(3  ) 

61.  Maximo  1,  mmimo  —1 


63.  (±3  -'f\Tu*y/2t  ±3'  '),  (±3"i/4,  ~3_i/%/2,  ±3i/4) 

6$.  P(2  - v 3 ),  P{ 3 - v;3  )/6,  />(2/3  - 3)/3 

Probiemas  Quentes  D 

1.  LrW 2,  W~  3.  (a)  x = wj 3,  base  — n/3  (b)  Sim 

9.  y6/2,  3 v72/2 


Capitulo  15 


Exercicios  15.1  a 

1.  (a)  288  (b)  144  3.  (a)  tt2/2  « 4,935  (b)  0 

5.  (a)  -6  (b)  -3,5  7.  U <V<L 

9.  (a)  =248  (b)  15,5  11.  60 

13.  3 15.  0,6065,  0,5694,  0,5606,  0,5585,  0,5579,  0,5578 

Exercicios  15.2 

1.  9 + 27}’,  8x  + 24x2  3.  10  5.  2 7.  261,632/45 

9.  f in  2 11.6  13.  y 15.  9 In  2 

17.  [{y/3  ~ 0/2]  - (77/12)  19.  \(e2  ~ 3) 


33.  | 

35.  O ieorema  de  Fubini  nao  se  apiica.  O integrando  tem  uma 
descon tinuidade  infinita  11a  origem. 

Exercicios  15.3 

I.  I-  3.  - ! 5.  « - 1 7.  f 

II.  \e4  - 2e  13.  (1  - cos  l)/2  15.  -f 

1 *5%  3!  Art  1 !2S 

£ S » g 4 £ &J0  [5 

27.  | 29.  0,1,213,0,713  31.  f 

33.  13.984.735.616/14.549.535  35.  tt/2 


37.  j " j 4 f(x,  y)  dx  dy  39.  j 3,  ~ x~  fix,  y)  dy  dx 


43.  (e9  ~ 1 )/ 6 45.  | sen  81  47.  (2^2-  l)/3  49.  1 

51-  0 « J/d  yf^TfdA  ss  y2  55.  877  57.  27j/3 


Exercicios  15.4 

1-  f/ ” j//(r  cos  B,  r sen  0)  r <7r  dB  3.  f(2  |f/(x,  y)  dy  dx 
5.  f02,r  j//(r  cos  $,  r sen  6)  r dr  dO 

-yf  3377/2 


4 7 


9.  0 11.  (77/2)  sen  9 13.  (-77/2)0  - e 4) 

15-  m17'  17.  tt/12  19.  ^(77—  2)  21.  8I77/2  23.  |7r<3J 

25.  (2t7/3)[i  - (l/ 1/2)] 

27.  (8tt/3)(64  - 24v^3)  29.  (tt/4)0  - 1)  31.  477/3 

33.  1 8OO-77  pes3  35.  jf  37.  (a)  A/4  (b)  yV/2 

Exercicios  15.5 

!‘fC  3.  I,  (|,0)  5.  6,  (|,|) 


9.  7 In  2 
17.  0 
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7. 

9. 


lie 


1). 


(- 


e " + i 4(e ' — 1 ) 


\2(e2-  1)’  9(e2-  1) 
h (I*  D n.  (i.37r/i6) 


13.  (2a/ 5,  2a/ 5)  se  o vertice  for  (0,  0)  e os  lados  estiverem  ao 
longo  dos  eixos  positivos. 

15.  tie*  - 1),  fa2  ~ 1),  tie4  + 2e2  - 3)  17.  f,  if,  if 

19.  m = 7r2/8,  (x,  y)  — ( ~ - — , —■ ),  Ix  = 3t72/64. 

\ a 7 t yrr / 

I,  = (tt4  - 37T2)/16,  To  “ 7rVl6  - 9tt2/64 

21.  pa4/ 3,  pa4/ 3;  a/ \/3,  aj y 3 

23.  (a)  | (b)  0,375  (c)  | «*  0,1042 

25.  (b)  (i)  « 0,8187 

(ii)  1 + e“u  - e"!  - 0,348!  (c)  2,  5 

27.  (a)  ~ 0,500  (b)  * 0,632 


29.  (a)  [f/}  (&/20)[20  - \Kx  ~Xv)1  + (y  — y7)2  ] dA,  onde  D e o 
disco  com  raio  10  mi  centrado  no  centro  da  cidade. 

(b)  200tt*/3  - 209 A:,  200(tt/2  ~ i)k  ~ 136 k,  sobre  a aresta 


Exercicios  15.6 

1*  15V26  3.  3V/H  5.  12  sen"1 1 

7.  ( 7r/6)(  17  yT7  - 5 y 5 ) 9.  (2 ir/3)(2  ^2-  1 ) 

11.  a2(7r-  2)  13.  13,9783  15.  (a)  =1,83  (b)  =1,8616 

17.  + gln[(llV5  3-  3y/70)/(3y5  + \/70)] 

19.  3.3213  23.  (tt/6)(101  vW  - l) 


Exercicios  15.7 


3.1  5.  |(^-1)  7.4  9.  | 11.  £ 

13.  8/ (3e)  15.  16tt/3  17.  f 19.  36  tt 

21.  (a)  Jo’ JoJ  Q{~r  dzdydx  (b)  \tt  - | 


23.  60,533 


j-2  Jo’  3’i  z)  dz  4’  dx 

* J06  j-2  J2/5~t/U  y,  z)  dz  dx  dy 
= j-2  Jo  J-5£s /(*t  >3  z)  dx  dy  dz 
“ Jo6  J-2  J~-yPz  /(*,  >!,  z)  dx  dz  dy 
" J-2  J~vS  Jo6/U»  >3  z)  <*z  dx 


= J-2  j’JyS?  JoVU,  >’,  z)  dy  dx  dz 
29.  J j , J'j  Jo /(x,  y,  z)  dz  dy  dx 

==  Jo  J-yr™  Jo/U»  J.  2)  dz  dx  dy 


“ Jo  J;  JJyr%  /(*.  y,  z)  dx  dy  dz 
= Jo  Jo  J-yr^  /(*,  >3  z)  dx  dz  dy 
” J -I  Jo j;  ~X  /Jx,  y,  z)  dy  dz  dx 
“ Jo  j / Jrf— : jj  f(x,  y,  z ) dy  dx  dz 


31.  Jo  Jy  Jo  "YU  y,  z)  dz  dy  dx 

* Jo  Jo  Jo  "YU  >S  z)  dz  dx  dy 

= Jo  Jo  ‘ J?7U  y,  z)  dx  dy  dz 

“ Jo  Jo  _>  Jo  7U  y,  z)  dx  dz  dy 

= Jo’  Jo  vA  j U/U }’,  z)  dy  dz  dx 

= Jo  Jo‘  4 Jy  YU  y,  z)  dy  dx  dz 

33*  Jo  Jo  J0YU  z)  dz  dy  dx  ~ j/j  jj  J j f(x,  y,  z)  dx  dy  dz 

~ Jo  Jo  J’!  /U  y.  ~7)  dx  dz  dy  = JJ  f*  £/(*,  y,  z)  dy  dz  dx 

— Jo  j,’  j /fix,  y,  z)  dy  dx  dz 

« / 358  33  57)  \ 

30  > \ 553 1 79’  553  / 

37.  a 5,  (7a/ 12,  7a/ 12,  7a/ 12) 

39.  (a)  m = J/3  J^^—j  J,5  *Jxf  + ~-p  dz  dy  dx 

(b)  (x,  y,z),  onde 

x — ( 1/m)  j J2^5~r  J f y X'Vx^-T^2  dz  dy  dx 
y — ( 1 j m)  j :3  j * Jj5  ” f y-  Vx2  +~p  dz  dy  dx 

z = (l/m)J/,  Jf  y zfx2  + y2  dz  dy  dx 

(c)  j Jj  J-J9Z7!  j,3  >(x‘  + V2)3'  2 dz  dy  dx 

41.  (a)  jW  + “J  (b)  (x,  y,  z),  onde  x = 28/(9-77  + 44), 
y •"  2(157r  + 64)/[5(9tt  + 44)],  z - (45tt  + 208)/[15(9tt  4-  44)] 
(c)  (68  + 15tr)/240 

43.  /,-}*£?  45.  (a)  i (b)  ^ (c)  ^ 

47.  L3/ 8 

49.  A regiao  limitada  pelo  elipsoide  x2  + 2y2  + 3z2  — 1 


Exercicios  15,8 

1.  3. 


(9-7r/4) (2  - V3) 

S*  Jj  2 Jo  J//(r  cos  f r sen  0,  z)  r dz  dr  dd  7.  38477 
9.  77(e6  - e - 5)  11.  277/5 

13.  (a)  16277  (b)  (0,  0,  15) 

15.  77AV/8,  (0,  0,  2a/ f) 

17.  477/5  19.  1577/16 

21,  (1562/15)77  23.  10-77  25.  (o,  §,  0) 

27.  (a)  (0,0,  fa)  (b)  4Kmi'/ 15 

29,  (2t7/3)[i  - {l/y/2)],  (O.  0,  3/[8(2  - Jl)])  31.  577/6 

33.  877/35  35.  24377/5  37.  13677/99 


g^g^jggj^ 


• .at  a. 
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Exercicios  15.9 

I. -14  3.  0 S.  2uvw 

7.  O paralelogramo  com  vertices  (0.  0),  (6,  3),  (12,  1),  (6,  -2) 
9.  A regiao  limitada  pelas  retas  v ~ 1,  o eixo  v e v = y/x 

II. -3  13.  677  15.  2 In  3 

17.  (a)  | irabc  (b)  1,083  X 10 12  km3 
19.  | In  8 21.  \ sen  1 23.  e - e~l 


Capitulo  15  Revisa o □ 

Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Verdadeiro  3.  Verdadeiro  5.  Verdadeiro  7.  Falso 

Exercicios 

1.  =-64,0  3.  4e2  - 4e  + 3 5.  { sen  l 7.  f 


9.  |0'  j2'/(rcos  0.  rsen  6)  rdrdd 

1 1.  A regiao  interior  ao  la^o  da  rosa  de  quatro  petalas  r — sen  26 
no  primeiro  quadrante. 

13.  | sen  1 15.  U6  - 2 17.  | In  2 

19.  8 21.  BlTr/5  23.  40,5  25.  77/96 

27.  ff  29.  176  31.  | 33.  2ma3/9 

35.  (a)  1 (b)  (U) 

(c)  /v  = fy  = y - 1/ a/3,  x = l/v'6 

37.  (a)  (0,0,  V4)  (b)  TraVlO  39.  ln(%/2  4-  %/3  ) + vr2/3 

41.  97,2  43.  0,0512  45.  (a)  ^ (b)  j (c)  £ 

47.  jj  Jvv /(a,  >>,  z)  dir  dy  dz  49.  -In  2 51.  0 

Problemas  Quentes  o 

1.  30  3.  I sen  1 7.  (b)  0,90 


Capltulo  16 

Exercicios  16.1  Q 


21.  Vf(x,  y)  - — - i + — - — j 

' jc  + 2v  a-  + 2v 


23.  V/(W) 


/a2  + y2  + z* 


11.  II  13.  I 15.  IV  17.  Ill 
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27. 


29.  IV  31.  II 


Exercicios  16.2  □ 

1.  (17  Vn  - 1 )/ 1 2 3.  1638,4  5.  f-  + 9 In  3 7.  j 

9.  320  11.  y/l4(e6  ~ 1)/12  13.  | 15.  f 

17.  (a)  Positivo  (b)  Negativo  19.  — 

21.  f — cos  1 — sen  I 

23.  37 7 + | 2.5 


25.  (a)  - \je  (b)  L6 


27.  tt  29.  0,052  31.  2irk,  (4/t r,  0) 

33.  (a)  x = (1/ m ) fc  xp(x,  y,  z)  c/s, 
y = (1/m)  Jc  yp(x,  v,  z)  c/s, 

z — (1/m)  fc  zp(x,  y , z)  c/s,  onde  m = J'r  p(x,  >’,  z)  c/s 
(b)  2 v^13  k-n , (0,  0,  3tt) 

35.  lx  — k([7T/2)  - f),  4 - k(irr/2}  - §) 

37.  2tt2  39.  26  41.  1,67  X 104pes-lb 

43,  (b)  Sim  45.  ~22 1 


Exercicios  16.3  o 

I.  40  3.  fix,  y)  — 3x2  + 5xy  + 2y2  + K 

5.  Nao-conservativo  7.  /(x,  y)  — x2cosy  — y sen  x + K 
9.  f{x,  y)  = yex  + x sen  y + K 11.  (b)  16 
13.  (a)  f(x,y)  — lx4y4  (b)  4 

15.  (a)  f{x , y,  z)  — xyz  -f  z2  (b)  77 

17.  (a)  /(x,  y,  z)  = xy2  cos  z (b)  0 

19.  2 21.  30  23.  Nao  25.  Nao 

29.  (a)  Sim  (b)  Sim  (c)  Sim 

31.  (a)  Sim  (b)  Sim  (c)  Nao 

Exercicios  16.4  a 

1.6  3.1  7.  e-l  9.f  11.-247 r 

13.1-277  15.  fir  17.  — ^ 

19.  377  21.  (c)  1 23.  (1.1) 


Exercicios  16.5  <=» 

I.  (a)  “X2  i + 3xy  j - xz  k (b)  yz 

3.  (a)  (x  - v)  i - yj  + k (b)  I - 1/(2  vz) 

5.  (a)  0 (b)  1 

7.  (a)  ( I/y,  -1/x,  1/x)  (b)  I/x  + I/y  + 1/z 

9.  (a)  Negativo  (b)  rot  F ~ 0 

II.  (a)  Zero  (b)  rot  F aponta  na  dire^ao  do  eixo  z,  no 
sentido  negative 

13.  f(x,  y,  z)  — xyz  + K 15.  /(x,  y,  z)  — x2y  + y2z  + K 
17.  Nao-conservativo  19.  Nao 

Exercicios  16.6  a 


1.  Paraboloide  circular  tendo  por  eixo  o eixo  z. 
3.  Ciitndro  circular  tendo  por  eixo  o eixo  x 


11.  rv  13.  I 15.  II 

1 7.  x — I + u 4-  v,  y — 2 + u — v,  z ®=  — 3 — u + v 

10  / t . ■>  . 
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21.  x ~ 2 sen  <$  cos  0 , y — 2 sen  4>  sen  9, 
z — 2 cos  <t>,  0 <p  «£  Tif  4,  27t 

[ou  X “ x,  y = y,Z  — v4  - x2  ~ >•-,  2 =£  x2  + y2  ss  4] 

23.  x — x,  y ==  4 cos  $,  z ~ 4 sen  0,  0 =£  x 5,  0 < 6 s£  277 
27.  x = x,  v — cos  0, 
z = e_jr  sen  9,  0 x «£  3, 

0 =£  0 2 77 


29.  (a)  Di redoes  reversas  (b)  Numeros  de  espirais  duplas 

31.  3x  - v + 3r  - 3 33.  -x  + 2z  = 1 35.  4y% 77 

37.  (2V3)(2v^  - 1)  39.  (^r/6)(l 7^/17  - sjs) 

41.  (751/2)  + 7 [in(2  + 751)  - In  v 17]  43.  2«2(7r  - 2) 

45.  77(2 v'6  - f)  47.  13,9783 

49.  (a)  *=1,83  (b)  *=1,8616 

51.  f Vl4  4-  H ln[(  1 1 v'5  + 3>/70)/(3 75  + >/70)] 


55.  4,4506 


35.  (0.0,  a/2) 

37.  (a)  L - jj;  (x2  + y 2 )p(x,  y,  z)  dS  (b)  4329  yfl  rrj 5 
39.  194,40077  41.  87r<a3e0/3  43.  124877 


Exercicios  16.8  o 

3.  0 5.  0 7.-1  9.  8077 


11.  (a)  81  tt/2 


17.  16 


Exercicios  16.9  □ 

1.  Negativo  em  P\ , positivo  era  P2  7.  2 9.  9tt/2 

7.  t 9.  H - 4/e  11.0 

13.  3277/3  15.  0 

17.  341  vf 2/60  4-  fg  arcsen(v/3/3)  19.  1377/20 


Exercicios  16.7  a 

1.  8(1  + Jl  + J3)  ~ 33,17  3.  90077  5.  171  7l4 

7.  73/249.  364 V2 77/3  11.  (ir/60)(39I>/l7  + l) 

13.  1677  15.  I677  17.  5 \/5/4 8 4-  1/240 

19.  1 21.  23.  -|t7 

25.  0 27.  48  29.  0,1642  31.  3,4895 

33.  Jj ; F • dS  - Jj0  [PO/t/S-T)  - Q + /?0/;/az)]  <M, 
onde  D = projecao  sobre  o piano  xz 


Capituio  16  Revisao  o 
Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Falso  3.  Verdadeiro  5,  Falso  7.  Verdadeiro 

Exercicios 

1.  (a)  Negativo  (b)  Positivo  3.  4^5  5.  -77  7. 

9-  Vi  ~ 4/e  11.  f(x,y)  = ey  + xe^  13,  0 17.  -87 r 

25.  |(27  - 5 >/5)  27.  77(391717  + l)/60 

29.  -64 77/3  33.  37,  -4  39.  21 


Capituio  17 

Exercicios  17.1  □ 

1.  y = cie4x  4-  c2c2'j  3.  y — e"4x(ci  cos  5x  4-  c2  sen  5x) 

5.  y — c}es  + c2xca'  7.  y = Ci  cos(x/2)  4-  c2  sen(x/2) 

S-  y — Ci  + c2e~X:'4  11.  y — cieKX*'/2,>  + C2e^"^ 

13.  y = e ' -[<•)  cos(,3t/2)  + c2  sen(v3f/2)] 
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Todas  as  solufdes  aproximam-se  de  0 quando  x — > — < * e 
aproximam-se  de  ±<»  quando  x <». 

17.  y = 2e~lx!1  + 19.  y = <r'2  - 2xex/2 

21.  y = 3 cos  4x  - sen  4x  23.  y = e x(2  cos  x 4 3 sen  x) 

25.  y ~ 3 cos(fx)  — 4 sen(|x)  27.  v — f — - — ~ 

e~  - 1 1 - e3 

29.  Sem  solutjao 

31.  v = e 2x{2  cos  3x  — e 71  sen  3x) 

33.  (b)  A — n * 77  "/ 1.~.  n um  inteiro  positivo;  y = C scninirxf L) 

Exercicios  17.2  □ 

1.  y Cye~lx  4 Cze"x  4 ]x2  — \x  4 \ 

3.  y — C]  + c2elx  4 ^ cos  4x  - 55  sen  4x 
5.  y = e2x(c  1 cos  x 4 c2  sen  x)  + ^ e~x 
7.  y = | cos  x 4 y sen  x 4-  \e'  + x3  — 6x 
9.  y — e'r(|x2  — x 4 2) 

5 As  solu$oes  sad  todas  assin- 

v M tdticas  a yp  — cJ/10  quando 

^ x Exceto  para  yp, 

- 2 -7— eppf?/ 4 todas  as  solucoes  aproximam- 

''  yp  se  ou  de  <»  ou  de  —00  quando 

, ' X ““00 

V . J 

-4 

13.  yp  — Ae"*  + ( Bx~  4 Cx  4 D ) cos  x 4 (Ex2  4 fix  4 G)  sen  x 
15.  yp  — Ax  + (fix  + C)e9x 

17.  yp  — xe  J,[(Axj!  4 fix 4 C)  cos  3x  4 ( Dx 2 4 £x4  F)sen  3x] 

19.  v — c\  cos  2x  4 ci  sen  2x  4 \x 

21.  y = C\ex  4 Cixex  4 e2x 

23.  y - (c,  4 x)  sen  x 4 (c2  4 In  cos  x)  cos  x 

25.  y — [cj  4 in(l  4 e'~x)]ex  4 [c2  — e~x  4 ln(l  4 e~x)]e2x 

27.  y — [ct  — l J (el/x)  dx\e  x + [c2  + | j (e~xjx)  dx\ex 


5.  co  i ^ + c,  i 2r";,x^' 

2 n!  n~o  (In  4 1)! 

, , , -v2  , * ( — l)"-1(2n  ~ 3)! 

7.  c,  + c,v  + coT  + c 2 r *' 

«-i  (3«  4 1)! 


Capitulo  17  Revisao  □ 

Testes  Falso-Verdadeiro 

1.  Verdadeiro  3.  Verdadeiro 

Exercicios 

1.  y = CiC5jr  4 c2e  ~JX  3.  y — cy  cos(v'3x)  4 c2  sen( 4\) 
5.  y — e2x(c\  cosx  4 c2  sen  x 4 1) 

7.  y — c \ex  4 c2xef  — 5 cos  x — f(x  4 1)  senx 
9.  y = C|e3jr  4 c2e-2f  - | - 


Exercicios  17.3  □ 

1.  x — 0,36  sen(!0?/3) 

7-  „c«io 

0,02 //c=l$ 

|VXc=25 

>vc=30 


11.  GW  « (~c~1Oi/250)(6  cos  20?  4 3 sen  20?)  4 r35, 
/(?)  = \e'K,:  sen  20? 

13.  Q(t)  — cos  20?  - ^ sen  20?] 

~ 2I0  °os  10?  4 jfj  sen  10? 

Exercicios  17.4  D 


5.  ||kg 


11.  y — 5 — 2e~6(A~f>  13.  y — (e4x  - ex)/3 

15.  i 

n=o  (2 n 4 I)! 

17.  0(/)  = - 0,02c -,0,{cos  10?  4 sen  10?)  4 0,03 
19.  (c)  2ir/k  = B5  min  (d)  =17.600  mi/h 


Apendices 

Exercicios  G □ 

1.  8 - 4i  3.  13  4 18?  5.  12  - 7?  7.  H + If? 

9.  | - \i  11.  —i  13.  5i  15.  12  4 5 i;  13 
17.  4i,  4 19.  ±|i  21.  -1  ± 2? 

23.  ± (v7/2 )?  25.  3V!2  [cos(3ir/4)  4 ? sen(3?r/4)] 

27.  5{cos[tg"‘(f)]  4 j sen[tg“I(|)]} 

29.  4[cos(-tt/2)  4 ? sen(-7r/2)],  cos(~~7r/6)  + ? sen(— 77/6), 
|[cos(-7r/6)  4 ? sen(~ -rr/6)] 

31.  4j2  [cos (7  7r/ 12)  4 ?sen(7Tr/I2)], 

(272)[cos(137r/12)  4 i sen(137r/I2)],  |[cos(ir/6)  + /sen(7?/6)] 
33.  -1024  35.  -5I.2V3  4 512? 

37.  ±1,  ±i,  (l/V2)(±l,  ±?)  39.  ±(V3/2)  4 U,  ~i 

Ira  4 Im* 


1.  co  2 

«- 0 nl 


3-  co  I ^ 


41.  ? 43.  I 4 (5/3/2)? 


Indice  Analitico 


A 

Aberta,  regiao,  1061 
Absolutamente,  serie,  convergente,  738 
Absoluto,  maximo  e mmimo,  951 
valores,  952 
Acelera9ao,  870 
Ad^ao  de  vetores,  798 
Afelio,  692 
Algebrica,  funcao, 

Alternadas 
series,  733,  738 
series  harmonicas,  735 
Teorema  da  Estimativa  das  Series,  736 
Testes  das  Series,  734 
Amortecedor  de  cheque,  1 156 
Amortecidas,  vibrasoes,  1 152 
Amortecimento,  constante  de,  1 153 
Angular,  momento,  878 
Angulos  diretores,  809 
Angulos  entre  vetores,  807,  808 
Apolunio,  686 
Aproxima9ao 

pela  Desigualdade  de  Taylor,  762 
Aproxiraafao  Linear,  927 
Aproxima^ao  para  um  piano  tangente,  921, 
922 
Arco 

comprimento  de,  658,  678,  861 
Area 

da  superficie,  661 
de  um  setor  de  um  ctrculo,  675 
de  uma  superficie  de  revoluijao,  658 
em  coordenadas  polares,  1084 
pelo  Teorema  de  Grenn,  1084 
sobre  uma  curva  parametrica,  658 
Argumento  de  um  numero  complexo,  A7 
Aritinetica-geometrica,  media,  710 
Arvore,  grafo  da,  932 
Assmtota  de  uma  hiperbole,  684 
Astroide,  655 

Autdnonia,  equayao  diferenciai,  592 
Auxiliar,  equa^ao,  1139 
Axioma  da  completitividade,  707 

B 

Bacterias,  crescimento  das,  624 
Bacterias,  crescimento  das,  607 
Base  padrao,  803 


Beisebol 

posi^ao  para  revezamento,  580 
velocidade  de  arremesso,  612 
Beisebol  e Calculo,  618 
Bernoulli 

equa£ao  diferenciai  de,  633 
James,  633 
John,  597,  650 
Bessel 

Friedrich,  748 
funcao  de,  748 
Bezier,  curvas  de,  650-664 
Bezier,  Pierre,  664 
Bifolio,  674 
Binomial 
serie,  770,  771 
Binomial 
Teorema,  770 

descoberta  por  Newton,  773 
Binormal 
vetor,  866 
Brahe,  Tycho,  875 
Braquistocrona,  problema  da,  650 
Bruxa  de  Maria  Agnesi,  654 

c 

C\  transforma^ao,  1038 

Cadeia,  regra  da,  para  varias  variaveis,  929 

Calculadora  grafiea,  649,  672 

Calor 

mdice  de,  907,  924 
condutividade  do,  1 102 
equa9ao  de  condu9ao  do  calor,  919 
fluxo  de,  1 102 
Caminho,  1080 
Campo 

conservative,  1078 
eletrico,  1057 
forga,  1057 
gradiente,  1058 
gravitacional,  1057 
velocidade,  1057 
vetor,  1054 
Campos 
esealares,  1054 

Canonica,  base,  dos  vetores,  793 
Cantor 

conjunto,  720 
Georg,  720 


Capacidade  de  suportc,  619 
Caracteristica,  equacao,  1 139 
Carbono- 1 4,  data9ao  de,  6 1 7 
Cardioide,  668 
Carga,  996,  1014 
densidade  de,  1014 
densidade  de,  996 
para  um  circuito,  1 124 
Cassini,  Giovanni,  675 
Cauchy,  Augustin-Louis,  989 
Cauchy-Schwarz,  Desigualdade  de,  813 
Centro  de  massa,  1026,  1063,  1094 
Centroide  de  um  sdlido,  1026 
Choque  absorvido,  1124,  1152 
Cicloide,  654 

Cilmdricas,  coordenadas,  838,  1030 
Ciiindro,  831 
parabolico,  831-832 
Circula9ao  de  um  campo  vetorial,  1 108 
Circulo  de  curvatura,  866 
Cissoide,  654,  674 
Ciairaut 
Alexis,  914 
Teorema  de,  914 
Cobb,  Charles,  887,  916 
Cobb-Douglas,  lun^ao  produ^ao  de,  887, 
916,969 
Cocleoide,  693 

Coeficiente  de  atrito  estatico.  846 
Coeficiente  de  atrito,  846 
Coeficiente  de  uma  serie  de  potencia,  747 
Cometas,  orbitas  dos,  692 
Compara^ao, 

Teste  da,  728 
para  series,  729 
Complementar,  equacao,  1144 
Completitividade,  Axioma  da,  707 
Complexo  conjugado,  A6 
Componente 
funcao,  1042 
de  um  vetor,  800,  810 
Componentes 
funcoes,  848 

Composifao  de  funcoes,  904 
Composicao  de  funcoes.  continuidade  da. 
903 

Compostos,  juros,  614 
Comprimento 
de  um  vetor,  801 


A46 


1NDICE  ANAUTICQ 


Editora  Thomson 


de  uma  curva  no  espa^o,  861 
de  uma  curva  parametrica,  660 
de  uma  curva  polar,  678 
Computacionais, 

sistemas  algebrieos,  650,  1089 

para  fazer  grafico  de  sequencia,  968 
Computador, 

fazendo  grafico  com,  672,  85 1 
Conchoides,  65 1 , 674 
Condicionalmente,  serie,  convergente,  739 
Condutividade,  1102 
Cone,  835 

Conexa,  regiao,  1061 
Confronto,  Teorema  do.  para  uma 
seqiiencia,  703 
Conica, 
se^ao 

equa§ao  polar,  689 
secoes 

deslocadas,  685 
Conicas, 
se9oes,  680,  687 
excentricidade,  688 
diretriz,  688 
foco,  688 

Conicas  transladadas,  689 
Conjugados,  propriedades  dos,  A6 
Conjunto  fechado,  957 
Conjunto  limitado,  959 
Conservagao  de  energia,  1078 
Conservative,  campo  vetorial,  1058 
Constantes  da  mola,  1 155 
ConU'nua(s) 

composicao  de  juros,  618 
Continuas 

expansao  em  fra^oes,  710 
Continuidade 
de  uma  fun§ao,  849 
de  uma  funqao  de  duas  varidveis,  904 
de  uma  fun^ao  de  tres  variaveis,  905 
Continuidade  de  funqao  vetorial,  850 
Contorno 
curva  de,  1 105 
problema  de,  1 143 
Convergence 
absoluta,  738 
condicional,  739 
de  uma  sequencia,  701 
de  uma  serie,  712 
intervalo  de,  749 
raio  de,  749 
Convergente 
sequencia,  701 
serie,  712 

propriedades  da,  717 
Coordenada(s),  794 
cilfndrica,  838,  1030 
esferica,  839,  1030 
x,  794 
}',  794 
z,  794 
polar,  665 


Coordenadas  cilmdricas. 

equacoes  de  conversao  para,  83 1 
Coordenado(s) 
eixo(s),  793 
pianos,  793 

Coplanares,  vetores.  818 
Coriolis,  acelera^ao  de,  881 
Cornu,  espiral  de,  663 
Corpo  negro,  782 
Corrida  de  pad  ns,  1024 
Corrida  na  rampa,  1036 
Cosseno,  fun^ao,  692 
Crescente,  sequencia,  706 
Crescimento,  Lei  do.  Natural,  608 
Critico,  ponto,  951,  962 
Critico,  vibra^ao,  amortecimento,  1153 
Cunha  esferica,  1032 
Curva(s) 
aberta,  1061 
comprimento  da,  861 
conexa,  1061 
de  Bezier,  650,  664 
de  catastrofe  em  forma  de  rabo  de 
andorinha,  654 
de  contorno,  1121 
de  nivel,  890 
do  aprendizado,  588 
do  aprendizagem,  633 
de  fronteira,  1121 
fechada,  1081 
Curvatura,  863 
no  ponto  P,  663 
Cuspide,  651,  857 

D 

De  Moivre,  Abraham,  A9 
Decaimento 
Lei  do. 

Natural,  608 
radioativo,  61 1 
Decrescente, 
seqiiencia,  706 

Defmida,  integral,  de  uma  fun^ao  a valores 
vetoriais,  847 
Densidade 
de  um  solido,  1026 
de  uma  lamina,  1008 
Dependente,  variavel,  885,  932 
Derivada(s) 
de  ordem  major,  913 
de  uma  funyao  a valores  vetoriais,  837 
direcional,  938,  943 

de  uma  serie  de  potencia,  746 
dominio  da, 
maximizando  a,  944 
normal,  1095 
nota^ao,  909 
parcial,  907,  909 
segunda,  857 

Desigualdade  de  Cauchy -Schwarz,  813 


Deslocamento,  de  um  vetor,  81 1 
Determinante,  804 
Diferenciaqao 
de  uma  fun$ao  vetorial,  858 
de  uma  serie  de  potencia,  753 
impllcita,  934 
parcial,  907,  915 
termo  a termo,  753 
Diferencial 
equagao,  581,  585 
de  Bernoulli,  633 
de  primeira  ordem,  597 
de  segunda  ordem,  585,  i 138 
linear,  628 
logistica,  711 
nao-homogenea,  1138 
ordem  da,  585 
parcial,  915 
separavel,  597 
homogenea,  1 1 38 
soluijao  da,  585 
solu^ao  geral  da,  585 
autonoma,  592 
Diferencial,  925 
Diferenciavel,  fun^ao,  923 
Direfjao 
campo  de,  619 
numeros  que  dao  a,  823 
Direcional,  derivada,  939,  943,  944 
de  uma  fun^ao  temperatura,  940 
maximizando  a,  944 
Dire^oes 
campo  de,  590 

Direita,  regra  da  mao,  793,  815 
Diretores,  cossenos,  809 
Diretriz,  680,  688 
Distancia 
entre  pianos,  828 
entre  ponto  e piano,  821,  827 
entre  ponto  e reta,  820 
entre  pontos  no  espago,  795 
formula  da,  em  ires  dimensoes,  795 
Divergence 

de  um  campo  vetorial,  1090,  1124 
de  uma  sequencia,  701 
de  uma  serie  infinita,  712 
Teorema  da,  1 124 
Teste  para,  716 
Divergente 
sequencia,  701 
sdrie,  712 

Divisao  de  serie  de  potencia,  767 
DNA,  850 

Dominio  de  uma  funcao,  905 
Douglas,  Paul,  887,  916 
Dupla 

integral,  993,  994 

propriedades  de,  986,  998 
regra  do  ponto  medio  para,  983 
sobre  regioes  generieas,  993 
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sobre  retangulos,  98 1 
mudanfa  de  variavel  na,  1042 
em  coordenadas  polares,  1001 
soma  de  Riemann,  98 1 

E 

Eixo(s) 

coordenados,  793 
jc,  793 

y,  793 

z,  793 

Eletrica,  carga,  1026 
Eletrico 

campo  de  forfa,  1057 
carga  sobre  um  circuito,  1 137 
fluxo,  1102 
circuito,  631,  1155 

Eliminafao  constante  do  remedio,  642 
Elipse,  682,  688 
diretriz,  689 
eixo  principal,  682 
equaf ao  polar,  689 
excentricidade,  688 
focos,  682,  688 
propriedade  da  reflexao,  683 
vertice,  682 
Elipsoide,  833 
Elfptico,  paraboloide,  833 
Energia 

cinetica,  618,  1079 
eonservafao  da,  1078 
potencial,  1079 
Eptcicloide,  655 
Equafao(s) 
coelho-lince,  580,  638 
de  Laplace,  915,  1092 
de  um  piano,  825 
de  uma  esfera,  796 
de  uma  reta  no  espafo,  822,  823 
diferencial  (ver  Diferencial,  equafao) 
logfstica,  619 
do  calor,  919,  920 
linear,  825 
logfstica,  584 
diferencial,  7 1 1 
Lotka-Volterra,  635 
onda,  915 

parametrica,  647,  822,  849,  1096 
polar,  667 
predador-presa,  635 
da  Onda,  915 
escalar  de  um  piano,  835 
Equilibria 
ponto  de,  636 
solufoes  de,  584,  635 
Equipotenciais,  curvas,  898 
Erro(s) 

estimados  para  series  altemadas,  736 
na  aproximajao  de  Taylor,  775 


Escalar,  799 

multiplo,  de  um  vetor,  799 
produto,  806 

em  forma  de  componente,  806 
propriedades  do,  807 
equafao,  825 
projefao,  810 
Escalares,  1054 
campos,  1054 
Escoadouro,  1115 
Esfera,  equafao  da,  796 
Esferica,  coordenada,  839,  1032 
Espafo 

tridimensional,  793 
curva  no,  849,  85 1 
Esperados,  valores,  1014 
Estacionario,  estado  da  solufao,  1 1.57 
Estimando  a soma  de  uma  serie.  731,  736, 
74 1',  724 

Estrategia  para  testar  series,  745 

Estrofoides,  694 

Euler 

constante  de,  728 
metodo  de,  592,  62 1 
Excentricidade,  688 
Exponencial  (ais) 
crescimento,  607 
decaimento,  607 

funf  ao  serie  de  potencia  para,  760 
complexas.  All 

Extremo,  Teorema  do  Valor,  957 

F 

Famflia 

de  hipocicloides,  655 
de  solufoes,  584 
de  superficies,  843 
Fase 

Plano  de,  636 
trajetorias  de,  636 
retrato  de,  636 
Fechada,  superffeie,  1099 
Fibonacci,  710 
sequencia  de,  700 
Final 

ponto,  de  uma  curva,  648 
Floco  de  neve,  789 
curva,  779 

Fluido,  fluxo  do,  1044 
Fluxo,  1102 
linha  de,  1060 
el&rico,  1118 
Foco 

de  uma  elipse,  688 
de  uma  parabola,  680 
de  uma  sefao  conica,  688 
Focos 

de  uma  elipse,  682 
de  uma  hiperbole,  684 


Foguetes,  ciencia  dos,  970 
Folio  de  Descartes,  696 
Fonte,  1 128 
Forfa,  campo  de,  1057 
Forfadas,  vibrafoes,  1154 
Forma  de  andorinha,  curva  catastrolica 
em,  654 

Formas  vetoriais  do  Teorema  de  Green. 
1095, 1096 

Formula  de  Euler,  A!  1 
Frenet-Serret,  formulas  de,  869 
fronteira,  1131 
lisa,  857 

lisa  por  partes,  857 
lisa  por  trechos,  1062 
malha,  1084 
no  espafo,  837,  838 
orientafao  da,  1082 
parametrica,  641,  838 
polar,  667 
simples,  1082 
Fubini 
Guido,  989 

Teorema  de,  989,  1021 
Funfao(oes), 
componente,  848 
composta,  905 
comprimento  de  arco,  862 
contfnua,  849,  903 
de  duas  variaveis,  885 
de  Gompertz,  627 
de  n variaveis,  894 
de  tres  variaveis,  894,  942 
de  varias  variaveis,  885,  894,  927 
densidade  conjunta,  1012,  1026 
densidade  de  probabilidade,  1012 
diferenciavel,  923 
domfnio  de,  885 
gradiente  de,  942 
grafico  de,  888,  889 
harmonica,  915 
homogenea,  937 
implfcita,  934 
limite  de,  900,  903 
linear,  888 
polinomial,  904 
potencia,  752,  1058 
produfao  Cobb,  916,  969 
Cobb-Douglas,  887 
racional,  904 

representacoes  como  uma  serie  de 
potencias  de,  752 

valor  mdxirno  ou  mfnimo  da,  951,  956 

valor  medio  de,  984,  1029 

valor  vetorial,  848 

variafao  da,  885 

vetor,  848 

Bessel,  698,  748,  1163 
imagem  de,  887 

Fundamental,  Teorema,  do  Calculo,  versoes 
para  dimensoes  superiores,  1131 
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G 

Galileu,  649,  650 
Gases,  lei  dos,  908 
Gause,  G.  F.,  624 
Gauss 

Karl  Friedrich,  1 124 
lei  de,  904 
Teorema  de,  1 1 24 
Gauss,  optica  de,  780 
Geometria  do  tetraedro,  82 1 
Geometrica,  serie,  712 
Geratriz  de  uma  superricie,  831 
Gompertz,  fun^ao,  627 
Gourdon,  Xavier,  762 
Grad  — , 94 1 
Gradiente 

campo  do  vetor,  1058 
vetor,  94 1 , 943 
importancia  do  vetor,  947 
Grafica,  calculadora,  658,  672 
Grafico(s) 

de  uma  curva  parametrica,  648 
de  uma  superficie,  1093 
polar,  667,  672 
de  uma  fun^ao,  888,  889 
por  computadores,  672,  85 1 
Gravitacional,  campo,  1057 
Green 

George,  1082,  1110 
identidades  de,  1095 
Teorema  de,  1081 

formas  vetoriais,  1093,  1094 
Gregory 
James,  755 
serie  de,  755 

H 

Harmonica 
fun^ao,  915 
serie,  715 

Heeht,  Eugene,  779 
Heiice,  849 
Helicoide,  1108 
Hiperbole,  683,  688 
assmtota,  684 
diretriz  da,  688 
equa§ao  da,  684 
equacao  polar  da,  689 
excentricidade  da,  688 
focos  da,  684,  688 
ramos  da,  684 

reflexao,  propriedades  da,  687 
vertices  da,  684 
Hiperbolico,  paraboloide,  834 
Hiperboloide,  835 
Hiperesfera,  1030 
Hipocicloide,  655 

Homogenea,  Equacao  diferencial,  1138, 
1154 


Hooke,  lei  de,  1151 
Horizontal,  piano,  794 
Huygens,  650 

I 

/ (numero  imaginario),  A5 
i,  802,  822 
Imagem,  1038 
Implicita 

diferencia§ao,  934 
fungao,  934 

Teorema  da  Fun$ao,  934 
Importancia  do,  947 
Impulso  de  uma  forca,  619 
Inciinafoes,  campo  de,  590 
Incompressivel,  campo  de  velocidade,  1092 
Incremento,  923,  927 
Independence  de  caminho,  1080 
Independente,  variavel,  885,  932 
Indeterminados,  coeficientes,  1 1 32,  1 1 36 
Indice  de  sensa^ao  termica,  888,  919,  948 
Inercia,  momento  de,  1010,  1026,  1058 
Infinita  (sequencia)  (ver  Sequencia) 

Infmita,  serie  (ver  Serie) 

Inicial 

condi^ao,  587 

ponto,  de  uma  curva  parametrica,  648 
Problema  de  Valor,  587,  1 142 
Integra^ao, 

de  uma  serie  de  potencia,  753 
revertendo  a ordem  da,  998 
termo  a termo,  753 
parctal,  988 
Integral(is) 
dupla,  981,  993,  994 
iterada,  988 
superficie,  1093,  1099 
tabela  de,  contracapa 
Teste(s)  da,  721 
tripla,  1020,  1021,  1022 
linha,  1053,  1060,  1061,  1064 
multipla,  1038 

de  uma  fun^ao  vetorial,  847,  859 
definida  de  funcoes  a valores  vetoriais, 
860 

definida,  847,  979 
Integrante,  fator,  628 
Intermediary,  variavel,  932 
Intersecgao 

de  grdficos  polares,  677 
de  tres  cilindros,  966,  1037 
Intervalo  de  convergencia,  749 
Inversa 

transforma§ao,  1039 

da  fun^ao  trigonometrica,  envolvente,  654 
Involuta,  664 

Irrotacional,  campo  de  vetores,  1091 
Isotermas,  898 
Isotermicas,  891 
Iterada,  integral,  988 


J 

j,  802 

Jacobi,  Carl,  1041 

Jacobiano,  1041,  1044 

Juros,  compostos  continuamente,  614 

K 

k,  802 
Kepler 

Johannes,  875 
lei  de,  688,  875,  879 
Kirchhoff,  leis  de,  620,  633,  1 155 

Lagrange 
Joseph,  964 

multiplicadores  de,  963,  964,  967 
Lamina,  1008 
Laplace 

equates  de,  915,  1092 
operador  de,  1 092 
Pierre,  915 
Lei 

da  Conservacao  de  Energia,  1079 
do  crescimento  natural,  608 
do  decaimento  natural,  608 
de  conservacao  do  momento  angular,  878 
Leibniz,  Gottfried  Wilhelm,  597,  690,  773 
Limacons,  672 
Limitada,  sequencia,  706 
Limitado,  conjunto,  957 
Limite(s) 

de  duas  variaveis,  903 
de  tres  variaveis,  904 
de  uma  fun£ao  a valor  vetorial,  848 
de  uma  fun£ao,  900 
de  uma  sequencia,  701 
leis  de,  para  sequencia,  702 
superior  mmimo,  707 
Teste  da  Comparacao  do,  730 
Linear 

aproximacao,  922,  923,  927 
equacao,  825 

diferencial,  628,  1138 
funcao,  888 
combinacao,  1138 
Linearidade,  986 
Linearizacao,  923 

Linearmente,  solucao,  independente,  1139 
Linha  (as) 
aerodinamica,  1047 
de  correnteza,  1060 
integraide,  1060,  1061,  1064 
de  campos  vetoriais,  1054 
Teorema  Fundamental  para,  1059 
com  relaeao  ao  comprimento  do  arco, 
1064 

no  espaco,  1052 


Lisa 

curva,  857 
superficie,  1100 
Lissajous,  figuras  de,  654 
Litotripsia,  683 

Local,  maximo  e mfnimo,  95  3 
Logistica 

equa^ao  de  diferer^a,  7 1 1 
equa?ao  de  diferencial,  584,  619 
sequencias,  7 1 1 
Logfstico,  modelo,  619 
LORAN,  sistema  de,  686 
Lotka-Volterra,  equates  de,  635 

M 

Maclaurin 
Colin,  759 
serie  de,  759 

Magnitude  de  um  vetor,  799 
Malhas,  curvas  de,  1084 
Marginal,  propensao,  a consumir  ou  a 
economizar,  719 
Massa,  1008,  1026,  1063,  1094 
centro  de,  1008,  1026,  1063,  1094 
Matematica,  indufao,  708 
Maximo  e mfnimo  absoluto,  957 
Maximo  e mfnimo,  valores,  951,  956 
Medio 

Teorema  do  Valor,  para  integrals  duplas, 
1049 

valor,  de  uma  funcao,  984,  1029 
Meia-vida,  612 
Metodo 

dos  Mfnimos  Quadrados,  961 
dos  Multiplicadores  de  Lagrange,  967 
Misturas,  problemas  de,  605 
Mobius,  lira  de,  1 105 
Modelando 

com  equacoes  diferenciais,  581 
crescimento  da  popula?ao,  581,  608,  619, 
625,  642 

custo  de  produ$ao,  887,  916,  969 
movimento  de  uma  mola,  584 
vibrai^ao  da  membrana,  698,  748 
Modelo(s),  matematico(s), 
comparacao  do  crescimento  natural 
versus  logfstico,  618 
crescimento  sazonal,  627 
predador-presa,  635 
von  Bertalanffy,  642 
Gompertz,  funcao  de,  627 
Modulo,  A6 

Mola,  constante  da,  584,  1151 
Momenlo 

de  inercia,  1010,  1026,  1058 
de  um  objeto,  619 
de  um  sdlido,  1026 
de  uma  lamina,  1008 
em  Como  de  um  eixo,  1008 
em  torao  de  um  piano,  1026 
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polar,  1011 
segundo,  1010 
Monotona 
Monotonica 
seqiiemcia,  706 
Teorema  da  Sequencia,  707 
Movimento 
no  espa^o.  869,  875 
das  luas  e planetas,  847 
de  satelites,  847 
Mudan^a  de  variaveis 
em  integrals  duplas,  1003,  1042 
em  integrals  multiplas,  1038 
em  integrals  triplas,  3044 
Multipla,  integral,  1038 
Multiplica^ao  de  series  de  potencias,  767 
Multiplicador 
de  Lagrange,  964,  967 
efeito,  719 

N 

Nao-homogenea,  equa^ao  diferencial,  1138, 
1144 

Natural,  Lei  do  Crescimento,  608 
Newton 

Lei  da  Gravita^ao  de,  875,  1044 
Lei  de  Resfriamento  de,  588,  613 
sir  Isaac,  690,  773,  875 
Segunda  Lei  de,  872,  875,  1151 
Nicomedes,  65 1 
Nfvel(is) 

de  uma  pressao  barometrica,  872,  948 
de  curva(s),  890 

de  temperatura  media  do  mundo,  891 
de  uma  intensidade  magnetica,  872 
superficie  de,  895 
piano  tangente  k,  945 
No  trevo,  85 1 
Normal 

components,  da  acelera^ao,  873 
derivada,  1095 
piano,  866 
reta,  946 
vetor,  825,  866 
Numero(s)  complexo(s),  A5 
argumento  de,  A7 
forma  polar  de,  A7 
igualdade  de,  A5 
modulo  de,  A6 
multiplica?ao  de,  A5,  AS 
parte  imaginaria  de,  A5 
parte  real  de,  A5 
potSncias  de,  A9 
raiz  quadrada  principal  de,  A6 
raizes  de,  A10 
divisao  de,  A6,  A8 

o 

Octante,  793 


Onda,  equa§ao  da,  915 
Optica 

de  Gauss,  780 
de  primeira  ordem,  780 
Orbita,  875 
Ordem 

de  uma  equafao  diferencial,  585 
revertendo  da  integracao,  998 
Ordem  maior,  derivadas,  913 
Ordenada  tripla,  794 
Oresme,  Nicole,  716 
Orienta$ao 
de  uma  curva,  1 08 1 
de  uma  superficie,  1098,  1099 
Orientada,  superficie,  1098 
Ortogonal(is) 
vetores,  809 
trajetoria,  600 
superficie,  950 
proje^o,  812 
Osculador 
ctrculo,  866 
piano,  866 

Ostrogradsky,  Mikhail,  1124 
Otipca  de  terceira  ordem,  780 
Ovais  de  Cassini,  675 

P 

Padrao  de  ventos  na  bafa  de  Sao  Francisco, 
1053 

para  integral  de  iinha,  1059 
Parabola,  680,  688 
diretriz  da,  680 
eixo  da,  680 
equafao  da,  681 
equa^ao  polar  da,  689 
foco  da,  680,  688 
vdrtice  da,  680 
Parabolico,  cilindro,  83 1 -832 
Paraboloide,  833 
Paralelepfpedo,  818 
Paralelogramo,  Lei  do,  799,  813 
Paralelos,  pianos,  826 
Paralelos,  vetores,  799 
Paramdtrica(s) 
curva,  647,  849 
equates,  641 
da  reta,  822 

de  uma  curva  espacial,  849 
de  uma  reta  no  espago,  862 
de  uma  superficie,  1096 
superficie,  1094,  1096,  1099 
Parametriza^ao  de  uma  curva  no  espafo,  862 
Parametro,  647,  822,  849 
Parcial(is) 
derivada,  907,  910 

de  uma  funcao  com  ires  ou  mais 
variaveis,  894 
nota^oes  para,  909 
regras  para  determinar,  910 
segunda,  913 
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equa9ao  diferencial,  915 
integrafao,  989 
sonia(s),  de  uma  serie,  712 
Perielio,  692 
Perilunio,  686 

Perpendiculares,  vetores,  809 
Planck,  Lei  de,  783 
Planetario,  movimento,  875 
Plano(s),  825 
coordenados,  793 
equa^ao  do,  822,  825 
horizontal,  794 
normal,  866 
paralelo,  826 

tangente  a superficie,  921,  945,  946,  3099 
recortados,  832 
Polar(es) 
coordenadas,  665 
eixo,  665 
equa<jao(oes}, 
grafico  de,  667 
de  cSnicas,  665,  689 

Polar,  forma,  de  urn  numero  complexo,  A7 
retangulo,  1002 

Polinomial,  fun^ao,  de  duas  varidveis,  904 
Polmomio  de  Taylor  de  grau  n,  760 
Polo,  665 
Ponto 

amostra,  980 
Ponto  medio,  regras  do, 
para  integral  dupla,  983 
para  integral  tripla,  1028 
Popula^ao,  crescimento  da,  609 
da  bacteria,  624 
de  peixe,  580,  626 
de  modelos,  581 
do  mundo,  610 
de  bacterias,  607 
Por  partes,  curva  lisa,  857 
Por  trechos,  curva  lisa,  1062 
Posi^ao  vetor,  800 
Positiva 
funcao,  98 1 
orienta£ao 

de  uma  curva,  1 105,  1081 
de  uma  superficie,  1099 
Potencia 

Potencia  serie  de,  747 
coeficientes  de,  747 
divisao  de,  767 
integra^ao  de,  753 
intervalo  de  convergencia,  749 
multiplica^ao  de,  767 
raio  de  convergencia,  749 
diferenciacao  de,  753 
representa^oes  de  funyoes  como,  752 
Potencia! 
energia,  1079 
funcao,  1058 
Predador,  634 

Predador-presa,  modelo,  635 


Presa,  634 
Primeira 

Equa9ao  diferencial  de,  ordem,  628 
ordem,  optica  de,  780 
Primeiro  octante,  793 
Principal  eixo  da  elipse,  682 
Principal  vetor  norma!  unitario,  866 
Princfpio  da  superpos^ao,  1 147 
Princfpio  de  Arquimedes,  1 133 
Probabilidade,  1012 
fun^ao  densidade,  1012 
Produto 

escalar,  806,  807 
Produto  misto,  8 1 8 
triplo,  818 
escalar,  817 
vetorial,  8 1 8 

Produto  vetorial,  propriedades  do,  817 
Projeyao,  794,  810 
Projetil,  654,  872 

Projeto  de  urn  grande  receptaculo  para  lixo, 
minimizando  o custo  de  construfao,  949 
p-serie,  723 

Q 

Quadratica,  aproximafjao,  962 
Quadrica,  superficie,  832 
grafico  da,  834 

R 

Racional,  fungao,  905 
Radiagao  das  estrelas,  782 
Radiagao  de  corpo  negro,  782 
Radioattvo,  decaimento,  611 
Raio 

de  convergencia,  749 
de  rotagao,  1012 

Raiz  quadrada  principal  de  urn  numero 
complexo,  A6 
Raiz,  Teste  da,  742 
Raizes  de  uni  numero  complexo,  A 10 
Ramos  da  hiperbole,  684 
Rayleigh-Jeans  Law,  783 
Razao,  Teste  da,  740 
Rearranjo  de  uma  serie,  743 
Reflexao,  propriedades  da 
de  uma  elipse,  683 
de  uma  hipdrbole,  687 
Regiao 
aberta,  1061 
conexa,  1061 
do  tipo  I,  994 
do  tipo  O.  995 
fechada,  957 
simples,  1082 
solida  simples,  1 124 
simplesmente  conexa,  1062 
Regra  da  mao  direita,  793,  815 
Regrada,  superficie,  837 


Rela9aode  recursao,  1160 
Relativo,  taxa  de  crescimento,  609 
Representa9oes  de  um  vetor,  800 
Ressonancia,  1155 
Resto  de  uma  serie  de  Taylor,  761 
Resto,  estimativa  do 
para  o Teste  da  Integral,  725 
para  o Teste  da  Razao,  741 
para  o Teste  de  compara9ao,  732 
para  uma  serie  altemada,  736 
Restri9ao,  965,  969 
Resultante,  for9a,  803,  804 
Reta(s) 

Reta(s)  no  espa9o 
normal,  946 
tangente,  855 
transversas,  834 
equa9oes  parametricas  de,  822 
equa9oes  simetricas  de,  823 
no  piano 

equa9ao  vetorial  de,  822 
Retangular,  sistema  de  coordenada,  794 
Reversa(s) 

ordem,  da  integra9ao,  998 
retas,  848 

Riemann,  soma(s)  de,  para  integral  multipla, 
969 

Riemann,  soma(s)  de,  para  integral  tripla, 
1021 

Roberval,  Gilles  de,  658 
Rosa  de  quatro  petalas,  669 
Rotacional  de  um  campo  vetorial,  1088 

s 

Sazonal,  modelo  de  crescimento,  627 
Sec9oes  transversais,  83 1 
Segunda 
derivada,  857 
parcial,  913 

ordem,  equa9ao  diferencial  de,  585 
Segundo,  momento  de  inereia,  1010 
Sela  do  cachorro,  898 
Sela  do  macaco,  898 
Sela,  ponto  de,  952 
Semi-espa^o,  894 

Seno,  funcao,  serie  de  potencia  da,  763 
Seno,  serie  de  potencias  para  a funcao, 

763 

Separavel,  equa^ao  diferencial,  597 
Seqiiencias,  699 
Seqiiencia 
convergente,  701 
crescente,  706 
de  Fibonacci,  700 
de  somas  parciais,  712 
decrescente,  706 
divergente,  701 
grafico  da,  704 
limitada,  706 
liraite  de,  701 
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monotSnica,  706 
termos  da,  699 
Sene,  7 1 1 

absolutamente  convergente,  738 
altemada,  733 
binomial,  770,  771 
coeficiente  da,  747 
condicionalmente  convergente,  739 
convergente,  712 
de  Gregory,  755 
de  potencia,  747 
divergente,  712 
estrategia  para  teste,  745 
geometrica,  712 
harmonica,  715 
infinita,  711 
Maclaurin,  759 
/?-serie,  723 
rearranjo  da,  743 
soma  da,  712 
soma  parcial  da,  712 
Taylor,  759 
termo  da.  704 
serie  de  potencia  da,  760 
harmonica  altemada,  735,  738 
trigonometrica,  747 
Setor  de  um  ctrculo,  675 
Sierpinski,  carpete  de,  720 
Simetna  em  grafjco  polar,  669 
Simetricas,  equates,  de  uma  reta,  823 
Simples 
curva,  1063 

movimento  harmonico,  1152 
regiao,  1082 
solida,  1124 

Simplesmente  conexa,  regiao,  1062 
Simpson,  Thomas,  977 
Solida,  regiao,  1 127 
Solido 

volume  do,  1036,  1037 
angulo,  1138 
Solu^ao 
curva,  589 

soluqoes  da,  1 1 30 
da  equa^ao  predador-presa,  635 
de  uma  equaqao  diferencial  em  serie,  1 159 
Soma 

de  uma  serie  geometrica,  713 
de  uma  $6rie  infinita,  712 
de  vetores,  798 
Telescopica,  715 
Sorvedouro,  1131 
Stokes 

Stokes,  sir  George,  1118 
Stokes,  Teorema  de,  1119 
Suave 

Subamortecido,  vibraeao,  1153 
Superamortecido,  vibraeao,  1153 
Superftcie 
area  da 

de  uma  superftcie  parametrica,  658 


de  uma  superficie  z =f(x,  y),  1017 
de  uma  esfera,  1089 
de  ntvel,  895 

de  revolucao,  representacao  parametrica 
da,  1099 
fechada,  3099 
grafico  da,  1093 
integral  de,  1093 

de  campo  de  vetores,  1099 
lisa,  1 100 
orientada,  932 

parametrica,  1094,  1096,  1100 
quddrica,  832 
de  ntvel,  895 

T 

Tl  Trans  form  aqao  inversa,  1039 
Tangencial,  componente,  da  accleraqao,  873 
Tangente  piano 
a uma  superficie  de  ntvel,  946 
a uma  superficie  X*,  y,  z ) = k,  1087 
a uma  superficie  parametrica,  1 100 
a uma  superficie  z = fix,  y),  921,  923 
aproximaqao,  923 
Tangente  reta 

a uma  curva  parametrica,  656 
a uma  curva  no  espatjo,  844 
a uma  curva  polar,  670 
vetor,  855 

Tautocrona,  problema,  650 
Taylor 
Brook,  759 
desigualdade  de,  761 
polinomio  de,  760,  962 
serie  de,  759 
Telescopica,  soma,  715 
Temperatura-umidade,  indice  da,  896,  907 
Teorema  de  De  Moivre,  A9 
Teorema  do  Confronto  para  seqiiencias,  705 
Terminal 

ponto,  de  um  vetor,  798 
velocidade,  604 
Termo 

a termo,  diferenciaqao  e integracao,  753 
de  uma  seqiiencia,  699 
de  uma  s6rie,  704 
Teste  da  segunda  derivada,  954 
Testes  para  ConvergSncia  e Divergencia  de 
Serie 

da  Comparaqao  do  Limite,  730 
da  Integral,  722 
da  Razao,  741 
da  Serie  Altemada,  735 
da  Raiz,  742 
para  Divergencia,  716 
resumos  dos  testes,  745 
Tetraedro,  821 

Thomson,  William  (lorde  Kelvin).  1082. 

1118 

Timpano,  vibraeao  do,  692,  748 


Tipo 

1 , regiao  solida  do.  1 022 

2,  regiao  sdlida  do,  1023 

3,  regiao  solida  do,  1023 

I,  regiao  do  piano  do,  994 

II,  regiao  do  piano  do,  995 
Torpao,  857 

Torcida,  ciibica.  851 
Toro,  1093 
Toroide,  espiral,  85 1 
Torque,  819 

Torricelli,  Evangelista,  650 
Total,  diferencial,  925 
Trabalho,  811,  1055 
Trapos,  83 1 
Trajetoria,  872 
Transferencia,  curva,  88 1 
Transformaqao.  1038 
jacobiano  da,  1041 
um  a um,  1039 
Triangular 

desigualdade,  para  vetores,  813 
Trianguio,  Lei  do,  799 
Tridimensional,  sistema  coordenado,  794 
Trigonometrica,  Serie,  747 
Tripla 

soma,  de  Riemann,  1021 
Tripla  integral,  1020,  1021 
sobre  uma  regiao  geral  limitada,  1022 
em  coordenadas  esfericas,  1030 
ponto  medio,  regra  do,  para,  1028 
aplica^oes  da,  1025 
em  coordenadas  cilindricas,  1030 
Triplo,  produto,  818 
Trocoide,  653 

Turbina  hidraulica,  otimiza9ao  da,  97 1 

u 

Ultravioleta,  catastrofe  do,  783 
Um  a um,  transforma^ao,  1039 
Unitario,  vetor,  803 
nomial,  866 

V 

Valor  Absolute,  A6 
Varia^ao 

de  parametros,  1149 
Variavel(is) 

aleatoria  independente,  1014 
dependente,  885,  932 
independente,  885,  932 
intermediaria,  932 
Velocidade,  869 
campo,  1056 

padrao  de  vento,  1053 
correntes  oceanicas,  1054 
fluxo  do  ar,  1054 
vento,  1053 
vetorial,  857 

padrao  dos  vent  os.  782,  1054 
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Verhulst,  584 
Vertice(s) 
de  uma  elipse,  682 
de  uma  hiperbole,  684 
de  uma  parabola,  680 
Vetor  fo^a,  1056,  1059 
i,  j e k,  802 

gradiente,  930,  941,  947 
magnitude  do,  801 
multiplica^ao  de,  799 
multiplo  escalar  do,  799 
negativo,  799 
normal,  848 
normal  unitario,  866 
normal  unitario  principal,  866 
ortogonal,  809 
paralelo,  799 
perpendicular,  809 
pos^ao,  801 

produto  escalar,  806,  807 
produto  triplo,  819 
produto  vetorial  de,  813,  819 
projecao,  810 
propriedades  do,  802 
representa^oes  de,  800 
soma  de,  798 
subtratjao  de,  799 
tangente,  855 
tangente  unitario,  855 
tridimensional,  800 
unitario,  803 
unitario  (versor),  803 
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unitario  normal  (versor  normal),  867 
unitario  normal  principal,  867 
unitario  tangente  (versor  tangente),  866 
veiocidade,  869 
zero,  798 
Vetor(es),  798 
acelera^ao,  870 
adifao  de,  798 
anguios  entre,  807,  808 
base,  803 
base  padrao,  803 
bi dimensional,  800 
binomial,  866 
componentes  do,  800 
comprimento  do,  801 
coplanares,  818 
deslocamento,  8 1 1 
diferen9a  de,  799 
equivalentes,  798 
for9a,  1044 
Vetorial(is) 
proje9ao,  810 
equa9ao 

de  urn  piano,  825 
de  uma  reta,  822 
produto(s),  813 
triplo,  818 
campo,  1054,  1057 

conservative,  1058,  1079 
divergente  do,  1088 
fluxo  do,  1 136 
gradiente,  1058 


inconipresstvel,  1092 
irrotacional,  1091 
rotational  do,  1088 
veiocidade,  1056 
fun9ao  a valores,  848 
continua,  849 
derivada  da,  855 
integral  da,  847 
iimite  da,  848 
Vibra9ao(oes),  1152,  1154 
da  mola,  1 152 

de  uma  membrana  de  borracha, 
modelo  da,  692 

da  membrana  do  tambor,  700,  748 
Vfnculos,  951,  955 
Volterra,  Vito,  635 
Volume, 

de  hiperesferas,  1030 
de  um  solido,  98 1 
por  integral  dupla,  98 1 
por  integral  tripla,  1025 
de  hiperesferas,  1030 
Von  Bertalanffy,  modelo  de,  642 

w 

Wren,  sir  Christopher,  660 

z 

Zero,  vetor,  798 
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36.  -—==  y Va2  - a2  + C 

J a y/a*  — a2  ■ a2« 

37. |  (a"  - a ‘ j ' ' t/a  — ---(2a2  - 5a2) ^/a2  — u 2 + 


t du  u 

38.  — —rr  — ■■  + c 

* (a  - - a2)3'*  £2  i 


ya — a* 


3.  I , — ==  In  J u + \fu2  ~~  a2 1 + 


f u /— a2  . , — , 

44.  y=  = ~Vr-r+-In  K 

J va  — a2  2 2 1 

45.  f ^ JEEJt  + c 

J a2  a2u 

— r . rfa  M 


87.  I sen  ''a  du  ~ u sen  ‘n  4-  y 1 ~ u2  + C 

88.  | cos“’h  du  — u cos — yi  ~ «2  4-  C 

89.  j tg  ~ludu  = u tg  | in(I  + n3)  4-  C 

„ „ f -j  , 2 r - 1 , «y  1 - a- 

90.  I u sen  u du  — sen  u 4 — ■ 4 ( 

J 4 4 

oi  f -i  a 2m’ -1  u^fV- 

91.  I u cos  u du  — cos  u — 

. 4 4 


oi  f -1  J 2m’  - 1 _ My  I - U2 

91.  u cos  u du  — cos  u — 

4 4 


98.  j ue^dtt  — ~(au  — l)eau  + C 
J a" 

97.  i u“ea“du  — — hV"  - — f un~{ea“ du 

J a a J 

f eau 

98.  ) eBi'  sen  bit  du  = — ; 77  (a  sen  bu  — 7)  cos  7>m  ) 4-  C 

J <2  + 

r 

99.  4™  cos  bu  du  = ~ 77  (a  cos  bu  4-  6 sen  bu)  + C 

J a~  4-  b" 


senhM  4 C 


103.  j senh  u du  ~ cosh  u 4 C 

104.  | cosh  m du  ~ senhM  4 C 

105.  | igh  u du  — In  cosh  u + C 

106.  j cotgh  udu  — In  | senh  u \ + C 

107.  j sech  u du  — tg  j senh  u \ + C 


92.  u tg  'u  du 


u~  + 1 u 

“ t2  '«  ” — + C 
2 2 


3.  j M,,sen  '1M 


, I „+1  f u'lf,du 

du  ~ u sen  u — I , n t- 

n 4-1  J v'  l u 2 


34.  } «''cos  hidu 


5.  j*  u"  tg  hi  . 


-1  f m ""’du 

h"  cos  m 4 j — , n ¥*  --  i 

1 v I - «2  J 


TTJ  ■"* 


100.  I in  u du  ---  u In  u — u 4-  C 


101.  I unlnudu  — 7 7S7  [(«+!)  In  u 

J (n  + 1)' 


102.  du  *=  In  |ln«|  + C 


z.  f — -- — 

J m In  m 


108.  | cas9echM<i/~  In  j tgh  \u  j 4-  C 

109.  | sech2M  du  ~ tgh  m + C 

110.  j cossech^M  du  - -cotgh  u + C 

111.  | sech  u tgh  udu  — —sech  u + C 

112.  | cossech  u cotg  u du  - — cossec  u + C 


113.  v'2mm  — u - du  ~ — y !2au  — u 2 4 - — cos  *{  - — — j 4 C 

* 2 2 \ a J 


114.  I My 2mm  — u2  du  — 


s/2 au  - u2  ,/  a - u\ 

115.  du  — y2 au  ~ u~  4 mcos_i(  ——  4 C 

u \ a J 


2 u2  — au  — 3a 2 


a . a — h 


lau  — u2  4 cos"1 1 

2 \ a 


f y/2 au  — u2  2~j2au  ~ u2  I a — u\ 

11g_  ■;■■■•  du=  ~ ■ — ~ COS-1  J 4 C 

J u~  u \ a / 


au  1 a - u \ 

- cos-'l  4 c 

(2au  — u2  \ a / 


f udu  f a — u\ 

*18.  j K =•  — — y2 au  ~ u2  4 a cos  '( j + C 

J y2au  - u-  \ a / 


m ‘ du  u 4 3 a 


3.  f ^ 

J y '2au  — u2 

).  f—  24.  , 

J u J2au  — m- 


v/2a«  — m 2 4 cos 

2 2 


y2a«  a 2 


3a2  / a - u 


